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Prólogo 


En este libro nos proponemos hacer una presentación clara y 
completa para el estudiante de la teoría y las aplicaciones de la 
ingeniería mecánica. Para lograr este objetivo el autorno ha tra¬ 
bajado solo, muy lejos de ello, pues en gran medida este libro ha 
tomado forma gracias a los comentarios y sugerencias de más de 
un centenar de revisores de la profesión docente y numerosos 
exalumnos del autor que han usado las ediciones precedentes. 

Mucho es lo que se ha hecho durante la preparación de esta nue¬ 
va edición. Quienes ya conocían el libro encontrarán que el tra¬ 
bajo artístico se ha realzado notablemente con el fin de que el 
material adquiera un relieve más realista y se haga más compren¬ 
sible, En esta edición hay más problemas que en las anteriores, y 
casi todos son nuevos. El material que contiene el libro sigue el 
orden de la edición anterior, algunos temas se han ampliado, los 
ejemplos se han reemplazado, y las explicaciones de numerosos te¬ 
mas se han mejorado con una nueva y cuidadosa reconstrucción 
de frases seleccionadas. El sello distintivo del libro sigue siendo 
el mismo, a saber, que donde se hace necesario se recalca la im¬ 
portancia de trazar un diagrama de cuerpo libre y se insiste en la 
importancia de elegir un sistema conveniente de coordenadas y 
una convención de signos apropiados para las componentes vec¬ 
toriales al aplicar las ecuaciones de la mecánica. 

Organización y planteamiento. El contenido de cada capí¬ 
tulo está organizado en secciones bien definidas. Los grupos es¬ 
peciales de secciones contienen una explicación de temas especí¬ 
ficos, problemas ilustrativos de ejemplo y una serie de problemas 
de tarca. Los temas dentro de cada sección aparecen en subgrupos 
definidos con títulos en negritas. El propósito es presentar un mé¬ 
todo estructurado para introducir cada nueva definición o con¬ 
cepto, y adecuar el libro para referencias posteriores y repaso. 
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Al final de numerosas secciones se da un “procedimiento de aná¬ 
lisis” que proporciona al estudiante un repaso o resumen del ma¬ 
terial y un método lógico y ordenado para aplicar la teoría* Co¬ 
mo en ediciones previas, los problemas de ejemplo se resuelven 
usando los lincamientos de este método para dejar clara su apli¬ 
cación numérica* Pero debe entenderse que una vez que haya 
dominado los principios pertinentes y adquirido suficiente crite¬ 
rio y confianza, el estudiante podrá desarrollar sus propios meto- 
dos para resolver los problemas. En la mayoría de los casos, esti¬ 
mamos que el primer paso de un procedimiento debe ser la 
elaboración de un diagrama. Haciéndolo así, el estudiante se for¬ 
ma el hábito de tabular los datos necesarios, al tiempo que se 
concentra en los aspectos físicos del problema y su geometría. Si 
se supera correctamente esta primera etapa, la aplicación de las 
ecuaciones pertinentes de la mecánica se vuelve metódica, pues 
los dalos se van tomando en forma directa del diagrama. Este 
paso tiene particular importancia en la solución de los problemas 
que implican equilibrio, razón por la que nos referimos con insis¬ 
tencia al trazado de diagramas de cuerpo libre a lo largo del todo 
el libro. 

Dado que las matemáticas proporcionan el medio de una aplica¬ 
ción sistemática de los principios de la mecánica, se espera deí 
estudiante que tenga conocimientos de álgebra, geometría y tri¬ 
gonometría y, para el estudio completo, algo de cálculo. El análi¬ 
sis vectorial se introduce donde puede aplicarse más. En ocasio¬ 
nes, con su ayuda se obtienen deducciones concisas de la teoría, 
y hace posible la solución simple y sistemática de numerosos pro¬ 
blemas complicados en tres dimensiones, A veces, se resuelven 
los problemas de ejemplo por dos o tres métodos de análisis para 
que el estudiante desarrolle la habilidad de usar las matemáticas 
como herramienta y aprenda a encontrar el método más directo 
y eficaz de resolver un problema. 

Problemas- Numerosos problemas del libro describen situacio¬ 
nes realistas que se pueden encontrar en la práctica de la inge¬ 
niería, Esperamos que este realismo sirva para estimulare! inte¬ 
rés del estudiante en la ingeniería mecánica, a la vez que le 
ayude a desarrollar la capacidad de reducir un problema de este 
tipo de su descripción física a un modelo o representación sim¬ 
bólica en donde sean aplicables los principios de la mecánica. 
Como en la precedente, en esta edición se ha hecho un esfuerzo 
para incluir algunos problemas que se puedan resolver usando 
un procedimiento numérico realizable en una computadora per¬ 
sonal o una calculadora programable de bolsillo. El apéndice B 
presenta técnicas numéricas apropiadas junto con sus programas 
de computadora asociados. Lo que se intenta con ello es ampliar 
la capacidad del estudiante para usar otras formas de análisis sin 
sacrificar el tiempo requerido para concentrarse en la aplicación 
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de tos principios de la mecánica. Los problemas de este tipo que 
se pueden o se deben resolver mediante la utilización de los mé¬ 
todos numéricos se identifican con el símbolo del cuadrado (■), 
contiguo al número de problema* 

El número de problemas que usan las unidades del sistema 
SI es poco más o menos el mismo que el correspondiente para 
las unidades FPS* Además, en cada colección de problemas se ha 
tratado de seguir el orden de dificultad creciente** Las respues¬ 
tas de todos, salvo cada cuarto problema, se encuentran al final 
del libro. Cada problema sin respuesta impresa aparece con un 
asterisco (*) contiguo al número del problema. 

Contenido. El libro se divide en II capítulos, en los que los 
principios introducidos empiezan aplicándose a situaciones sim¬ 
ples. Lo más frecuente es que cada principio se aplique primero 
a una partícula, luego a un cuerpo rígido sometido aun sistema 
de fuerzas coplanares y por ultimo, al caso general de ios sistemas 
tridimensionales de fuerzas que actúan sobre un cuerpo rígido. 

El texto se inicia en el capítulo 1 con una introducción a la me¬ 
cánica y una exposición de los sistemas de unidades. En el capí¬ 
tulo 2 se introducen la noción de vector y las propiedades de un 
sistema de fuerzas concurrentes. Esta teoría se aplica en seguida 
al equilibrio de las partículas en el capítulo 3. El capítulo 4 con¬ 
tiene una exposición de los sistemas concentrados y distribuidos 
de fuerzas y los métodos que se utilizan para simplificarlos. En 
el capítulo 5 se desarrollan los principios del equilibrio de cuer¬ 
pos rígidos para aplicarlos, en el capítulo 6, a problemas específi¬ 
cos que involucran equilibrio de armaduras, bastidores y máqui¬ 
nas, y al análisis de fuerzas internas en vigas y cables, en el 
capítulo 7. Las aplicaciones a problemas que involucran fuerzas 
de fricción se tratan en el capítulo 8, y los temas relacionados 
con el centroide y el centro de gravedad se tratan en e! capítulo 
9. Si el tiempo lo permite, podrán cubrirse tas secciones sobre te¬ 
mas más avanzados que vienen señaladas con una estrella (*). 
La mayoría de estos temas se incluyen en el capítulo 10 (área y mo¬ 
mentos de masa de inercia) y el capítulo 11 (trabajo virtual y 
energía potencial). Nótese que este material también se relacio¬ 
na con principios que son básicos en cursos más avanzados. 

A juicio del profesor, podrá seguirse otra secuencia de trabajo 
sin ruptura de la continuidad lógica. Por ejemplo, es posible in¬ 
troducir el concepto de una fuerza y todos los métodos necesa¬ 
rios del análisis vectorial cubriendo primeramente el capítulo 2 y 
la sección 4*1. Luego, una vez que se haya visto el resto del capí¬ 
tulo 4 (sistemas de fuerzas y momentos), podrán estudiarse los 
métodos de equilibrio en los capítulos 3 y 5, 


* Los problemas de repaso ai final de cada capítulo se presentí!n en orden aleatorio. 
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Principios Generales 


En este capítulo se presentan numerosos conceptos fundamenta¬ 
les de la mecánica. Se incluye una discusión de los modelos o 
idealizaciones utilizados para aplicar la teoría, un enunciado de 
las leyes de Newton del movimiento que son la base del tema y 
una revisión general de los principios de aplicación del sistema 
internacional de unidades (SI). Después se explican los procedi¬ 
mientos estándar de los cálculos numéricos. Al final del capítulo 
se ofrece una guía con lincamientos generales para resolver pro¬ 
blemas. 


X.l Mecánica 


La mecánica puede ser definida como la rama de las ciencias físi¬ 
cas que trata del estado de reposo o movimiento de los cuerpos 
sujetos a la acción de fuerzas. En términos generales, el tema se 
subdivide en tres ramas: mecánica de cuerpos rígidos, mecánica de 
cuerpos deformables , y mecánica de fluidos. Este libro trata sola¬ 
mente de la mecánica de cuerpos rígidos, dado que esta rama es 
la que se requiere para el diseño y análisis de múltiples tipos de 
dispositivos estructurales, mecánicos y eléctricos de la ingeniería. 
Debe agregarse que la mecánica de cuerpos rígidos es parte de la 
base necesaria en el estudio de la mecánica de cuerpos deforma- 
bles y la mecánica de fluidos. 

La mecánica de cuerpos rígidos se divide en dos áreas: está¬ 
tica y dinámica. La estática trata del equilibrio de los cuerpos, es 
decir, de los que se encuentran en estado de reposo o se mueven 
con velocidad constante; en tanto que la dinámica se ocupa del 
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movimiento acelerado de los cuerpos. Aunque la estática puede 
considerarse como parte de la dinámica en la que la aceleración 
sea cero, la estática merece tratarse aparte en los estudios de in¬ 
geniería, porque muchos objetos se diseñan con la intención de 
que permanezcan en equilibrio. 

Desarrollo histórico* La materia de la estática se desarrolló 
muy temprano eo la historia, pues los principios que involucra 
podían formularse simplemente a partir de las medidas geomé¬ 
tricas y la medición de fuerzas. Por ejemplo, los escritos de Ar- 
químedes (287-212 a.C) tratan del principio de la palanca. Do¬ 
cumentos antiguos registran también estudios sobre la polca, el 
plano inclinado, y la llave de tuerca, en una época en que las ne¬ 
cesidades de la ingeniería se limitaban principalmente a la cons¬ 
trucción. 

Puesto que los principios de la dinámica dependen de la pre¬ 
cisión en la medida del tiempo, esta materia vino a desarrollarse 
mucho más tarde. Galilea Galilei (1564-1642) fue uno de los 
grandes pioneros en este campo. Su trabajo consistió en experi¬ 
mentos con péndulos y cuerpos en caída libre. Las contribucio¬ 
nes más significativas a la dinámica, sin embargo, se deben a 
Isaac Newton (1642-1727), conocido ante todo por su formula¬ 
ción de las tres leyes fundamentales del movimiento y la ley de la 
gravitación universal Poco tiempo después de postuladas estas 
leyes, Euler, D'AJcmbert, Lagrange y otros desarrollaron impor¬ 
tantes técnicas para sus aplicaciones. 


1.2 Conceptos fundamentales 


Antes de iniciar nuestro estudio de la mecánica de cuerpos rígi¬ 
dos es importante comprender el significado de ciertos concep¬ 
tos y principios fundamentales. 

Cantidades básicas* Las cuatro cantidades que siguen se 
usan en toda la mecánica de cuerpos rígidos. 

Longitud* La longitud es necesaria para localizar la posición de 
un punto en el espacio y por este medio describir el tamaño de 
un sistema físico. Una vez definida una unidad de longitud pa¬ 
trón, podrán definirse cuantitativamente las distancias y propie¬ 
dades geométricas de un cuerpo cómo múltiplos de la longitud 
unitaria. 

Tiempo* El tiempo se concibe como una sucesión de eventos. 
Aunque los principios de la estática son independientes del tiem¬ 
po, esta cantidad desempeña un papel importante en el estudio 
de la dinámica. 
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Masa* La masa es una propiedad de la materia por medio de la 
cual podemos comparar la acción de un cuerpo con la de otro* 

Esta propiedad se manifiesta como una atracción gravitacional 
entre dos cuerpos y proporciona una medida cuantitativa de la 
resistencia de la materia a un cambio de velocidad. 

Fuerza* En general, [lamamos fuerza a la acción de “empujar” o 
de “tirar” ejercidas por un cuerpo sobre otro. Esta interacción 
puede ocurrir cuando existe contacto directo entre los cuerpos, 
como cuando una persona empuja una pared, o puede ocurrir a 
través de una distancia cuando los cuerpos se encuentren física¬ 
mente separados. Como ejemplos de esto último tenemos las 
fuerzas gravitacionales, eléctricas y magnéticas. En todo caso, 
una fuerza queda caracterizada por su magnitud, dirección y 
punto de aplicación. 

Idealizaciones. En la mecánica se usan modelos o idealizacio¬ 
nes para simplificar ia aplicación de la leona. Algunas de las ideali¬ 
zaciones más importantes se definirán ahora; otras idealizaciones 
notables, por otra parte, se explicarán en el momento oportuno. 

Partícula. Una partícula tiene masa pero tamaño despreciable. 

Por ejemplo, el tamaño de la Tierra es insignificante comparado 
con el de su órbita y, por tanto, la Tierra puede pensarse como si 
fuera una partícula al estudiar su movimiento orbital Cuando un 
cuerpo es idealizado como partícula, los principios de la mecáni¬ 
ca se reducen a una forma simplificada porque entonces la geo¬ 
metría del cuerpo quedará fuera del análisis del problema* 

Cuerpo rígido. Un cuerpo rígido puede considerarse como la 
combinación de un gran número de partículas en ia que todas 
las partículas permanecen a distancias fijas entre sí antes y des¬ 
pués de aplicar una carga* En consecuencia, las propiedades ma¬ 
teriales de un cuerpo cualquiera, que se considere como rígido, 
no tendrán que tomarse en cuenta al analizar las fuerzas que ac¬ 
túan sobre él. En la mayor parte de los casos, las deformaciones 
que se dan en las estructuras, máquinas, mecanismos y objetos 
semejantes son relativamente pequeñas, siendo adecuada la hi¬ 
pótesis de cuerpo rígido para efectos del análisis. 

Fuerza concentrada. La fuerza concentrada representa el efecto 
de una carga que se supone que actúa en un punto del cuerpo* 

Este efecto se puede representar por medio de una fuerza con¬ 
centrada, siempre y cuando ei área de aplicación de la carga sea 
muy pequeña en comparación con el tamaño total del cuerpo. 

Las tres leyes del movimiento de Newton. La totalidad 
de la mecánica de cuerpos rígidos se formula con base en las tres 
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leyes del movimiento de Newton, cuya validez se basa a su vez en 
la observación experimental. Se aplican al movimiento de una 
partícula medido respecto a un sistema de referencia no acelera¬ 
do y pueden enunciarse brevemente como sigue: 

Primera ley. Una partícula inicialmente en reposo o moviéndose en 
línea recta y a velocidad constante permanecerá en este estado a con¬ 
dición de que la partícula no se sujete a una fuerza desequilibrada. 

Segunda ley. Una partícula sobre la cual actúa una fuerza des¬ 
equilibrada F experimenta una aceleración a que tiene la misma 
dirección que la fuerza y una magnitud directamente proporcio¬ 
nal a la fuerza. Si se aplica F a la partícula de masa m, esta ley 
puede expresarse matemáticamente como 

F = ma (1.1) 

Tercera ley. Las fuerzas mutuas de acción y reacción entre dos 
partículas son iguales, opuestas y colineales. 

Ley de la gravitación universal de Newton. Poco tiempo 
después de haber formulado sus tres leyes del movimiento, New¬ 
ton postuló una ley que rige la atracción gravitacional entre dos 
partículas cualesquiera. El enunciado matemático es 

F = G^ ( 1 . 2 ) 

donde F = fuerza de gravitación entre ¡as partículas 

G = constante de gravitación universal; de acuerdo con 
la evidencia experimental, 

G = 66.73(10’ 12 )m 3 /(kg * s 2 ) 
m 2 = masa de cada una de las dos partículas 
r = distancia entre las dos partículas 

Peso. De acuerdo con la ecuación 1 .2, dos partículas o cuerpos 
cualesquiera tienen una fuerza mutua de atracción (gravitado- 
nal) entre sí. En el caso de una partícula localizada sobre o cerca 
de la superficie de la Tierra; sin embargo, la única fuerza gravita¬ 
cional con una magnitud de consideración es la fuerza entre la 
Tierra y la partícula. Consecuentemente, esta fuerza denomina¬ 
da peso, será la única fuerza gravitacional que vamos a conside¬ 
rar en nuestro estudio de la mecánica. 

A partir de la ecuación 1.2 podemos obtener una expresión apro¬ 
ximada para encontrar el peso W de una partícula con masa 
/«! = m. Si suponemos que la Tierra es una esfera no en rotación, 


* Dicho de otra manera, la fuerza desequilibrada que actúa sobre la partícula 
es proporcional a la rapidez de cambio del momento lineal respecto a! tiempo. 
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con densidad constante y masa m 2 , entonces si r es la distancia 
entre el centro de la Tierra y la partícula, tenemos 


W=G 



Si se escribe g - Gmz/r 2 se obtiene 

W=mg 

1 -^ -r - 2 


(1.3) 


Al comparar con la ecuación 1.1, denominamos g, a la acelera¬ 
ción debida a la gravedad. En vista de que depende de r, se con¬ 
cluye que el peso de un cuerpo no es una cantidad absoluta, Más 
bien, su magnitud está determinada por el lugar de la medición. 
Para la mayor parte de los cálculos de ingeniería, sin embargo, g 
se determina a nivel del mar y a una latitud de 45°, que se consi¬ 
dera la “situación estándar”. 


1.3 Unidades de medida 


Las cuatro cantidades básicas, longitud, tiempo, masa y fuerza, 
no son todas independientes entre sí; de hecho se encuentran re¬ 
lacionadas por la segunda ley del movimiento de Newton, 

F = ma, De aquí que las unidades empleadas para definir fuerza, 
masa, longitud y tiempo no se pueden elegir todas arbitrariamen¬ 
te. La igualdad F = ma conserva su validez sólo sí tres de las cua¬ 
tro unidades, denominadas unidades básicas, se definen arbitraria¬ 
mente y se deriva la cuarta unidad a partir de la ecuación. ■ 

Las unidades SI. El Sistema Internacional de unidades, abre¬ 
viado SI, originalmente en francés Systéme International d’Unités, 
es una versión moderna del sistema métrico decimal que ha me¬ 
recido el reconocimiento universal. Como se muestra en ¡a tabla 
1.1, el sistema SI especifica la longitud en metros (m), el tiempo 
en segundos(s), y la masa en kilogramos (kg). La unidad de fuer¬ 
za, llamada newton (N), se deriva de F = ma. Así, 1 newton es 
igual a la fuerza que se requiere para dar a un kilogramo de ma¬ 
sa una aceleración de 1 m/s 2 (N = kg • m/s 2 ) 

Si se desea determinar en newtons el peso de un cuerpo que se 
encuentre en una “situación estándar” deberá aplicarse la ecua¬ 
ción 1.3. Aquíg = 9.806 65 m/s 2 , sin embargo, para hacer los cál¬ 
culos se usará el valor g = 9.81 m/s 2 . Así, 

ÍV=mg (g = 9.81 m/s 1 ) (1.4) 

Por lo tanto, un cuerpo cuya masa sea 1 kg tiene un peso de 
9.81 N; un cuerpo de 2 kg pesa 19.62 N, etcétera. 
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Unidades USCS. En el sistema de unidades usual de los E.U., 
en inglés U,SCustomary system , más conocido como EPS (de 
Foot f Poundy Second ), la longitud se mide en pies (ft), la fuerza 
en libras (Ib) y el tiempo en segundos (s), tabla 1.1. La unidad de 
masa llamada slug¡ se deriva de F = ma. Por tanto, 1 slug es igual 
a la cantidad de materia que experimenta una aceleración de 
1 ft/s 2 al aplicarle una fuerza de 1 Ib (slug = Ib • s 2 /ft)- 

Para determinar la masa de un cuerpo con un peso medido 
en libras debe aplicarse la ecuación 1.3. Si las medidas se hacen 
en una "situación estándar”, entonces g = 32.2 ft/s 2 será el valor 
que se use en los cálculos. Por tanto, 

m = -- (g =32.2 ft/s 2 ) (1.5) 

§ 

Y de esta manera, un cuerpo que pesa 32.2 Ib tiene una masa de 
1 slug; un cuerpo de 644 Ib; una masa de 2 slug, etc. 


Tabla 1.1 Sistemas de unidades 


Nombre 


SI 


FPS 


Longitud 

metro 

pie 


(m) 

(ft> 

Tiempo 

segundo segundo 


(8) 

(8) 

Masa 

kilogramo 

slug* 


(kg) 

ritvs 2 ) 

ft 

^ 4 

Fuerza 

newton* 

libra 


(N) 

(Ib) 




*Unidad derivada. 


Conversión de unidades. En algunos casos puede ser nece¬ 
sario convertir de un sistema de unidades a otro. A este respecto, 
la tabla 1.2 proporciona conversiones directas entre unidades 
FPS y unidades SI para las cantidades básicas. También, debe re¬ 
cordarse que en el sistema FPS 1 ft = 12 in (pulgadas), 5280 ft = 1 
mi (milla), 1000 Ib - 1 klb (kilolibra), y 2000 Ib = 1 ton. 

http://librosysolucionarios.net 











SEC. L4 SISTEMA INTER NACION AL DE UNIDADES 7 


Tabla 1.2 Factores de conversión 



Unidad de Equivale a 

Unidad de 

Cantidad 

medida (FPS) 

medida (SI) 

Fuerza 

Ib 

4.44S2N 

Masa 

slug 

14.593 8 kg 

Longitud 

ít 

0.304 8 m 


1.4 Sistema Internacional de Unidades (SI) 


El sistema SI de unidades se usa ampliamente en este libro por¬ 
que está destinado a ser el sistema estándar en todo el mundo. 
Por lo tanto, presentaremos ahora las reglas de su uso y parte de 
su terminología pertinente a la mecánica. 

Prefyos* Cuando una cantidad numérica es muy grande o muy 
pequeña, las unidades que sirven para definir su magnitud pue- 
den modificarse usando un prefijo. Algunos de los prefijos utili¬ 
zados en el sistema SI pueden verse en la tabla 1.3. Cada uno 
representa un múltiplo o submúltiplo de una unidad y, aplicán¬ 
dolos sucesivamente, tienen como efecto mover el punto decimal 
de una cantidad numérica tres lugares decimales cada vez.* Por 
ejemplo, 4 000 000 N = 4 000 kN (kiio-newton) = 4MN (mega- 
newton). o, 0.005 m - 5 mm (milímetro). Nótese que el sistema 
SI no contiene el múltiplo deca (10) ni el submúltiplo centi 
(0.01), que utiliza el sistema métrico. Con excepción de algunas 
medidas de área y de volumen, el uso de estos prefijos ha de evi¬ 
tarse en la ciencia y la ingeniería. 


Tabla 1.3 Prefijos 



Forma exponencial 

Prefijo 

Símbolo SI 

Múltiplo 

1 000 000 000 

10’ 

g‘ga 

G 

1 000 000 

10 6 

mega 

M 

1000 

10 3 

kilo 

k 

Submúltiplo 

0.001 

10- 3 

mili 

m 

0.000 001 

10- 6 

micro 

M 

0.000 000 001 

ío- 9 

nano 

n 


Reglas de USO, Las siguientes reglas son para utilizar apropia¬ 
damente los símbolos SI: 

* El kilogramo es la única unidad básica definida con prefijo 
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1 * Un símbolo nunca se escribe con la "s” del plural porque po¬ 
dría confundirse con la unidad de segundo (s). 

2. Los símbolos siempre se escriben con minúsculas exceptuan¬ 
do los siguientes: los símbolos para los dos prefijos mayores 
de la tabla 1.3 , giga y mega se escriben con las mayúsculas G 
y M, respectivamente; los símbolos en honor de una persona 
también se escriben con mayúscula, por ejemplo, N. 

3. Las cantidades definidas por varias unidades que son múlti¬ 
plos de otras se separaran por medio de un punto para evitar 
confusión con la notación que usa prefijo, como en el caso de 
N = kg ■ m/s 2 ® kg ♦ m ■ S’ 2 . Otro ejemplo es m ■ s, que significa 
metro por segundo, en tanto que ms significa mili-segundo* 

4* La potencia exponencial representada para una unidad con 
prefijo afecta la unidad y el prefijo. Por ejemplo, 
pN 2 - (fiN) 2 = pN ■ juN. Así también, mm 2 representa 
(mm 2 ) = mm ■ mm. 

5. Las constantes físicas y los números que tengan varios dígi¬ 
tos a uno y otro lado del punto decimal deberán escribirse 
con un espacio entre cada grupo de tres dígitos en vez de una 
coma; por ejemplo, 73 569.213 427. Para el caso de sólo cua¬ 
tro dígitos a uno u otro lado del punto decimal, el espada- 
miento es opcional; por ejemplo 8357 o indistintamente 
8 357* Además, conviene usar siempre decimales y evitar las 
fracciones; es decir, debe escribirse 15.25 y no 15 i 

6* Al efectuar cálculos, se debe representar los números en tér¬ 
minos de sus unidades básicas o derivadas, convirtiendo todos 
los prefijos a potencias de 10. El resultado final deberá ex¬ 
presarse usando un solo prefijo. También, después del cálcu¬ 
lo es preferible tener los valores numéricos entre Gj y 1000; 
de no tenerlos así, deberá utilizarse un prefijo adecuado* Por 
ejemplo, 

(50 kN) (.<50 nra) = [50( 10 3 ) N] [60< 10'V) 

= 3000(10"’) N - m = 3(10“ 3 )N • m = 3mN - m 

7* No deben utilizarse prefijos compuestos; por ejemplo un 
(kílo-micro-segundo) debe expresarse como ms (mili-segun¬ 
do), dado que 1 kjus = 1(10 3 )(10^) s = 1(10^) s = 1 ms. 

8* A excepción de la unidad básica kilogramo, debe evitarse en 
general el uso de un prefijo en el denominador de unidades 
compuestas* No debe escribirse, por ejemplo, N/mm, sino 
kN/m; a*sí también, m/mg se escribirá como mm/kg. 
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9. Aunque no se expresan en múltiplos de 10, el minuto, la ho¬ 
ra, etcétera, seguirán considerándose como múltiplos del se¬ 
gundo. Además, la medida angular en el plano se hace usan¬ 
do radianes (rad) . Sin embargo, en este libro se hará uso 
frecuente de los grados, donde 180° = n rad. 


1.5 Cálculos numéricos 


El trabajo numérico en la práctica de la ingeniería suele realizar¬ 
se con calculadoras y computadoras portátiles. Sin embargo, es 
importante que las respuestas de cualquier problema sean dadas 
con una precisión justificable, a la vez que con un número apro¬ 
piado de cifras significativas. En esta sección se explican estos te¬ 
mas y se consideran otros aspectos importantes de todos los cál¬ 
culos en ingeniería. 

Homogeneidad dimensional. Los términos de cualquier 
ecuación utilizada para describir un proceso físico deben ser di¬ 
mensionalmente homogéneos ; esto es, cada término debe expre¬ 
sarse en las mismas unidades. Siempre y cuando sea éste el caso, 
será posible combinar todos los términos de la ecuación al susti¬ 
tuir valores numéricos por las variables. Consideremos, por 
ejemplo, la ecuación s - vi + iní 2 , donde, en unidades SI, s es la 
posición en metros, m, t es el tiempo en segundos, s, v es veloci¬ 
dad en m/s, y o es aceleración en m/s 2 . Independientemente de la 
forma de evaluarla, esta ecuación conserva su homogeneidad di¬ 
mensional. En la forma que enunciamos cada término, se expre¬ 
sa en metros [m, (m/s 2 )s 2 ], o, despejando a, a = 2S/Í 2 -2 vlt, 

vemos que cada uno de los términos se expresan en unidades de 
m/s 2 [ m/s 2 , m/s 2 , (m/s)/s]. 

Dado que los problemas en mecánica suponen la solución de 
ecuaciones dimensionalmente homogéneas, el hecho de que to¬ 
dos los términos de una ecuación estén representados por un 
conjunto uniforme de unidades puede usarse como verificación 
parcial de las manipulaciones algebraicas de una ecuación. 

Cifras significativas. La precisión de un número queda es¬ 
pecificada por el número de cifras significativas que contiene. 

Una cifra significativa es cualquier dígito, incluyendo un cero, 
siempre y cuando no esté para especificar la localización dei 
punto decimal para el número. Por ejemplo los números 5604 y 
34.52, tienen cada uno cuatro cifras significativas. Cuando los 
números comienzan o terminan en ceros, sin embargo, es difícil 
decir cuántas cifras significativas hay en el número. Considérese 
el número 40. ¿Tiene éste una (4) o tal vez dos (40) cifras signifi¬ 
cativas? Para aclarar esta situación, el número deberá expresarse 
usando potencias de 10. Hay dos maneras de hacerlo. El formato 

http://librosysolucionarios.net 




JO CAP. 1 PRINCIPIOS GENERALES 


para Ja notación científica especifica un dígito a la izquierda del 
punto décima], dejando ios demás a la derecha; por ejemplo, 40 
expresado a una cifra significativa sería 4U0 1 ). Usando la nota¬ 
ción de ingeniería que aquí es preferible, el expolíente aparece en 
múltiplos de tres para facilitar la conversión de las unidades SI a 
las que tengan prefijos apropiados. Así, 40 expresado a una cifra 
significativa sería 0*04(10 3 ). Asimismo, 2500 y 0.00546 expresados 
a tres cifras significativas serían 2.50C10 3 ) y 5*46(1(H)* 

Redondear números. Para los cálculos numéricos, la preci¬ 
sión que se obtenga de la solución de un problema no será en ge¬ 
neral mejor que ia precisión de los datos del problema. Esto es lo 
que debe esperarse, pero las calculadoras y computadoras de 
bolsillo incluyen más cifras en la respuesta que el número de ci¬ 
fras significativas utilizadas para los datos, Por esta razón, un re¬ 
sultado calculado habrá siempre de redondearse a un numero 
apropiado de cifras significativas. 

Para garantizar la precisión, se aplican las siguientes reglas 
al redondear un número a n cifras significativas: 

1, Si el dígito tí + I es menor que 5, el dígito n 4- 1 y 
los que le siguen serán eliminados. Por ejemplo, 2.326 y 
0.451 redondeados a n = 2 cifras significativas serian 2.3 
y 0.45. 

2. Si el n + 1 dígito es igual a 5 con ceros a continuación, 
entonces habrá que redondear el enésimo dígito a un nume¬ 
ro par. Por ejemplo, 1245 y 0*8655 redondeados a n = 3 ci¬ 
fras significativas vienen a ser 1240 y 0.866* 

3* Si el dígito n + 1 es mayor que 5 o igual a 5, siguiéndole 
cualquier dígito * cero, entonces deberá incrementarse el ené¬ 
simo dígito en 1 y eliminar el n + 1 dígito y los que le sigan. 
Por ejemplo, 0*723 87 y 565*500 3 redondeados a n = 3 cifras 
significativas resultan en 0.724 y 566. 

Cálculos. Como regla general, para garantizar la precisión de 
un resultado final al realizar cálculos con números de precisiones 
desiguales, conviene retener siempre una cifra significativa extra 
en los números más precisos que en los menos precisos antes de 
iniciar Jos cálculos. Después habrá que redondear el resultado fi¬ 
nal de modo que tenga el mismo número de cifras significativas 
que el menos preciso de los números* De ser posible, trate de lle¬ 
var a cabo los cálculos de modo que no se sustraigan entre sí nú¬ 
meros aproximadamente iguales, porque por un cálculo semejan¬ 
te suele perderse precisión. 

Casi todos los problemas de ejemplo de este libro se resuel¬ 
ven en el supuesto de que cualquier dato medido tiene precisión 
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a tres cifras significativas.* En consecuencia, ios cálculos inter¬ 
medios se efectuarán con cuatro cifras significativas y las res¬ 
puestas se presentarán por lo general con tres cifras significativas. 


Los siguientes ejemplos ilustran la aplicación de los principios 
antes expuestos en relación con el uso apropiado y la conversión 
de unidades. 


Ejemplo 1.1 


Convierta 2 km/h a m/s. 

SOLUCION 

Ya que 1 km = 1000 m y 1 h = 3600 s, los factores de con¬ 
versión se disponen en el orden siguiente, para que puedan 
cancelarse las unidades: 


2 km/h = 


2 km 


H 


1000 m 'i 

i Jl 1 

knr 

i J 

3600 s 


200 m 
3600 s 


= 0.556 m/s 


Resp. 


I Ejemplo 1.2 

Convierta la cantidad de 300 Ib * s a las unidades SI apro¬ 
piadas. 


SOLUCIÓN 

Si usa la tabla 1.2,1 Ib - 4.448 2 N. 


300 Ib ■ s = 300Jtr- s 


4.448 2 N’l 




= 1334.5 N ■ s - 1.33 kN - s 


Resp . 


* Desde luego cienos números, como jí, e t o números que se usan en las fór¬ 
mulas deducidas son exactos y T por tanto, precisos hasta infinidad de cifras signi¬ 
ficativas 
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■ Ejemplo 13 


Evalúe cada una de las siguientes cantidades y expréselas 
con unidades SI con prefijos apropiados: (a) (50 mN)(6 GN), 
(b) (400 mmXO.6 MN) 2 , (c) 45 MN 3 /900 Gg. 

SOLUCIÓN 

Primero se convierte cada número a las unidades base, se re¬ 
alizan las operaciones indicadas y, finalmente, se elige un pre¬ 
fijo apropiado (vease la regla 6 de la pág. 8). 

Parte (a) 


(50 mN)(6 GN) = [50(10^> N][6(1(P) N) 
= 300 (10‘) N 1 


= 300(10 6 ) ,N 2 


( 1 kN ) 

ikN j 

10 3 NJ 

10 3 N 

. j 


= 300 kN 2 


Resp. 


Observe con atención el acuerdo kN 2 = (kN) 2 = 10 6 N 2 (regla 4 
de la pág. 8). 


parte (b) 


(400 mrn) (0.6 MN) 2 = [400(1<H) m] [0.6 (10 6 ) N] 2 
» [400(10~ 3 ) m] [0.36(10 12 ) N 2 ] 
= 144(10 9 ) m ■ N 2 
= 144 Gm • N 2 


También podemos escribir 


rlMNj 

' 1 MN 1 

K^N J 

10* N 

N y 


0.144m ■ MN 2 


Resp. 


Parte (c) 


45 MN-7900 Gg = —- (1 ° 6 N) ' 
b 900{10 6 )kg 

= 0.05(10 12 ) N 3 /kg 


0.05 (10 12 ) N 3 


1 kN 


kg 


10 3 N 
= 0.05{10 3 )kN 3 /kg 
= 50 kN 3 /kg 

Aquí hemos utilizado las reglas 4 y 8 de la pág. 8. 


Resp. 
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1.6 Procedimiento general de análisis 


El método más eficaz para aprender los principios de la ingenie¬ 
ría mecánica es el de resolver problemas. Para alcanzar el éxito en 
ello es importante presentar siempre el trabajo en forma lógica y 
ordenada como lo sugieren los pasos enumerados a continuación: 

1. Lea el problema con atención y trate de correlacionar la si¬ 
tuación física que se presenta con la teoría estudiada. 

2. Trace ios diagramas que sean necesarios y tabule los datos 
del problema. 

3. Aplique los principios pertinentes, por lo general en forma 
matemática. 

4. Resuelva las ecuaciones algebraicamente hasta donde resul¬ 
te práctico hacerlo así y, entonces, asegurándose de su ho¬ 
mogeneidad dimensional, utilice un sistema consistente de 
unidades y complete la solución numéricamente. La respues¬ 
ta se presentará con no más cifras significativas que las que 
corresponden a la precisión de los datos del problema. 

5. Estudie la respuesta con sentido común y criterio técnico pa¬ 
ra determinar si parece razonable. 

6. Una vez obtenida la solución, revise el problema. Piense en 
otras formas de obtener la misma solución. 

Al aplicar estos lincamientos generales, haga el trabajo en la 
forma más limpia posible. La limpieza en la escritura estimu¬ 
la el pensamiento claro y ordenado, y viceversa. 
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PROBLEMAS 


1-1. Redondee los números que siguen a ires cifras 
significativas: (a) 3.45555 m, (b) 45.556 s. (c) 5555 N, 
(cí) 4525 kg. 

1*2. Si un automóvil viaja a 55 mi/h, determine su ve¬ 
locidad en kilómetros por hora y en metros por se¬ 
gundo. 

1-3. Si un automóvil tiene un peso de 3500 Ib, deter¬ 
míne su masa y exprese ei resultado en unidades SI. 

* 1-4. Convierta 63 ft 2 ♦ s a m 2 * s. 

1-5. Represente cada una de las siguientes combina¬ 
ciones de unidades en la forma SI correcta utilizando 
un prefijo adecuado: (a) Mg/mm, (6) mN/ps, (c) pui 
■Mg. 

1*6. Represente cada una de las siguientes combina- 
dones de unidades en la forma SI correcta usando un 
prefijo apropiado: (a) m/ms (b) pkm, (c) ks/mg, ( d ) 
km ’ jjN. 

1-7. Represente cada una de las siguientes cantidades 
en la forma SI correcta usando un prefijo apropiado: 
(a) 0.000431 kg, (b) 35.3 (10 3 ) N, (c) 0.00532 km. 

* 1-8. Evalúe cada una de las siguientes cantidades a 
ires cifras significativas y exprese cada respuesta en 
unidades SI usando un prefijo apropiado: (a) (212 
mN) 2 , ( b) (52 800 ms) 2 T (c) [548(10 6 )] 1/2 ms. 

1-9. Evalúe cada una de las siguientes cantidades a 
tres cifras signi ft cal ivas y exprese cada respuesta en 
unidades SI usando un prefijo apropiado: (a) 0.631 
Mm/(8.60 kg) 2 , (b) (35 mm) 2 (48 kg) 3 . 

1-10. Evalúe (204 mm)(0.004 57 kg)/(34.6N) y expre¬ 
se la respuesta en unidades SI usando un prefijo 
apropiado. 

1-11. Evalúe cada una de las siguientes cantidades y 
exprese cada respuesta en unidades SI usando un 
prefijo apropiado: (a) (6S4 pm)/43 ms, (6) (28 
ms)(0.0458 Mm) (348 mg), (c) (2.68 mm)(426 Mg). 


* 1-12. Evalúe cada una de las siguientes cantidades y 
exprese cada respuesta en unidades SI usando un 
prefijo apropiado: (a) 354 m.g(45 km)/(0.G35 6 kN), 
(i b) (.004 53 Mg)(201 ms)* (c) 435 MN/23.2 mm. 

1-13. Haga las conversiones indicadas y exprese la 
respuesta usando un prefijo apropiado: (a) 175 lb/ft 3 
a kN/m 3 , (6) 6 ft/h a mm/s, (c) 835 Ib" ft a kN - m. 

1-14, El peso específico (peso/volumen) del latón es 
de 520 lb/ft 3 . Determine su densidad (masa/volumen) 
en unidades SI. Use un prefijo apropiado. 

1-15. Determine en kilogramos la masa de un objeto 
que tiene un peso de (a) 20 mN (6) 150 kN (c) 60 
MN. Exprese cada respuesta asando un prefijo apro¬ 
piado. 

*1-16 Determine su masa personal en kilogramos, su 
peso en newtons y su estatura en metros, usando la 
tabla 1.3. 

1-17, Un cohete tiene una masa de 250 (10 3 ) slug so¬ 
bre la superficie de la Tierra. Especifique (¿?) su masa 
en unidades SI, y ( b ) su peso en unidades SI. Si el co¬ 
hete esta sobre la Luna, donde la aceleración debida 
a la gravedad esg rtP = 5.30 ft/s 2 , determine (c) su peso 
en unidades SI, y (¿/) su masa en unidades SL 

1-18. La densidad (masa/volumen ) del aluminio es 
5.26 slug/ft 3 . Determine su densidad en unidades SI. 
Use un prefijo apropiado. 

1-19. Una columna de concreto tiene un diámetro de 
350 mm y una longitud de 2 m. Si la densidad (ma¬ 
sa/volumen ) del concreto es de 2.45!Mg/m 3 , determi¬ 
ne el peso de la columna en libras. 

* 1*20. Dos partículas tienen una masa de 350 kg y 250 
kg, respectivamente. Si están separadas 4 m, determi¬ 
ne la fuerza de atracción graviiacional entre ellas. 
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Vectores de fuerza 


En este capítulo se presenta el concepto de una fuerza concen¬ 
trada y se dan procedimientos para sumar fuerzas, resolverlas en 
sus componentes y proyectarlas a lo largo de un eje. Dado que la 
fuerza es una cantidad vectorial, al considerar fuerzas debemos 
utilizar las reglas del álgebra vectorial Iniciaremos nuestro estu¬ 
dio definiendo las cantidades escalares y vectoriales, y desarro¬ 
llaremos luego ías reglas básicas del álgebra vectorial. 


2.1 Escalares y vectores 


La mayor parte de las cantidades físicas de la mecánica pue¬ 
den expresarse matemáticamente por medio de escalares y 
vectores. 

Escalar. Toda cantidad caracterizada por un número positivo o 
negativo se llama escalar. La masa, el volumen y la longitud son 
cantidades escalares frecuentes en la estática.* En este libro, los 
escalares se denotan con letras cursivas, como por ejemplo, el es¬ 
calar A. Las reglas de operación con escalares son idénticas a las 
del álgebra elemental. 

Vector. Vector es toda cantidad que tiene magnitud, dirección y 
sentido y obedece a la regla de adición, llamada regla del parale- 
logramo. Esta ley, descrita más adelante, utiliza una forma de 
construcción que toma en cuenta la magnitud y la dirección del 
vector. Las cantidades vectoriales comúnmente usadas en la es¬ 
tática son los vectores de posición, de fuerza y momento. 
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El vector se representa gráficamente por medio de una fle¬ 
cha, que sirve para definir su magnitud, dirección y sentido. La 
magnitud del vector se indica por la longitud de ia flecha, la di¬ 
rección por el ángulo entre un eje de referencia y la línea de ac¬ 
ción de ia flecha, y el sentido lo indica la punta de ia flecha. Por 
ejemplo, el vector A de la figura 2,1 tiene una magnitud de 4 uni¬ 
dades, una dirección de 20° medidos en sentido contrario al de 
las manecillas del reloj, a partir del eje horizontal, y un sentido 
hacia arriba y a la derecha. El punto O es el punto inicial del vec¬ 
tor y P su extremo. 

En forma escrita, un vector se representa usualmente por 
medio de una letra sobre la que se dibuja una flecha, como en K, 
La magnitud se denota |X| o simplemente A. En este libro los 
vectores se representarán en “negritas”, por ejemplo A denota el 
vector de nombre íf A”. Su magnitud, que siempre es una canti¬ 
dad positiva, se representa en cursiva |A ] o simplemente^ si se 
sobreentiende que^4 es un escalar positivo. 


2.2 Operaciones vectoriales 



Fig. 2.3 


Multiplicación y división de un vector por un escalar. 

El producto de un vector A y un escalar a, que da el resultado 
«A, se define como un vector que tiene una magnitud \aA \. El 
sentido de aA es el mismo que el de A a condición que a sea posi¬ 
tivo; es en sentido opuesto de A si o es negativo. En consecuencia, 
el negativo de un vector se obtiene al multiplicarlo por el escalar 
(-1), figura 2.2. La división de un vector por un escalar se puede 
definir usando las reglas de la multiplicación, puesto que 
A ¡a = (l/a)A, con a * 0. En la figura 2.3 se muestran ejemplos de 
estas operaciones. 



Adición de vectores. Dos vectores A y B del mismo tipo, figu¬ 
ra 2.4a pueden sumarse para obtener el vector “resultante” 
R = A + B, usando la ley delparalelogramo. Para ello, A y B se po¬ 
nen con un punto inicial común, figura 2.4b. Se trazan las líneas 
paralelas segmentadas a partir del extremo de cada vector for¬ 
mando los lados adyacentes de un paralelogramo. Como en el di¬ 
bujo, el vector resultante R es la diagonal del paralelogramo, que 
se extiende dei punto inicial común de A y de B hasta la intersec¬ 
ción de las líneas segmentadas. 



Fig. 2.4 <b) (c) (d) 


Adición de vectores 
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También pueden sumarse Ay B utilizando una construcción 
triangular que es un caso particular de la regla del paralelogra- 
mo; en aquella el vector B se suma al vector A, haciendo coinci¬ 
dir el punto inicial de B con el extremo de A como en la figura 
2.4c. El vector resultante R se extiende del punto inicial de A al 
extremo de B. El vector R podrá obtenerse con una construcción 
semejante pero sumando A a B como se aprecia en la figura 2Ad. 
Por comparación se observa que la adición de vectores es con¬ 
mutativa, o sea que los vectores se pueden sumar en cualquier 
orden, es decir R=A + B~B + A. 

Como caso especial, tenemos que si los dos vectores son colk 
neaks, esto es, que su línea de acción es la misma, entonces la ley 
del paralelogramo se reduce a una suma algebraica o escalar 
R = A + R, como se ilustra en la figura 2.5. 


_-—B_ 

A ** B 

R=A+B 


V 


Fig, 2.5 


Sustracción vectorial. La diferencia resultante entre los vec¬ 
tores Ay B del mismo tipo puede expresarse mediante 


R' = A“B-A + (-B) 


Esta suma vectorial se muestra gráficamente en la figura 2.6. La 
sustracción queda así definida como un caso particular de la adi¬ 
ción, de manera que las reglas de la adición se extienden a ía sus¬ 
tracción. 



Fig. 2.6 
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Resolución de un vector. Un vector puede resolverse o des¬ 
componerse en dos “componentes” que tengan líneas de acción 
dadas, usando la regla del paralelogramo. Por ejemplo, si R en la 
figura 2.7a debe resolverse en componentes que actúen a lo largo 
de las líneas a y b, se considera el extremo de R y, desde este pun¬ 
to, se traza una paralela a la línea a hasta intersecar la línea b. 
Asimismo, desde el extremo de R nuevamente se traza una para¬ 
lela a b hasta encontrar la intersección con a, como se muestra 
en la figura 2.7a. Las componentes buscadas A y B son entonces 
los vectores con punto inicial en el punto inicial de R y extremo 
en las intersecciones obtenidas, como se aprecia en la figura 2.1b. 




2.3 Adición vectorial de fuerzas 


Por evidencia experimental se sabe que una fuerza es una canti¬ 
dad vectorial puesto que tiene magnitud, dirección y sentido es¬ 
pecificados y se suma de acuerdo con la regla del paralelogramo. 
Dos problemas comunes en la estática consisten en encontrar la 
fuerza resultante conociendo sus componentes o resolver una 
fuerza conocida en dos componentes. Como se describió en la 
sección 2.2, ambos problemas requieren la aplicación de la regla 
del paralelogramo. 
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Si se van a sumar más de dos fuerzas, para obtener la resul¬ 
tante podrá aplicarse la regla del paralelogramo varias veces su¬ 
cesivamente* Por ejemplo, si tres fuerzas F h F 2 , F 3 tienen el mis¬ 
mo punto de aplicación O como en la figura 2*8, se obtendrá la 
resultante de dos de las fuerzas, digamos F, y F 2 y, entonces, esta 
resultante se suma a la tercera fuerza para dar la resultante de 
las tres fuerzas; es decir, F R = {F} + FJ + F v El uso de la regía del 
paralelogramo para sumar más de dos fuerzas, como aquí se 
muestra, requerirá usualmente cálculos geométricos y trigono¬ 
métricos bastante extensos para llegar a los valores numéricos de 
la magnitud y la dirección de la resultante. En lugar de ello, para 
problemas de este tipo, se usará el “método de las componentes 
rectangulares”, que simplifica notablemente el trabajo y que se 
explicará en la sección 2 A, 


PROCEDIMIENTO DE ANALISIS 

Los problemas que resultan de la adición de dos fuerzas y 
tienen a lo más dos incógnitas pueden resolverse usando el 
procedimiento siguiente; 

Ley del paralelogramo. se hace un diagrama de la adición vec¬ 
torial por la regla del paralelogramo. Si es posible, se deter¬ 
mina los ángulos interiores del paralelogramo a partir de la 
geometría del problema. Recuérdese que el total de la suma 
de estos ángulos debe ser de 360°, Los ángulos desconocidos, 
así como las magnitudes de fuerzas conocidas y desconoci¬ 
das, deberán “etiquetarse” claramente en el diagrama* Dibu¬ 
je de nuevo una mitad del paralelogramo construido para 
ilustrar la adición triangular de las componentes. 

Trigonometría. Mediante la trigonometría, es posible deter¬ 
minar las incógnitas a partir de los dalos del triángulo* Si el 
triángulo no contiene un ángulo de 90°, podrá usarse la ley 
de los senos y/o de los cosenos para la solución. Estas formu¬ 
las se dan en la figura 2.9 para el triángulo que ahí se mues- 
I tra. 

Los siguientes ejemplos ilustran este método numéricamente* 
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■ Ejemplo 2,1 

La armella roscada de la figura 2. lita está sometida a la 
acción de dos fuerzas, F t y F 2 . Determine la magnitud y la di¬ 
rección de la fuerza resultante. 




= 150 N 


F,» 100 N 


= 115° 



(c) 

Fig* 2*10 


SOLUCIÓN 

Ley del paralelogramo . En la figura 2.10¿> se muestra la ley del 
paralelogramo de la adición. Las dos incógnitas son la magni¬ 
tud de Ffl y eí ángulo 0{theta). A partir de la figura 2.10¿? se 
construye eí triángulo vectorial 2,10c. 

Trigonometría , F R se determina usando la ley de los cosenos: 

F R * /(100) z + (150)2-2(100X150) eos 115° 

= /10 000 + 22 500 - 30 000(-0.4226) = 212.6 N 
= 213 N Resp. 

El ángulo 6 se determina al aplicar la !ey de los senos, usando 
el valor calculado de F R . 

150 . 212.6 
sen 6 sen 115° 

sen 6 = 2^(0.9063) 

0=39.8° 1 


De esta forma, la dirección <P (fi) de medida a partir de la 
horizontal, es 

#- 39.8° + 15.0° = 54.8° ¿L* Resp. 


http://librosysolucionarios.net 























SEC. 2.3 ADICIÓN VECTORIAL DE FUERZAS 21 


Ejemplo 2.2 


Resuelva la fuerza de 200 Ib que actúa sobre el pasador, 
figura 2.11a, en componentes en (a) las direcciones x,y, y en 
(b) las direcciones x\y. 

SOLUCIÓN 

En cada caso se utiliza la regla del paralelogramo para re¬ 
solver F en sus dos componentes y luego se construye el trián¬ 
gulo vectorial para determinar trigonométricamente los resul¬ 
tados numéricos. 

Parte (a). La adición vectorial F = F, + F, se muestra en la fi* 
gura 2.116. En particular, nótese que la longitud de las com¬ 
ponentes se determina a lo largo de los ejesjc, y y, construyen¬ 
do primeramente las líneas segmentadas paralelas a los ejes 
de acuerdo con la ley del paralelogramo. A partir del triángu¬ 
lo de vectores, figura 2.11c, 


F % = 200 eos 40° = 153 Ib 
F y = 200 sen 40° = 129 Ib 


2001b 


Resp. 

Resp. 



200 IbX 


\ 


40’ 

Jl 


(b) 


F, 

(*> 


Fig* 2.11 

Parte (b). La adición vectorial F = + F y se muestra en la 

figura 2.1 Id. Obsérvese con atención cómo se construye el pa¬ 
ralelogramo. Aplicando la ley de los senos y usando los datos 
del triángulo vectorial, la figura Zlle> nos da 

F x * 200 


sen 50" 

f; 

sen 70° 


sen 60 

200 fsen50^ 


sen60° 


200 


F. = 200 


sen 60° 
sen 70 £ 


sen 60‘ 


= 177 Ib 


: 217 Ib 


Resp. 


Resp. 



(a) 
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■ Ejemplo 2.3 

La fuerza F que actúa sobre la estructura mostrada en la 
figura 2.12a tiene una magnitud de 500 N y debe resolverse en 
dos componentes que actúan a lo largo de los puntales AB y 
AC. Determine el ángulo 6, medido por abajo de la horizon¬ 
tal, de modo que la componente F AC esté dirigida úcA a C y 
tenga magnitud de 400 N. 


Fig. 2.12 




F = 500N 


íal 


400 N 



(c) 



«0 


SOLUCIÓN 

Se usa la ley del paralelogramo. La suma de las dos com¬ 
ponentes que da la resultante se muestra en la figura 2.12 b. 
Nótese con atención cómo se resuelve la resultante en las dos 
componentes F^ y F^, que tienen lincas de acción especifica¬ 
das. El triángulo vectorial correspondiente se muestra en la fi¬ 
gura 2.12c. El ángulo 6 se puede determinar usando la ley de 
los senos: 


400 


500 


sen # sen 60° 
'400 


sen # 

#=43.9' 


(400) 
500 J 


sen 60° 


Por tanto. 


6 = 180° - 60° - 43.9® = 76.1® ^ 6 Resp. 

Con este valor de 0, aplique la ley de los cosenos y muestre 
que F¿¿ tiene una magnitud de 560 N. 

Observe que F puede dirigirse también con un ángulo Q 
por arriba de la horizontal como en la figura 2.12íf y producir 
todavía la componente requerida F ac- Muestra que en este caso 
0= 161* y Fab = 161N 
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I Ejemplo 2.4 

El anillo que se ve en la figura 2.13o está sujeto a dos 
fuerzas, F¡ y I f 2 . Si se requiere que la fuerza resultante tenga 
Una magnitud de 1 kN v Wf* Hirioiriisi vírtiMlm^ntR h^iriíi íihíi-r 
jo, determine (a) las 
de que 6= 30°, y (b) 1, 
mínima. 



y\ \ f, 

180° - 50° * 130° \ 

/ \ 


F, 


V i000 N 


SOLUCIÓN 

Parte (a). Un bosquejo de la adición vectorial de acuerdo con 
la ley dei paralelogramo puede verse en la figura 2.13 b, A par¬ 
tir del triángulo vectorial construido en la figura 2.13c, las 
magnitudes desconocidas y F 2 se pueden determinar me¬ 
diante la ley de los senos. 


F l 1000 



sen 30° sen 130° 


F x = 653 N 

f 2 1000 


sen 20° sen 130° 


F 2 = 446 N 


Parte (h), Si no se especifica 8 t entonces por el triángulo vec¬ 
torial figura 2,13£Í, F 2 puede sumarse a de varias formas pa¬ 
ra obtener la fuerza resultante de 1000 N, En particular, la 
longitud o magnitud mínima de F 2 ocurrirá cuando su línea de 


acción sea perpendicular a Otra dirección cualquiera, por 


ejemplo OA u OB, da un valor más grande de F 2 . Luego en¬ 
tonces, cuando 0 - 90 o - 20° = 70°, F 2 es mínima. A partir del 
triángulo mostrado en la figura 2.13c se ve que 


Fig. 2.13 


F 1 - 1000 sen 70° - 940 N 
F 2 ~ 1000 sen 20 o -342 N 


Resp. 
Resp . 
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PROBLEMAS 


2.1, Determine la magnitud de la fuerza resultante 
F/f = Fi + Fi y su orientación d\ medida en el sentido 
contrario al de tos manecillas del reloj a partir de la 
parte positiva del eje*. 

2.2, Determíne Ja magnitud de la fuerza resultante 
F* = F t - ¥ 2 y su orientación Q , medida en el sentido 
contrario al de las manecillas del reloj desde la parte 
positiva del eje*. 


y 



F 2 -310 Ib 

Probs. 2.1/2.2 


2,3. Determíne la magnitud de la fuerza resultante 
F* = Fi + F 2 y su orientación 8, medida en el sentido 
de las manecillas del reloj desde la parte positiva del 
eje*. 

* 2,4, Determine la magnitud de la fuerza resultante 
F* F\ + F 2 y su orientación 6 , medida en el sentido 
contrario al de las manecillas del reloj desde la parte 
positiva del eje*. 


y 



2.5. Determine la magnitud de la fuerza resultante 
F R = Fi + F 2 y su orientación 8 > medida en el sentido 
contrario al de las manecillas del reloj desde la parte 
positiva del eje u. 


V 



Prob.2.5 


2.6. Resuelva la fuerza Fj en componentes que ac¬ 
túan a lo largo de los ejes u y v, y determine las mag¬ 
nitudes de sus componentes. 

2.7. Resolver la fuerza F 2 en componentes que ac¬ 
túan a lo largo de los ejes u y v 7 y determine Jas mag¬ 
nitudes de sus componentes. 


tf 



Probs. 2.6/2.7 
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* 2,8. Una armella roscada está sujeta a las dos fuerzas 
que se muestran. F se dirige a !o largo del plano indi¬ 
nado y la fuerza de 450 N es horizontal. Determine la 
magnitud de F de modo que la fuerza resultante F* 
tenga dirección normal al plano, esto es, a lo largo 
del eje n . ¿Qué magnitud tiene F*? 



2.9. Una placa está sujeta a las fuerzas que actúan so¬ 
bre los elementos^ y B , como se muestra. Si 0- 60\ 
determíne la magnitud de la resultante de estas fuer¬ 
zas y su dirección medida en el sentido de las mane¬ 
cillas del reloj, desde la parte positiva del ejex 

2.10. Determine ei ángulo 0 en que deba conectarse 
el elemento B a la placa, de modo que el ángulo re¬ 
sultante de y F b tenga dirección horizontal hacia 
la derecha. ¿Cuál es la magnitud de la fuerza resul¬ 
tante? 


2.11. El cable B está sujeto a una fuerza de 2 kN y di¬ 
rigido a 60° contados desde la horizontal. Determine 
la fuerza Fa en el cableé cuando 0= 45° Sí la fuerza 
resultante de los dos cables se dirige verticalmente 
hacia abajo a lo largo del cable C. Calcule también la 
magnitud de la fuerza resultante. 

* 2.12. El alambre B está sujeto a una fuerza de 2 kN y 
dirigido a 60 p desde la horizontal. Si la fuerza resul¬ 
tante de los cables A y B ha de ser 3 kN, dirigida ver¬ 
ticalmente hacia abajo por e! cable C, determine la 
fuerza F A en el cableé y el ángulo correspondiente 6. 



Probs. 2.11/2.12 


2.13. El mástil de un velero está sujeto a la fuerza de 
dos cables. Si la fuerza en el cable AB es 80 lb 7 deter¬ 
mine la fuerza requerida en el >1C de modo que la 
fuerza resultante causada por ios dos cables se dirija 
verticalmente hacia abajo a lo largo del eje AD del 
mástil. Calcule también esta fuerza resultante. 


V 



F b = 500 Ib 


Probs. 2.9/2.10 
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2.14. Determine el ángulo de diseno 0(O Ü < 0<9O D ) 
para el miembro AB de modo que la fuerza horizon¬ 
tal de 400 Ib tenga una componente de 500 Ib dirigi¬ 
da de A a C, ¿Cuál es la componente de la fuerza que 
actúa a lo largo de AB? Considere # = 40°. 

2.15. Determine el ángulo de diseño <P(Q a £ &<> 90°) 
entre los miembros AB y AC de manera que la fuerza 
horizontal de 400 Ib tenga una componente de 600 Ib 
que actúa hacia la derecha y arriba con la dirección 
que va de B a >4. También, calcule la magnitud de la 
componente de fuerza a lo largo de AC . Considere 
0 = 30 °. 



* 2.16. Un cable ejerce una fuerza de 600 N sobre la 
estructura. Resuelva esta fuerza en componentes que 
actúan (a) a lo largo de los ejes x y y (b) a lo largo de 
los ejes u y v. ¿Qué magnitud tiene cada componen¬ 
te? 

2.17. Un cable ejerce una fuerza de 600 N sobre la 
estructura. Resuelva la fuerza en componentes que 
actúan a lo largo de (a) los ejes jc y v y (6) Jos ejes y, u. 
¿Qué magnitud tiene cada componente? 



2.18. Determine la orientación £de la fuerza de 500 
N de manera que cuando la fuerza se resuelva en dos 
componentes que actúan a lo largo de los miembros 
AB y AC y la componente de la fuerza a lo largo de 
AC sea de 300 N con dirección de^aC. ¿Cuál es la 
magnitud de ia componente de fuerza que actúa a lo 
largo de AB? 


F=5 OON 



Prob. 2 ti 8 


2.19. La fuerza horizontal F = 500 N actúa hada la iz¬ 
quierda en A sobre la estructura de dos miembros. 
Determine las magnitudes de las dos componentes 
de F dirigidas a lo largo de los ejes de los miembros 
AByAC. 



Prob. 2.19 


* 2.20. Dos fuerzas tienen la misma magnitud F y pro¬ 
ducen una fuerza resultante de magnitud Fr cuando 
el ángulo entre las partes iniciales de las dos fuerzas 
es 2<P. Demuestre que la fuerza resultante tiene una 
magnitud 4 Fr cuando el ángulo entre las dos fuerzas 
es 20 y donde $= eos -1 (4 eos <P). 
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Probs. 2,25/2.26 
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2.21. Dos fuerzas F] y F 2 actúan sobre una clavija. Si 
cada fuerza actúa a un ángulo 9 con la horizontal y 
líene magnitud F t determine la magnitud de la fuerza 
resultante Fj?. Tabule el valor de Fa como función de & 


2.24» Tres cadenas actúan sobre una ménsula y crean 
una fuerza resultante con magnitud de 500 Ib. Si dos 
de las cadenas están sujetas a fuerzas conocidas, co¬ 
mo se muestra, determine la orientación 9 de la ter¬ 
cera cadena medida en el sentido de las manecillas 
del reloj desde la parte positiva del eje x, de modo 
que la magnitud de la fuerza en esta cadena sea míni¬ 
ma. Todas las fuerzas están en el plano x-y. ¿Cuál es 
la magnitud de la fuerza F? Sugerencia: Encuentre 
primero la resultante de las dos fuerzas conocidas. La 
fuerza F actúa en esta dirección. 


Prob. 2.21 


2.22. Dos fuerzas, con magnitudes de 20 y 15 Ib, ac¬ 
túan sobre la barra. Si la fuerza resultante tiene mag¬ 
nitud de 30 Ib, determine el ángulo 0 entre las fuerzas. 


200 Ib 

Prob, 2.24 


2.25. Un avión de retropropulsión es remolcado por 
dos camiones B y C. Determine las magnitudes de tas 
dos fuerzas de remolque Fb y Fe si la fuerza resultan¬ 
te tiene magnitud de FR = 10 kN y está dirigida a lo 
largo del eje jc. Considere 9 = !5 & - 

2.26. Si la resultante Fk de las dos fuerzas que actúan 

sobre el avión debe dirigirse a lo largo del eje a' posi¬ 
tivo y tener una magnitud de 10 kN, determine el án¬ 
gulo & del cable sujeto al camión en B, de modo que 
la fuerza Fb en este cable sea un mínimo. ¿Cuál es la 
magnitud de la fuerza en cada cable cuando esto ocu- 
ira? r 


300 tb 


15 íb 


20 Ib 


Prob. 2,22 


2.23. El hueso de la cadera H (hueso coxal) se conec¬ 
ta con el fémur F en A mediante tres músculos dife¬ 
rentes, que ejercen sobre el fémur las fuerzas que se 
ven en la figura. Determine la fuerza resultante sobre 
el fémur y especifique su orientación 6 medida en el 
sentido contrario de las manecillas del reloj a partir 
de la parte positiva del eje a. 
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2.4 Adición de un sistema de fuerzas coplanares 



<*> 



Fig. 2.14 


Cuando deba obtenerse la resultante de más de dos fuerzas es 
más fácil encontrar las componentes de cada fuerza a lo largo de 
ejes especificados, sumar algebraicamente estas componentes y, 
entonces, formar la resultante, en vez de formar la resultante de 
las fuerzas por aplicaciones sucesivas de la ley del paralelogramo 
como se trató en la sección 2.3. En esta sección resolveremos ca¬ 
da fuerza en sus componentes rectangulares F x y ¥ y que se en¬ 
cuentran a lo largo de los ejes x y y respectivamente, figura 2.14a. 
Aunque los ejes que se muestran aquí son uno vertical y el otro 
horizontal, en general pueden tener cualquier inclinación siem¬ 
pre y cuando sean mutuamente perpendiculares, figura 2.145. En 
uno y otro caso se requiere, por la ley del paralelogramo, que: 


Como se ve en la figura 2.14, el sentido de cada componente se 
representa de manera gráfica por la punta de la flecha . Para el 
trabajo analítico , sin embargo, debemos establecer una notación 
para representar el sentido direccional de las componentes rec« 
tangulares de cada vector coplanar. Esto puede hacerse de cual¬ 
quiera de dos formas. 


Notación escalan Dado que los ejes x y y tienen sentido posi¬ 
tivo y negativo designados, la magnitud y el sentido de las com¬ 
ponentes rectangulares de una fuerza pueden expresarse en tér¬ 
minos de escalares algebraicos. Por ejemplo, las componentes de 
F en la figura 2.14a pueden representarse con escalares positivos 
F x y F y puesto que su sentido direccional es el del eje Jt* positivo y 
del eje y positivo^ respectivamente. De manera semejante, las 
componentes de F en la figura 2.145 son y -F y Aquí la com¬ 
ponente y es negativa puesto que F y se dirige hacia la parte nega¬ 
tiva del eje y . Debe recordarse que esta notación escalar se usa 
solamente para fines de cálculo y no para representaciones gráfi¬ 
cas en las figuras. En todo el libro, la punta de la flecha de un vec¬ 
tor en cualquier figura indica ei sentido del vector gráficamente; 
Los signos algebraicos no se usan con este propósito. Así, los vec¬ 
tores en las figuras 2.14a y 2.145 se designan con caracteres en 
“negritas”.* Siempre que se escriban símbolos en cursiva cerca 
de flechas de vectores en las figuras, indicarán la magnitud del 
vector que es siempre una cantidad positiva. 


* Los signos negativos que aparezcan en las figuras donde se usa notación en ne¬ 
gritas se usarán exclusivamente en el caso de vectores de la misma magnitud pero 
de sentidos opuestos como en la figura 2.2. 
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Notación vectorial cartesiana. También es posible repre- 
sentar las componentes de una fuerza en términos de los vecto¬ 
res unitarios cartesianos. Haciéndolo así, es más fácil aplicar los 
métodos del álgebra vectorial y veremos que se obtienen grandes 
ventajas al resolver problemas en tres dimensiones. En dos di¬ 
mensiones, los vectores unitarios cartesianos i y j se usan para 
designar las direcciones de los ejes x y y, respectivamente, figura 
2.15a** Estos vectores tienen una magnitud de uno y su sentido 
(o punta de la flecha) será descrito analíticamente por un signo 
más o menos, según apunten a la parte positiva o la negativa de 
los ejesxoy* 

Como se muestra en la figura 2.15a, la magnitud de cada 
componente de F siempre es una cantidad positiva que se repre¬ 
senta por los escalares positivos F* y F r Por lo tanto, habiendo 
establecido la notación para representar la magnitud y el sentido 
de cada componente, podemos expresar F en la figura 2.15a co¬ 
mo un vector cartesiano, esto es. 




Y de la misma manera, F' en la figura 2*156 puede expresarse co¬ 
mo 

r «jpy+F/-i) 

o simplemente 

F-FJ-FJ 

Resultantes de fuerzas coplanares. Cualquiera de los dos 
métodos recién descritos para representar las componentes rec¬ 
tangulares de una fuerza puede usarse para determinar la resul¬ 
tante de varias fuerzas coplanares. Pa ra hacerlo, se resuelve cada 
fuerza en sus componentes x y, y luego se suman las componen¬ 
tes respectivas usando álgebra de escalares puesto que son cor¬ 
neales* La fuerza resultante se forma, entonces, sumando por la 
ley del paralelogramo, las resultantes a lo largo del eje x y del eje 
y. Consideremos, por ejemplo, las tres fuerzas de la figura 2.16a 
que tienen componentes x, y como se ve en la figura 2*166* Para 
resolver este problema usando la notación vectorial cartesiana , 
cada fuerza se representa primero como un vector cartesiano, es¬ 
to es, 


y 


4 



1 1 
(a) 



Fíg* 2.15 


F.-FJ+F^J 
F 2 = -F*i + F^j 
= F ai i-F3 y j 


* En un manuscrito, suelen indicarse los vectores unitarios con un acento cir- 
cunflejo^ como por ejemplo,! y]. 
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La resultante vectorial es, por lo tanto. 


y 



v 


ft.L 

F I.V 



sr 

5 

ib) 

«V 

r-V* 






íc) 


f r = f 1 + f 2 + f 3 

= fu i + F^j-F* i + F 2y j + F ir i-F iy j 
= (F u - F 2k + Fu) i + (F (> + F* - F^ü 
= (F«Ji + (F^)j 

Si se usa la notación escalar , entonces, de la figura 2.16í>, como x 
es positiva hacia la derecha y y es positiva hacia arriba, tenemos 


(i;) F^Fu-Fu + F* 

( + í) F¡fy = F íy + Fty -F¡y 


Estos resultados son los mismos que las componentes i y j de F ;< 
antes determinadas. 

En el caso general, las componentes x y y de la resultante de 
cualquier número de fuerzas coplanares puede representarse 
simbólicamente por la suma algebraica de las componentes x, y y 
de todas las fuerzas, esto es. 


F» = EF, 


( 2 . 1 ) 


Al aplicar estas ecuaciones es importante usar el acuerdo so¬ 
bre los signos establecido para las componentes; es decir, que las 
componentes que tienen sentido igual al de los ejes positivos de 
coordenadas se consideran escalares positivos en tanto que si su 
sentido es el de los ejes negativos se consideran escalares negati¬ 
vos- Respetando este acuerdo los signos de las componentes de 
la resultante especificarán el sentido de estas componentes* Por 
ejemplo, un resultado positivo indicará que la componente tiene 
el sentido direccional de la dirección de coordenadas positivas* 
Una vez que se determinen las componentes de la resultan¬ 
te, se dibujan sobre los ejes x y y en su dirección apropiada y la 
fuerza resultante se determina por adición vectorial como en la 
figura 2.16c* A partir de este bosquejo, la magnitud de se de¬ 
termina con ayuda del teorema de Pitágoras; esto es. 




También, el ángulo de dirección 6 t que especifica la orientación 
de la fuerza, se determina por trigonometría* 


Fig* 2.1G 


0 = 


tarr 1 


Fb, 

Fu, 


Los conceptos precedentes se ilustran numéricamente a con¬ 
tinuación en los ejemplos* 
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■ Ejemplo 2.5 

Determine las componentes x y y de Fj y F 2 de la figura 
2.17a. Exprese cada fuerza como un vector cartesiano. 


y y 




Fig. 2.17 


SOLUCIÓN 

Notación escalar. Ya que F, actúa a lo largo del eje y negativo y 
la magnitud de F 2 es 100 N, las componentes escritas en forma 
escalar son 


F lx = 0, F ly = -100 N Resp. 


o, alternativamente. 


F u =0, 7^ = 100 Ni Resp. 

Por la ley del paralelogramo, F 2 se resuelve en componen¬ 
tes x y y, figura 2.176. La magnitud de cada componente se de¬ 
termina por trigonometría. Ya que actúa en la dirección -x 
y F 2> , actúa en la dirección +y, tenemos, 

F* = -200 sen 60° N * -173 N = 173 N <- Resp. 
F 2y = 200 eos 60° N = 100 N = 100 N 1 Resp. 

Notación vectorial cartesiana. Habiendo calculado las magnitu¬ 
des de las componentes de F 2) figura 2.176, podemos expresar 
cada fuerza como un vector cartesiano. 


= 01 + 100 N(-j) 


= {-100j} N 

Resp. 

= 200 sen 60° N(-i) + 200 eos 60® N(j) 


* {-1731 + 100j}N 

Resp. 
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■ Ejemplo 2.6 


Determine las componentes x y y de la fuerza F de la figu¬ 
ra 2,18a. 


v 




Fig. 2AH 


SOLUCIÓN 

La fuerza se resuelve en sus componentes x y y como se 
muestra en la figura 2.186, Aquí se indica la pendiente de la 
línea de acción de la fuerza, A partir de este í£ triángulo de 
pendiente 11 podríamos obtener el ángulo de dirección d t por 
ejemplo, 0 = tan -1 (¿), y proceder a obtener las magnitudes de 
las componentes en la forma que lo hicimos, por ejemplo, pa- 
ra la fuerza F 2 del ejemplo 2,5, Un método más fácil, sin em¬ 
bargo, consiste en usar partes proporcionales de triángulos se¬ 
mejantes , es decir, 


F x 12 

260 “ 13 


F r = 260 


12 

13 


= 240 N 


Análogamente, 


F y - 260 


13 


= 100 N 


Nótese que la magnitud de la componente horizontal, F xt se ob¬ 
tuvo multiplicando la magnitud de la fuerza por la razón del ca¬ 
teto horizontal a la hipotenusa del triángulo de pendiente; en 
tanto que la magnitud de la componente vertical , F, se obtuvo 
multiplicando la magnitud de la fuerza por la razón del cateto 
vertical a la hipotenusa. Luego, utilizando notación escalar. 


F x - -240 N = 240 N Resp . 

F y « -100 N - 100 N i Resp. 

Si se expresa F como vector cartesiano 

F = {-240i - 100j} N Resp, 
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Ejemplo 2.7 


La argolla que se muestra en la figura 2.19a está sujeta a 
dos fuerzas Fj y F 3 , Determínese la magnitud y la orientación 
de la fuerza resultante. 


SOLUCION I 

Notación escalar. Este problema puede resolverse usando la 
ley del paralelogramo; sin embargo, vamos aquí a resolver ca¬ 
da fuerza en componentes x y y, figura 2.19b, y entonces suma¬ 
remos estas componentes algebraicamente. Si se indica el sen¬ 
tido “positivo” de las componentes x y y de fuerza y se usan las 
ecuaciones 2.1, tenemos 

Fte = 600 eos 30° - 400 sen 45° 

' = ¿36.8 N-» 


F. = 400N 


F, =«X)N 



(a) 


_/k = 

+ T F^ZF y ; 


Ffy = 600 sen 30° + 400 eos 45° 
= 582.8 N í 


La fuerza resultante que se muestra en la figura 2.19c tiene 
una magnitud de 


F R = /(23^?'+ (582.87 
= 629N 


Resp. 


Por adición vectorial, figura 2.19c, el ángulo de dirección 8 es 



8 = tan -1 


582.8 


(b) 


236.8 


= 67.9° 


Resp. 


SOLUCIÓN II 

Notación vectorial cartesiana. De la figura 2.19b, cada fuerza se 
expresa como vector cartesiano y esto nos da 
Fi = 600 eos SO 0 ! + 600 sen 30“j 
F 2 = -400 sen 45°i + 400 eos 45°j 
Así 

F fl = (600 eos 30° - 400 sen 45°)i 
+ (600 sen 30° + 400 eos 45°)j 
= {236.8ÍV 582.8j) N 



Jf 


La magnitud y dirección de F^ se determinan como se mostró Fig. 2.19 

antes. 

AJ comparar los dos métodos de solución, se ve que el uso 
de la notación escalar es más eficiente porque las componen¬ 
tes escalares se pueden encontrar directamente sin tener que 
empezar expresando cada fuerza como un vector cartesiano 
antes de sumar las componentes. El análisis vectorial cartesL 
no tiene muchas ventajas, sin embargo, para la solución de 
problemas en tres dimensiones, como se verá más adelante. 
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■ Ejemplo 2.8 

El extremo O del aguilón de la figura 2.20a está sujeto a 
tres fuerzas concurrentes y coplanarcs. Determínese la magni¬ 
tud y orientación de la fuerza resultante. 



SOLUCIÓN 

Cada fuerza se resuelve en sus componentes x y y como se 
muestra en la figura 2.206. A! sumar las componentes x, tenemos 

+ F r¡ = EF¿ /> = -400 + 250 sen 45 200 (i) 

' —383.2 N = 383.2 N - 


El signo negativo indica que F Rx actúa hacia la izquierda, esto 
es, en sentido x negativa como índica la flecha pequeña, si se 
suman las componentes y se tiene 

+ í F Ry - LF y ; F Ry - 250 eos 45° + 200 (f) 

- 296.8 N T 



La fuerza resultante que se muestra en la figura 2,20c tiene 
una magnitud de 


F r = V (-383.2)- + (296.8)" 

= 485 N Resp . 

De la adición vectorial en la figura 2.20c, el ángulo de dirección 
0es 


8^ tam 1 


296,8 "i 
383,2 


37.8° 


Resp. 


Nos damos cuenta de que la sola fuerza que se ve en la 
Fig. 2,20 figura 2,20c crea el mismo efecto sobre el aguifon que las tres 

fuerzas en la figura, 2.20a. 
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PROBLEMAS 

2.27, Exprese F] y F 2 como vectores cartesianos. 


PROBLEMAS 35 


231* Exprese F i? F 2 y F 3 como vectores cartesianos. 

* 2,28. Determine la magnitud de la fuerza resultante y * 2*32. Determine la magnitud de ia fuerza resultante y 
su orientación medida en el sentido de las manecillas su orientación medida en el sentido contrario de las 
del reloj a partir del eje* positivo. menecillas del reloj, desde la parte positiva del eje*. 



Probs. 2.27/2.28 



Proba. 231/2,32 


2,29. Exprese Fi y ¥2 como vectores cartesianos, 

23tK Determine la magnitud de la fuerza resultante y 
su orientación medida en el sentido contrario al de 
las manecillas del reloj, a partir del eje* positivo. 


y 



233* Determíne las magnitudes de las componentes 
x>yy de Fi y F 2 . 


F l = so Ib 
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234. Resuelva el problema 23 sumando las compo¬ 
nentes x y las componentes y de las fuerzas para obte¬ 
ner la fuerza resultante. 


235. Resuelva el problema 2.4 sumando las compo¬ 
nentes x, y o rectangulares de las fuerzas para obte¬ 
ner ¡a fuerza resultante. 


* 236. Resuelva el problema 2.9 sumando las compo¬ 
nentes x, y o rectangulares de las fuerzas para obte¬ 
ner la fuerza resultante. 


237. Resuelva el problema 2.11 sumando las compo¬ 
nentes x 7 y o rectangulares de las fuerzas. 


238. Resuelva el problema 2.25 sumando las compo¬ 
nentes x r y o rectangulares de las fuerzas para obte¬ 
ner la fuerza resultante. 


239, Se requiere una fuerza de 40 Ib para empujar el 
automóvil A hacía delante. Determine la fuerza F 
que el jeep B deberá ejercer sobre el automóvil como 
función del ángulo 6 para mantenerlo en movimien¬ 
to, Grafique el resultado, F como función de d para 
0< 6 < 90°, 


* 2.40. Exprese cada fuerza que actúa sobre la ménsula 
en forma vectorial cartesiana. ¿Qué magnitud tiene 
la fuerza resultante? 


y 



Prob, 2*40 


2.41* Cuatro fuerzas concurrentes actúan sobre una 
placa. Determine la magnitud de la fuerza resultante 
y su orientación medida en el sentido contrario al de 
las manecillas de) reloj desde el ejex positivo. 



X 



Prob. 239 


Prob. 2,41 
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PROBLEMAS 37 


2.42. Una placa de unión está sujeta a cuatro fuerzas 
que concurren en el punto O. Determine la magnitud 
de la fuerza resultante y su orientación medida en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj a par¬ 
tir del eje* positivo. 


y 



Prob* 2*42 


2*43* Tres fuerzas actúan sobre una ménsula. Deter¬ 
mine la magnitud y orientación #de Fi, de modo que 
la fuerza resultante tenga la dirección del eje u positi¬ 
vo y su magnitud sea de 50 Ib. 

* 2.44. Si Fz 3 150 Ib y 6 = 55°, determine la magnitud y 
orientación, medida en el sentido de las manecillas 
del reloj desde el eje u positivo, de la fuerza resultan¬ 
te de las tres fuerzas que actúan sobre la ménsula. 


2.45* Las tres fuerzas concurrentes que actúan sobre 
la armella roscada producen una fuerza resultante 
= 0. Sí Fi = y Fi debe hacer un ángulo de 90° 
como se muestra, determine la orientación 0 de F 3 y 
su magnitud expresada en términos de 



2,46* Determine la magnitud y la orientación 6 de Fj* 
de modo que Ja fuerza resultante vaya dirigida por el 
eje y positivo y tenga magnit ud de 1500 N. 

2.47* Determine ¡a magnitud y orientación medida en 
el sentido contrario de las manecillas del reloj desde 
el eje y positivo, de la fuerza resultante que actúa so¬ 
bre la ménsula, sí Fb * 600 N y 0 = 20°. 
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* 2,48, El puntal está sosteniendo el muro, Al ocurrir 
esto, la clavija ejerce una fuerza horizontal F x y una 
fuerza vertical F y en el puntos del puntal. Si la fuer¬ 
za resultante máxima que puede desarrollarse a lo 
largo del puntal es 6 kN, y el cociente FJF y < 0.5, de¬ 
termine el ángulo mínimo 6 para colocación del puntal. 


2,50, La caja se elevará utilizando dos cadenas. Si la 
fuerza resultante debe ser de 600 N dirigida a lo lar¬ 
go del eje y positivo, determine las magnitudes de las 
fuerzas Fa y F# que actúan en cada una de las cade¬ 
nas y el ángulo de orientación 6 de F^, de modo que 
la magnitud de sea mínima. F^ actúa en un ángulo 
de 30* del ejey, como se muestra. 



Prob, 2.48 


2*49, La caja será elevada por medio de dos cadenas. 
Determine las magnitudes de las fuerzas F A y Fs que 
actúan en una y la otra de las cadenas para desarro¬ 
llar una fuerza resultante de 600 N que actúa a lo lar¬ 
go del eje y positivo. Suponga que Q = 45*. 


y 



Probs. 2*49/2.50 


jr 


2,51. Determine la magnitud de la fuerza F de modo 
que la resultante F* de las tres fuerzas sea tan peque¬ 
ña como sea posible. 


y 



20 kN 


12 kN 


Prob. 2,51 
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2.5 Vectores cartesianos 


Las operaciones de álgebra vectorial aplicadas a la solución de 
problemas en tres dimensiones se simplifican mucho sí los vecto¬ 
res se expresan primero en forma cartesiana. En esta sección 
presentamos un método general para hacerlo, y luego, en la sec¬ 
ción 2.6 aplicaremos este método para resolver problemas que 
implican adición de vectores. Posteriormente, se ilustrarán apli¬ 
caciones semejantes para los vectores de posición y de momento. 

Sistema derecho de coordenadas. En la teoría del álgebra 
vectorial por desarrollarse se usará un sistema derecho de coor¬ 
denadas* Un sistema rectangular o cartesiano de coordenadas se 
dice que es derecho siempre y cuando el pulgar de la mano dere¬ 
cha apunte hacía el eje positivo de las 2 al cerrar la mano alrede¬ 
dor de este eje, girando los dedos de la parte positiva del eje x a 
la parte positiva del eje y, como en la figura 2*2 L Además, según 
esta regla, el ejez en un problema de dos dimensiones como en 
la figura 2.20, tendría dirección hacia fuera y perpendicularmen¬ 
te a la página* 



Fig. 2,21 


Componentes rectangulares de un vector. Un vector A 
puede tener una, dos o tres componentes rectangulares a lo largo 
de los ejes r, y, z, según ia orientación del vector respecto a estos 
ejes. Pero, en general, cuando A esté dirigido dentro de un oc- 
tante del marco de referencias,y, z, figura 2.22, será posible me¬ 
diante dos aplicaciones sucesivas de la ley del paralelogramo, re¬ 
solver el vector en componentes como A = A' + \ z y entonces 
A' = A,, + Ay* Al combinar estas ecuaciones, A se representa con la 
suma vectorial de sus tres componentes rectangulares. 

A = Aj + A,, + Aj (2.2) 



Fig. 2.22 
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Vector unitario. En general, un vector unitario es un vector 
de magnitud 1. Si A es un vector con magnitud A* 0, entonces un 
vector unitario con la misma dirección que A se representa por 




A 

A 


(2.3) 


Si se escribe esta igualdad de nuevo se tiene 



Fig, 2.23 


A -Au a 


(2.4) 


Dado que el vector A es de un cierto tipo, por ejemplo un vector 
de fuerza, se acostumbra usar el conjunto de unidades apropiado 
para su descripción. La magnitud A tiene estas mismas unidades; 
por tanto, de la ecuación 2.3 el vector unitario será adimensional 
porque las unidades se cancelan. Por tanto, la ecuación 2.4 indi¬ 
ca que el vector A puede expresarse en términos de su dirección, 
sentido y magnitud, por separado; esto es,y4 (escalar positivo) de¬ 
fine la magnitud de A, y u,, (un vector sin dimensiones físicas) de¬ 
fine la dirección y el sentido de A, figura 2.23. 



/ 


X 


Fig. 2.25 


Vectores cartesianos unitarios. En tres dimensiones se usa 
el conjunto de vectores cartesianos unitarios, i, j, k, para designar 
las direcciones de los ejes x , y, z, respectivamente. Como se dijo 
en la sección 2.4, el sentido (o la punta de la flecha) de estos vec¬ 
tores se describirá analíticamente con signo más o menos, según 
apunten a la parte positiva o la parte negativa de los ejes x, y, y z. 
De acuerdo con esto, la figura 2.24 muestra los vectores unitarios 
positivos. 



Representación vectorial cartesiana. Si se usa vectores 
cartesianos unitarios pueden escribirse las tres componentes vec¬ 
toriales de la ecuación 2.2 en “forma vectorial cartesiana”. Dado 
que las componentes actúan en las direcciones i, j, y k, positivas, 
figura 2.25, tenemos 


http://librosysolucionarios.net 





SEC.2.5 VECTORES CARTESIANOS 41 


A ~A, i + j +A. k 


(2.5) 


Existe una clara ventaja en escribir los vectores en términos de 
sus componentes cartesianas. Como cada una de estas compo¬ 
nentes tiene la misma forma que la ecuación 2.4, la magnitud, la 
dirección y el sentido de cada vector componente están separadas y 
se verá que ello simplificará las operaciones del álgebra vectorial 
particularmente en tres dimensiones. 

Magnitud de un vector cartesiano. Si un vector está ex¬ 
presado en forma cartesiana siempre es posible obtener la mag¬ 
nitud del vector A. Como se muestra en la figura 2.26, a partir 
del triángulo rectángulo sombreado de mayor tamaño, 
A = i A’ 1 + A] y del triángulo más pequeño y sombreado también 
A' = -JA] +Aj. Si se combinan estas ecuaciones se obtiene 


A = /A* +A-. 


( 2 . 6 ) 


Por tanto, la magnitud de A es igual a la raíz cuadrada positiva de 
la suma de los cuadrados de las componentes. 



X 


Fig, 2.26 


Dirección de un vector cartesiano. La orientación del vec¬ 
tor A se define por los ángulos directores coordenados a (alfa), p 
(beta), y y (gamma), medidos entre el segmento inicial de A y los 
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ejes positivos jc, y y z que parten del punto inicial de A, figura 
2.27. Observamos que sin importar la dirección de A, estos ángu¬ 
los miden entre 0 o y ISO 0 . Para determinar a, py consideremos 
la proyección de A sobre ios ejes x, y y z, figura 2*28. Con respec¬ 
to a ios triángulos sombreados de la figura, tenemos 



/ 


Fift- 2-27 


eos a = 


Ar 

A 



A z 

eos r--j 


( 2 * 7 ) 


Estos números se conocen como los cosenos directores de A. Una 
vez obtenidos, se obtendrán los ángulos directores coordenados 
cc, p , y por medio de la f unción coseno inverso. 

Una manera simple de obtener los cosenos directores de A 
consiste en formar el vector unitario de dirección igual a la de A, 
ecuación. 2.3, Si A se tiene expresado en forma vectorial cartesia¬ 
na A - A x i + A y j + A £ k (Ec, 2.5), tenemos 


A A t A y 


A 7m 




( 2 . 8 ) 
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/ 


fa) 



/ 

ib) 

Fig, 2.28 



icl 


donde 7 (A x ) 2 + (A^ 2 + (/1J 2 (Ex. 2,6). Al comparar con las ecua¬ 
ciones 2,7, se ve que ias componentes i, j y k de u A representan los 
cosenos directores de A, es decir. 


n A - eos a i + eos fi j + eos y k (2.9) 


Puesto que la magnitud de un vector es igual a Ja miz cua¬ 
drada positiva de la suma de los cuadrados de las magnitudes de 
sus componentes, y u A tiene magnitud de 1, entonces de la ecua¬ 
ción 2.9 podemos formular una relación importante entre los co¬ 
senos directores, a saber, 


eos - ol + eos 1 P + eos 2 y= i 


( 2 . 10 ) 


Si el vector A está en algún octante conocido, esta ecuación per¬ 
mite determinar uno de ios ángulos directores coordenados sa¬ 
biendo el valor de los otros dos, (Véase el ejemplo 2.10.) 

Finalmente, sí se tienen la magnitud de A y sus ángulos di¬ 
rectores coordenados, A puede expresarse en forma vectorial 
cartesiana como 


= A eos a i + A eos pl + A eos y k 
3=1 A, i +A y ¿ + k 


( 2 . 11 ) 
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2.6 Adición y sustracción de vectores cartesianos 



x 


Fig. 2,29 


S¡ expresamos dos o más vectores en términos de sus componen¬ 
tes cartesianas se verán muy simplificadas las operaciones de su¬ 
ma y adición de los mismos. Por ejemplo, consideremos los dos 
vectores A y B dirigidos en el ociante positivo x 7 y, z 7 positivo en la 
figura 2.29. Si A = A x i + A y j + A t k y B = B x Í+B y }+B z k, enton¬ 
ces el vector resultante R, tiene componentes que representan 
las sumas escalares de las componentes i, j y k de A y B , es decir. 


R - A + B = (Ax + B,)i + (Ay + B^ + C4 +B ¿ )k 


La sustracción de vectores, siendo un caso particular de la adi¬ 
ción, no requiere más que una sustracción escalar de las compo¬ 
nentes i, j, k, respectivas de A o B. Por ejemplo, 

R y - A - B = + (A y -£y)¡ + (A¿- B z )k 


Sistemas de fuerzas concurrentes* En particular, el con¬ 
cepto precedente de adición vectorial puede generalizarse y apli¬ 
carse a un sistema de varias fuerzas concurrentes. En este caso, 
la fuerza resultante es el vector suma de todas las fuerzas en el 
sistema y se puede escribir como 


F Jt «SF^£F J i^Ef;j + £F f k 


( 2 . 12 ) 


Aquí, IF y y LF Z representan las sumas algebraicas de las 
componentes x, y, z, o las componentes i, j, k, respectivas de cada 
fuerza del sistema. 

Los ejemplos siguientes ¡lustran numéricamente los métodos 
que se usan para aplicar ía teoría anterior a la solución de pro¬ 
blemas que implican la fuerza como cantidad vectorial. 
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I Ejemplo 2.9 

Determine la magnitud y los ángulos directores coordena¬ 
dos de la fuerza resultante que actúa sobre el anillo de la figu¬ 
ra 2.30«. 


F/j = {501 — 40j + 18t)k J Ib 




SOLUCIÓN 

Dado que cada fuerza está representada en forma vecto¬ 
rial cartesiana, la fuerza resultante, que se muestra en la figu¬ 
ra 2.306, es 

F r = EF = Fj + F 2 = (60j + 80k) + (50i - lOOj + lOOk) 

= {50i-40j + 180k}lb 

La magnitud de se encuentra a partir de la ecuación. 
2.6, esto es, 


F R = J (50) 2 + (-40) 2 + (180) 2 

»191.0 Ib Resp. 

Los ángulos directores coordenados a, p, y se determinan 
de las componentes del vector unitario que actúa en la direc¬ 
ción de F*. 

_ F* 50 . 40 . 180 

Uf » F r ~ 191.0 ‘ 191.0 J 191.0 K 

= 0.2617Í - 0.2094j + 0.9422k 
de manera que 


eos a = 0.2617 

a =74.8° 

Resp. 

eos p = -0.2094 

p = 102° 

Resp . 

eos y= 0.9422 

Y= 19.6° 

Resp. 


Estos ángulos se aprecian en la figura 2.306. En particular, de¬ 
be observarse que p > 90° puesto que la j componente de 
es negativa. 
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■ Ejemplo 2,10 


Exprese la fuerza F que se muestra en la figura 231 como 
un vector cartesiano. 



Fig, 231 


SOLUCIÓN 

Puesto que sólo se especifican dos ángulos directores 
coordenados, el tercero, a, se determina con la ecuación 2,10; 
esto es, 

eos 2 a + eos 2 p + eos 2 y- 1 
eos 2 a + eos 2 60° + eos 2 45° = 1 
eos a^/l- (Q.7G7) 2 - (0.5) 2 * ±0.5 

Por tanto, 

a = eos -1 (0.5) = 60° o a - cos _í (-0.5) = 120° 

Si se examina la figura 2.31, sin embargo, se tiene por 
necesidad que a - 60°, ya que F x está en ia dirección +x. 

Si se usa la ecuación 2,11, con F = 200 N, tenemos 

F “ F eos a i + F eos p j + F eos y k 
- 200 eos 60°i + 200 eos 60°} + 200 eos 45°k 
= {100.0Í + loo.of + 141.4k} N Resp. 

Al aplicar ia ecuación 2.6 se comprueba que efectivamente 
F = 200 N. 

= /(1(W+TlCKW —{ 14W = 200 N 
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■ Ejemplo 2,11 

Exprese la fuerza F que actúa sobre el gancho de la figura 
2.32a como vector cartesiano. 


z 




Fig. 2.32 


SOLUCIÓN 

En este caso, los ángulos de 60° y 30° que definen la direc¬ 
ción de F no son ángulos directores coordenados. ¿Porqué? 
Mediante dos aplicaciones sucesivas de la ley del paralelogra- 
mo, sin embargo, F puede resolverse en sus componentes x, y 1 
y z como en la figura 2.326. Primero, del triángulo que 
aparece con menor intensidad en el sombreado. 

F = 4 eos 30° = 3.46 kN 
F z » 4 sen 30° = 2.00 kN 

Después, usando F y el triángulo más sombreado, 

F x = 3.46 eos 60° = 1.73 kN 
F y = 3.46 sen 60* = 3.00 kN 


Por tanto, 

F = {1.731 + 3.00j + 2.00k} kN Resp. 

Como ejercicio, demuestre que la magnitud de F es de hecho 
4 kN y que el ángulo direccional coordenado a = 64.3°. 
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■ Ejemplo 2,12 


F — 100 Ib 




Exprese la fuerza F que se ve en la figura 2,33a como 
vector cartesiano, 

SOLUCIÓN 

Como en el ejemplo 2*11, los ángulos de 60° y 45° que 
definen la dirección de F no son ángulos directores coordena¬ 
dos, Las dos aplicaciones sucesivas de ia regla del paralelogra- 
mo requeridas para resolver F en las componentes x,y r z, pue¬ 
den apreciarse en la figura 2.336* Trigonométricamente, las 
magnitudes de las componentes son 

F, = 100 sen 60° = 86.6 Ib 
y F = 100 eos 60° = 50 Ib 

F x = 50 eos 45° = 35.4 Ib 
F, *50 sen 45° = 35.4 Ib 

Al constatar que F y tiene el sentido definido por-j, se tiene 
F = F + F + F 

F = {35.41- 35.4j + 86*6k) Ib Resp . 

Para demostrar que la magnitud de este vector es en efecto 
100 Ib, apliquemos la ecuación 2.6, 

= -i (35.4 ) z + (-35.4)2 + (86.6) ¿ = 100 Ib 

SÍ es necesario, los ángulos direccionales coordenados de F se 
pueden determinar a partir de las componentes del vector 
unitario que actúa en el sentido de F. Por tanto, 


F= IDO Ib 


F R F z _ 

U = ñ = -ÍFl+^J + -ñk 


F F 


F 

86 . 6 . 


_ 35.4. 35.4. . 

100 1 100 J 100 

= 0.354Í - 0.354j + 0.866k 


a = eos* 1 (0.345) = 69.3° 
= eos -1 (-0.354) = 111° 
y= eos -1 (0.866) = 30.0° 



manera que 


Fig.233 


Estos resultados se muestran en la figura 2.33c 
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I Ejemplo 2.13 

Dos fuerzas actúan sobre el gancho de la figura 2.34a. 
Especifique los ángulos directores coordenados de F z de 
modo que la fuerza resultante F¿¡ actúe a lo largo del eje y 
positivo y tenga la magnitud 800 N. 


SOLUCIÓN 

Para resolver este problema, !a fuerza resultante y sus dos 
componentes Fj y F 2 serán expresadas en forma cartesiana. 



De acuerdo con el enunciado del problema, la fuerza resul¬ 
tante F b tiene 800 N de magnitud y actúa en el sentido del 
vector +j. Por tanto, 


¥ r = (800 NX+j) = {SOOj} N 
Requerimos 


Fr “ F, + F 2 

SOOj = 212.11 + 150j - 150k + + F 2y j + F¡M 

SOOj = (212.1 + Fj,) ¡ + (150 + + (-150 + F^k 



0 = 212.1+F Z 
800 = 150 + F 2 
0—150+ F 2 


F* = -212.1 N 
Fiy = 650 N 
Fj, = 150 N 


Para satisfacer esta ecuación, las componentes corresponpon- 
dientes i, j, y k de los lados izquierdo y derecho deben ser 
iguales. Esto equivale a decir que las componentes x, y, 

F r sean iguales a las componentes correspondientes x, y, 

(F, + F 2 ). Por tanto, 


Puesto que se conocen las magnitudes de F z y sus compon¬ 
entes, podemos usar la ecuación 2.11 para determinar a, p, y. 


= 800 N 

-y 


-212.1 = 700cos a¿ 

ai = eos -1 


Resp* 

650 = 700 eos pi, 

Pi = eos -1 

f 650 h -, 

700 ~ 21 * 

Resp. 

150 = 700 eos y¿ 

72 = COS' 1 

t J 

rl5p> _ 77 , 0 

700 " 77 - 6 

Resp * 




Estos resultados se muestran en la figura 234b. 


Fig. 2*34 
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PROBLEMAS 


* 2.52. Exprese cada fuerza como vector cartesiano y 
entonces determine la fuerza resultante F r. Encuen¬ 
tre la magnitud y los ángulos directores coordenados 
de la fuerza resultante y dibuje el vector en el sistema 
de coordenadas. 



2.53. Determine cada fuerza como un vector cartesia¬ 
no y entonces determine la fuerza resultante F*. En¬ 
cuentre la magnitud y los ángulos directores coorde¬ 
nados de la fuerza resultante y dibuje el vector en el 
sistema de coordenadas. 


2.54. Exprese cada vector como vector cartesiano y 
entonces determine la fuerza resultante F r. Encuen¬ 
tre la magnitud y los ángulos directores coordenados 
de la fuerza resultante y dibuje el vector en el sistema 
de coordenadas. 



2.55. El cable al final de la viga ejerce una fuerza de 
450 Ib, como se muestra. Exprese F como vector car¬ 
tesiano. 



z 



Prob. 2.53 


Prob.2.55 


http://librosysolucionarios.net 




















PROBLEMAS 51 


* 2.56* La ménsula está sujeta a las dos fuerzas que se 
muestran. Exprese cada fuerza en forma vectorial 
cartesiana y entonces determine la fuerza resultante 
Fs* Encuentre la magnitud y los ángulos directores 
coordenados de la fuerza resultante. 


2*58. Tres fuerzas actúan sobre la armella roscada. Si 
la fuerza resultante F/* tiene magnitud y orientación 
como se muestra, determine la magnitud y ángulos 
directores coordenados de la fuerza Fs. 

2*59* Determine los ángulos directores coordenados 
de Fi y F>í. 



Prob* 2.S6 


2.57* Se ejercen tres fuerzas sobre el anillo. Determi¬ 
ne la magnitud y ángulos directores coordenados de 
la fuerza resultante. 


* 2.60. Las dos fuerzas Fi y F 2 que actúan en el extremo 
del tubo tienen una fuerza resultante Fr = {120i} N. 
Determine la magnitud y los ángulos directores coor¬ 
denados de F 2 . 

2,61* Determine los ángulos directores coordenados 
de la fuerza Fi e índíquelos en la figura. 




400 N 


je 

Probs, 2.60/2*61 


Prob. 2.57 


- y 
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2.62. La fuerza F que actúa sobre la estaca tiene una 
componente de 40 N en el plano x—y como se mues¬ 
tra. Exprese F como vector cartesiano. 

2.63. Determine la magnitud y los ángulos directores 
coordenados de la fuerza F que actúa sobre la estaca. 


z 



JF 


Probs. 2.62/2.63 


* 2.64. La fuerza F tiene una magnitud de 80 Ib y actúa 
en el ociante que se muestra, tal que a =60° y 
p - 45°. Exprese F como vector cartesiano, 

2.65. Sí F x = 200 Ib, exprese F como vector cartesiano. 


x 



Probs, 2,64/2,65 


2.66. Un tubo se encuentra sujeto a la fuerza F con 
sus componentes que actúan sobre los ejesjr,y,z, co¬ 
mo se muestra. Si la magnitud de F es 12 kN, 
a= 120 a y y= 45°, determine las magnitudes de sus 
tres componentes. 

2.67, Sobre el tubo se ejerce la fuerza F de compo¬ 
nentes F* = 1.5 kN, y F*= L25kN. Si =75* determine 
la magnitud de F y de F y . 



* 2,68. Determine la magnitud y los ángulos directores 
coordenados de F 2 , de manera que la resultante de 
las dos fuerzas actúe a lo largo del eje x positivo con 
magnitud de 350 N. 

2.69, Determine la magnitud y los ángulos directores 
coordenados de Fí, de manera que la resultante de 
las dos fuerzas sea cero. 



TOISON 


Proba. 2.68/2.69 
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2-7 Vectores de posición 


En esta sección presentaremos el concepto de un vector de posi¬ 
ción. En la sección 2.8 se verá que este vector tiene importancia 
en la formulación de un vector de fuerza cartesiano dirigido en¬ 
tre dos puntos cualesquiera del espacio y, después en el capítulo 
4, lo usaremos para encontrar el momento de una fuerza. 


Coordenadas x f y * z * En todo el texto usaremos un sistema 
derecho de coordenadas para dar la referencia de localización de 
los puntos en el espacio. Además, convengamos, como en mu¬ 
chos otros libros técnicos, en que el eje z tiene dirección directa¬ 
mente hacia arriba (la dirección del cénit), de manera que mide 
la altura de un objeto o la altitud de un punto. Siendo así, los 
ejes x, y estarán en el plano horizontal, figura 2.35. Los puntos 
del espacio se localizan con respecto al origen de coordenadas O, 
mediante sucesivas mediciones a lo largo de los ejes x, y, y z. Por 
ejemplo en la figura 2.35, las coordenadas del punto A se obtie¬ 
nen empezando en O y midiendo x A - +4 m a lo largo dei eje x, 
y A = +2 m a lo largo del eje y , y z A = -6 m a lo largo del eje z. Así 
A( 4,2, “ó). De manera semejante, midiendo a lo largo de los ejes 
x, y, z, de O hasta B se obtienen las coordenadas de B , esto es, 
B(0,2,0). También tenemos C(6, -I, 4). 



Fig.235 


Vector de posición. El vector de posición r se defíne como un 
vector fijo que localiza un punto en el espacio con respecto a 
otro punto. Por ejemplo, sí r se extiende del origen de coordena¬ 
das, O y al punto P(Xy y> z), figura 236a, entonces r se puede ex¬ 
presar en forma vectorial cartesiana como 


r = xi +yj +zk 

En particular, nótese cómo la adición vectorial por “punta de la 
flecha a punto inicial” de las tres componentes da el vector r, fi¬ 
gura 236b, Empezando en el origen, Ó, se desplaza uno eo la di¬ 
rección +i una distancia x, luego y en la dirección +j y 3 finalmen¬ 
te, una distancia z en la dirección +k para llegar al punto p(x> y * 
z). 
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En el caso más general, el vector de posición puede dirigirse 
dél punto >1 al punto B en el espacio, figura 2.37a. Como se hizo 
notar, este vector también se designa con el símbolo r. Conven¬ 
gamos, sin embargo, que a veces escribiremos este vector con dos 
subíndices para indicar su punto inicial y su punto final, de modo 
que r también se puede escribir r^. También debe observarse 
que r A y r B en la figura 2.37o tiene sólo un subíndice porque su 
punto inicial es el origen de coordenadas. 

De la figura 2.37 a, a causa de la adición por punta de la flecha a 
punto inicial, es necesario que 


+ r = r B 

si se resuelve en r y se expresa r A y r B en forma cartesiana dará 


o 


r = fu - r A = (* e i +yaj + z B k) - (x A i +yj + z 4 k) 


r = (x B -x A }¡ + -y A ¿ + (z« - z„,k 


(2.13) 


De modo que las componentes i, j, k del vector de posición r pue¬ 
den formarse lomando las coordenadas del punto inicial del vector, 
A(x A ,y A z A ), para testarlas de las coordenadas deI extremo final del 
vector, B(x B y B zfy Nuevamente debe notarse cómo la suma de 
punta de la flecha a punto inicial de la flecha de estas tres com¬ 
ponentes da r, esto es, yendo de A a B, figura 231b, primero se 
avanza {x B -x A ) en la dirección +i y después fys-yf) en la dirección 
+j, y finalmente (z B -z A ) en la dirección +k. 


i 




Fig. 237 
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R Ejemplo 2.14 

Determine la magnitud y dirección del vector de posición 
que se extiende de A a B en la figura 2.38a. 


-y 


W <*> 

SOLUCIÓN 

De acuerdo con la ecuación 2.13, las coordenadas del 
punto inicial A(l, 0, -3) se restan de las coordenadas de la 
punta B(-2, 2,3), dando 

r = (-2 -l)i + (2 - 0)j + [3 - (~ 3)]k 
= {-3i + 2j + 6k> m 

Como se aprecia en la figura 2.38b, las tres componentes 
de r pueden obtenerse también de manera más directa, dándo¬ 
se cuenta de que para desplazarse deAaB, uno se mueve a lo 
largo del eje x {—3i> m, a lo largo dei eje y {2j} m y, finalmen¬ 
te, a lo largo del eje z {6k} m. 

La magnitud de r es por tanto 

r = J(-3Y + (2) 2 + (fif = 7m Resp. 

Si se formula un vector unitario en la dirección de r, tenemos 




r -3. , 2. , 6, 
u = ? = T 1 + 7 J + 7 k 

Las componentes de este vector unitario proporcionan los 
ángulos directores coordenados 


a = cos- 1 -yj = 115° 
' 2 } 


f3 — eos 1 


y~ eos - 


- 73,4° 
= 31.0° 


Resp* 
Resp. 
Resp * 


Estos ángulos se miden desde la parte positiva de los ejes de 
un sistema localizado de coordenadas situado en el punto ini¬ 
cial de r como se ve en la figura 2,38c* 


B 

■ 


/ 



(C) 


Fig. 238 
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2.8 Vector de fuerza dirigido a lo largo de una recta 


Con mucha frecuencia, en ios problemas tridimensionales de es¬ 
tática, la dirección de una fuerza se especifica por medio de dos 
puntos que determinan su línea de acción. La figura 2.39 mues¬ 
tra una situación tal donde la fuerza F se dirige por la cuerda AB. 
Podemos formular .45 como vector cartesiano, dándonos cuenta 
de que tiene la misma dirección y sentido que el vector de posi¬ 
ción r dirigido de A a B sobre la cuerda. Esta dirección común se 
puede especificar con el vector unitario u = r¡r. Así, 

F = Fu = F 

Aun cuando hemos representado simbólicamente F en la figura 
2.39, debe observarse que tiene unidades de fuerza y, a diferen¬ 
cia de r, o las coordenadas x, y, z que tiene unidades de longitud 
F no puede escalarse a lo largo de los ejes. 



Fig. 2.39 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Cuando F se dirige por una recta que se extiende del punto 
A al punto B, entonces F puede expresarse en forma carte¬ 
siana como sigue: 

Vector de posición. Determine el vector de posición r dirigido 
de 4 a 5 y calcule su magnitud r. 

Vector unitario. Determine el vector unitario u = tir que de¬ 
fine la dirección y el sentido de r y de F. 

Vector de fuerza. Determine F combinando su magnitud F 
y dirección u, esto es, F = Fu. 

Este procedimiento se ilustra numéricamente en los siguien¬ 
tes problemas de ejemplo. 
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I Ejemplo 2.15 

El hombre que se ve en la figura 2.40a está tirando de la 
cuerda con una fuerza de 70 Ib. Represente esta fuerza que 
actúa sobre el soporte A como un vector cartesiano y 
determine su sentido. 


t 

SOLUCIÓN 


La fuerza F se muestra en la figura 2.406. El sentido de 
este vector, u, está determidado por el vector de posición r, 
que se extiende de .4 a B, Fig. 2.406. Para formular F como un 
vector cartesiano, se utiliza el siguiente procedimiento. 

Vector de posición. Las coordenadas de los puntos extremos de 
la cuerda son.4(0,0,30) y £(12, -8,6). Al obtener el vector de 
posición por sustracción de las coordenadas x, y, z, de A de las 
correspondientes de£, tenemos 

r = (12 - 0)i + (-8 -0)j + (6 - 30)k 
= {12i - 8j - 24k> ft 

Muestre, en la figura 2.40a, cómo se puede escribir r directa¬ 
mente desplazándose desde A {12i}ft, luego {-8j ft} y finalmen¬ 
te {-24k} ft para llegar a B. 

La magnitud de r que representa la longitud de la cuerda 

AB es _ 

r = V '(12) 2 + (-8) 2 + C-24) 2 = 28 ft 




y 


Vector unitario. Al formar el vector unitario que define la di¬ 
rección y el sentido de r y de F se obtiene 
_r _12. 8_- 24. 

“ r 28* 28 J 28* 

Vector fuerza. Como F tiene una magnitud de 70 Ib y una 
dirección especificada por u, se tiene 

F-f.-70lb(Í|i-4i-|k 

= {30i - 20j - 60k} Ib Resp. 

Como se ve en la figura 2.406, los ángulos directores coorde¬ 
nados se miden entre r (o F) y los ejes positivos de un sistema 
de coordenadas localizado con origen en A. De las compo¬ 
nentes del vector unitario: 


a = cos “^^gJ = 64,6° 

Resp. 

v J 

Resp. 

’" c ° r 'Nrl‘ 149 " 

Resp. 



Fig. 2.40 
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K Ejemplo 2.16 



y 


{*) 


La placa circular que se ve en la figura 2.41a se encuentra 
parcialmente sostenida por el cable AB. Si la fuerza del cable 
sobre el gancho en A es F = 500 N, exprese F como un vector 
cartesiano 

SOLUCIÓN 

Como se aprecia en la figura 2.4 lb t F tiene la misma 
dirección y sentido que el vector de posición r, que se 
extiende de/1 slB, 

Vector de posición. Las coordenadas de los puntos extremos del 
cable son/l(0,0,2) y £(1.707,0.707,0) como se indica en la fi¬ 
gura. Así, 


r - (1.70743)1 + (ü.7074))j + (0-2)k 
- {L707i + 0J07j - 2k} m 


Obsérvese que estas componentes pueden calcularse 
directamente realizando un desplazamiento de {-“2k} m a 
partir de A por el eje z, luego un desplazamiento de {1 JQ7i} a 
lo largo del eje x y, finalmente, {0,707m} a lo largo del ejey para 
llegar a B . La magnitud de r es 


r = /(1.707) 2 + (0.707j á + (-2 f = 2.27 m 
Vector unitario . Por lo anterior 



u 1.707 . t 

u = 7 = ~2J2 l + 


0.707. 2 . 

2.72 j- 2.72 k 


= 0.627Í + 0.260j -0.735k 


Vector de fuerza. Ya que F = 500 N y F tiene la dirección u, 
tenemos 

F = Fu = 500 N(0.627¡ + 0.260j - 0,73 5k) 

= {314i + 130j-36Sk}N 


Si se usan estas componentes, se verifica que la magnitud de F 
es, en efecto, de 500 N, esto es 


Fig. 2.41 F = /(314) 2 + (130) 2 + í-368) 2 = 500 N 

Muestre que el ángulo director coordenado y = 137°, e indique 
este ángulo en la figura. 
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Ejemplo 2.17 

Los cables ejercen fuerzas F M = 100 N y F AC = 120 N so¬ 
bre el anillo en A como se ve en la figura 2.42a. Determine la 
magnitud de la fuerza resultante que se ejerce en A. 

SOLUCIÓN 

La fuerza resultante F A se muestra gráficamente en la fi¬ 
gura 2.42b. Podemos expresar esta fuerza como vector carte¬ 
siano sí se presentan primero F,w y F¿c como vectores 
cartesianos y sumando luego sus componentes. Las direccio¬ 
nes de y F^se especifican formando los vectores unitarios 
Ujj, y u AC a lo largo de los cables. Estos vectores unitarios se 
obtienen de los vectores de posición asociados y r AC . Con 
referencia a la figura 2.426 para F^ tenemos 

- (4 - 0)1 + (0 - 0ü + (0 - 4)k 
= {41 - 4k} m 


rW(4)^RF=5.66m 


Fas ~100 N 


r. 


AB 


fAB 


100 N 


4 . 4 Ir 

5.66* - 5.66 K 


F j4a = {70.7i-70.7k}N 


Para FAC tenemos 


Tac = (4 - 0)i + (2 - O^j + (0 - 4)k 
= {4f+ 2j — 4k} m 

r AC = W + (2) i + M) 2 - 6 m 




AC 


r AC 

{SOI + 40j - 80k} N 


4. 2. V 
6 1 + 6«-6 k 


Fab = 100 N 



La fuerza resultante es por tanto 

F* = Fab + F xc - (70.71 - 7G.7k) + (80i + 40j - SQk) 

= {150.7 i + 4Qj - 150.7k} N 

La magnitud de es así 

F r = 7(150.7)* + (40)- + {-150.7) ¿ 



Fig. 2.42 


= 217 N 


Resp. 
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PROBLEMAS 


2 ,70. Un vector de posición se extiende del origen al 
punto (2 m, 3 m, 6 m). Determíne los ángulos direc¬ 
tores coordenados a, (5, y y que hace el vector con los 
ejes x 7 y y z, respectivamente. 

2.71. Represente el vector de posición r que parte del 
punto .4(3 m, 5m,6 m) al punto 5(5 m, -2 m, 1 m) 
en forma vectorial cartesiana. Calcule sus ángulos di¬ 
rectores coordenados y encuentre la distancia entre 
los puntoszl y B, 

* 2*72* Dados los tres vectores de posición 

n - {3i - 4j + 3k} m 
i *2 = {4i - 5k} m 
rj = {3i - 2j + 5k} m 

determine la magnitud y los ángulos directores coor¬ 
denados de r = 2n - n + 3r3. 

2.73. Dados los tres vectores de posición 


2.75* Exprese el vector de posición r en forma vecto¬ 
rial cartesiana; determine luego su magnitud y ángu¬ 
los directores coordenados. 


i 



n = {2i + 5j + 4k} m 

n = {3i + 2k} m Prüb.2.75 

n = {-2i + 4j} m 


determine la magnitud y los ángulos directores coor- * 2.76. Exprese el vector de posición r en forma vecto- 
denados de r = ri - ri + fr* nal cartesiana y luego determine su magnitud y ángu¬ 

los directores coordenados. 

2.74. Exprese el vector de posición r en forma vecto¬ 
rial cartesiana; luego determine su magnitud y sus 
ángulos directores coordenados. 


z 




Prob.2.74 


Prob, 2*76 
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PROBLEMAS G1 


2*77- Determíne la distancia entre los puntos extre- 2*79* En el punto A de una pluma se ha sujetado un 
mos A y B en el tubo. Sugerencia : Formule un vector cable de 80 ft de largo. Sí x s 60 ft, determine la loca- 
de posición de/4 a B y luego determine su magnitud. lización (y, z) en eí extremo del cable £, Considere 

i - 3y. 


* 2.80* El cable está sujeto a ta pluma en A y por el 
otro extremo en B de coordenadas x - 80 ft, y - 40 ft. 
Si z - 40 ft, determine la longitud del cable y el ángu¬ 
lo entre el eje positivo de z y el cable. 




Prob* 2*77 


Probs, 2,79/2*80 


2*78* Determine la longitud de la barra AB formulan¬ 
do primero un vector cartesiano de posición de A a B 
y determine luego su magnitud* 


2.81, Las posiciones del puntos en el asta y el punto 
B de la luz se han medido con relación al medidor 
electrónico de distancia (EDM) que está en O. De¬ 
termine la distancia entre Á y B. Sugerencia : Formule 
un vector de posición dirigido de/í a B , y determine 
su magnitud. 



Prob* 2*78 


z 



Prob* 2.81 
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2.82, Determine las longitudes de los cables A A BD y * 2.84. Exprese la fuerza como vector cartesiano; de- 
CD. El anillo está en D , que es el punto medio entre termine sus ángulos directores coordenados. 

A yB. 



m 



Prob.2.82 


Prob. 2.84 


2.83. Exprese la fuerza como un vector cartesiano y 2.8$. Exprese la fuerza como vector cartesiano y de- 

entonces determine sus ángulos directores coordena- termine sos ángulos directores coordenados. 

dos. 




Prob. 2.83 Prob. 2.85 
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PROBLEMAS 63 


2.86. Exprese cada una de las dos fuerzas en forma 
vectorial cartesiana. 


* 2,88. El cable atado al castillete ejerce una fuerza de 
350 Ib sobre el mismo. Exprese esta fuerza como vec¬ 
tor cartesiano. 




2,87. Se aplica una fuerza F en la parte superior de la 
torre en A Si actúa en el sentido que se muestra, de 
modo que su componente vertical tenga una magni¬ 
tud de 80 Ib, exprese F como vector cartesiano y de¬ 
termine sus ángulos directores coordenados. 



2,89, Dos tractores tiran del árbol con las fuerzas que 
se indican. Represente cada fuerza como vector car¬ 
tesiano y determine la magnitud y ángulos directores 
coordenados de la fuerza resultante. 
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2.90. La ventana se sostiene abierta con la cadena 
AB. Determine la longitud de la cadena, y exprese la 
fuerza de 50 Ib que actúa en ¿4 a lo largo de la cadena 
como vector cartesiano y determine sus ángulos di¬ 
rectores coordenados. 



Prob* 2.90 


2*91, Exprese cada una de las dos fuerzas en forma 
vectorial cartesiana y determine la magnitud y ángu¬ 
los directores coordenados de la fuerza resultante. 


* 2.92* El cable OA ejerce una fuerza en el punto O de 
F = {—4i + 3j + 10k}lb, dirigida desde O hacia A. Si el 
cable es de 5 ft de largo, ¿cuáles son las coordenadas 
(-x,y,z) del puntos? 


L 



Prob. 2,92 


2.93. Los tres cables de soporte ejercen sobre el 
anuncio las fuerzas que se indican. Represente cada 
una como vector cartesiano. 




Prob. 2.91 


Prob, 2*93 
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PROBLEMAS 65 


2.94. El recipiente cilindrico está sostenido por tres 
cables que son concurrentes en el punto D. Exprese 
cada fuerza ejercida por los cables sobre el recipiente 
como vector cartesiano y determine la magnitud y án¬ 
gulos directores coordenados de la fuerza resultante. 


2.95. Un poste se mantiene en posición por medio de 
tres cables. Si la fuerza que cada cable ejerce sobre el 
poste es como se ve en la figura, determine la posi¬ 
ción (x, y t 0) para fijar el cable BA, de modo que la 
fuerza resultante ejercida sobre el poste se dirija por 
su propio eje, de B hacia O. También determine ía 
magnitud de la fuerza resultante. 



■y 


Prob.2.94 



Prob. 2.95 


*2.96. Ei poste se mantiene en posición con tres ca¬ 
bles. Si la fuerza ejercida por cada cable actuando so¬ 
bre el poste es como se muestra, determine la magni¬ 
tud y los ángulos directores coordenados a, /?, y de la 
fuerza resultante. Suponga que* = 4 m,y - 2 m. 



Prob. 2.96 
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2.9 El producto escalar o producto punto 


En la estática se presenta el problema de encontrar el ángulo en¬ 
tre dos rectas, o las componentes de una fuerza que sean una pa¬ 
ralela y la otra perpendicular a una recta dada. En dos dimensio¬ 
nes, estos problemas se resuelven fácilmente por trigonometría 
porque la geometría del problema plano es fácil de comprender. 
Pero en tres dimensiones suele ser difícil tener una visión clara 
del problema y consecuentemente deberán usarse métodos vec¬ 
toriales para la solución. El producto punto define un método 
particular de ''multiplicar" dos vectores y se usa para resolver 
problemas como los mencionados. 



El producto punto de los vectores A y B, lo que se escribe 
A * 11, y se lee *A punto ll'\ se define como el producto de las 
magnitudes de A, de B, y ei coseno del ángulo entre los segmen¬ 
tos representativos de los vectores, figura 2.43. Expresado en for¬ 
ma de ecuación, 


A ti = AB eos & 


(2.14) 


donde 0 o < 6< 180°. El producto punto suele llamarse producto 
escalar de los vectores porque el resultado es un escalar, no un 
vector. 


Leyes de operación 

1. Ley conmutativa; 


A * B “ B * A 

2. Multiplicación por un escalar: 


a(A B) - (a Ay B =A ■ (sB) - (A - B )a 


3. Ley distributiva: 


A * (B + D) = (A 1 B) + (A - D) 
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Es fácil demostrar las dos primeras leyes utilizando la ecuación 
2.14. La demostración de la ley distributiva se deja como ejerci¬ 
cio (véase el Prob. 2.97). 

Formulación en términos de vectores cartesianos. La 
ecuación 2.14 puede usarse para encontrar el producto escalar 
para el caso de los vectores unitarios cartesianos. Por ejemplo 
i ¡ *• (l)(l)c05 0 a e i ■ j = (l)(l)c05 90° = 0. Análogamente, 


i i=l j j=l k k = l 

i j = 0 i - k = D k ■ j = 0 


Estos resultados no deberán memorizarse; en lugar de ello, de¬ 
berá entenderse claramente cómo se obtienen. 

Considérese ahora el producto escalar de dos vectores en gene¬ 
ral, A y B, expresados en forma vectorial cartesiana. Tenemos 

A • B - + 4 J MJO • C B¿ + B y j + B,k) 

=AA('y ■ i) +AJBfy j) + M(i'k) 

+■ AyBÁi • i) + AyByi j • j) + AyBÁ\ ■ k) 

+AM k ■ i)+A¿$ri)+A£¿k ■ k) 

Realizando las operaciones, el resultado final viene a ser 


A • li =AJS, + AjB t +AB r 


(2.15) 


Por tanto , para determinar el producto escalar de dos vectores car¬ 
tesianos, se multiplican sus componentes correspondientes x, y, z, y 
se suman estos productos algebraicamente. Como el resultado es 
un escalar, deberá tenerse cuidado de no escribir ningún vector 
unitario en el resultado. 


Aplicaciones, El producto escalar tiene dos aplicaciones im¬ 
portantes en la mecánica. 


L El ángulo que se forma entre dos vectores o rectas con un pun¬ 
to en común. El ángulo entre los vectores A y B en la figura 
2.43 puede determinarse de la ecuación 2.14 y escribirse 
como 


& ^ eos* 1 


(A - 
AB 


0* < 6 < 180“ 


Aquí A B se calcula por medio de La ecuación 2J5. En par¬ 
ticular, debe observarse que si A ■ B = 0, 6 - eos” 1 0 - 90°, 
de modo que A será perpendicular a li t 
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i 

i 


Ai 

A/ 



xr d 


A| f = A coü 0 « 


Fig. 2*44 


2. Las componentes paralela y perpendicular de un vector respec¬ 
to a una recta dada. La componente del vector A, paralela o 
colineal con la recta aa 1 en la figura 2*44, se define como A u 
donde A n =A eos 8 * Esta componente suele llamarse la pro¬ 
yección de A sobre la recta, porque en la construcción se for¬ 
ma un ángulo recto* Si la dirección y sentido de la recta se 
especifica con el vector unitario u, entonces, ya que u = 1 po¬ 
demos determinar .4,, directamente del producto escalar 
(ecuación 2.14); esto es 


A^^A eos 8= A* ii 


Así, la proyección escalar de Xa ¡o largo de la recta está deter¬ 
minada a partir del producto escalar de Ay el vector unitario u 
que define la dirección y el sentido de la recta . Debe observar¬ 
se que si el resultado es positivo, A apunta al mismo lado 
que it, y en sentido contrario, siA^ es negativo* La compo¬ 
nente Aj| representada como vector es, por tanto, 


A| = A eos 0 u = (A * u)u 


Nótese que la componente de A perpendicular a la recta aa' 
puede obtenerse también, figura 2.44. Ya que A = Aj + A ± , te¬ 
nemos A x = A - A„* Dos formas de obtener A x serían deter¬ 
minar & del producto escalar, 6 = cos’l (A * u¿4) y entonces 
A L =A sen 8 : De manera alternativa, si A^ es conocida, en¬ 
tonces por el teorema de Pitagoras podemos escribir tam¬ 
bién/l i = JA 2 -A¡ 

Las dos aplicaciones precedentes se ilustran numéricamente 
en los problemas de ejemplo que siguen. 
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■ Ejemplo 2-18 

La estructura que se ve en la figura 2A5a está sujeta a 
una fuerza horizontal F = {300j} N que actúa en la esquina 
superior. Determine la magnitud de las componentes de 
esta fuerza, una paralela y la otra perpendicular ai 
elemento,d¿L 




La magnitud de Ja componente F a lo largo de AB es 
igual ai producto escalar de F y el vector unitario u B que 
define la dirección de AB y figura 2A5h . Dado que 2*45 

r n 2i + 6j + 3k 

-■ i ■ Twmm ' °- 2861 *°' 875J * °- 429k 

Se tiene 

F ab = F eos 6= F • u fl = (300J) ■ (0.2861 + 0.857 + j + 0.429k) 

- (0X0.286) + (300X0.875) + (0X0.429) 

= 257.1 N 

Como el resultado es un escalar positivo , V AB “apunta" 
hacia el mismo lado que u B , figura 2.456. 

Si se expresa F^ en forma vectorial cartesiana, 
tenemos 

= F„ii a = 257.1 N(0.286¡ + 0.857j + 0.429k) 

= {73.5i + 220f + 110k} N Resp . 

La componente perpendicular, figura 2.456 es, por 
tanto 

Fi - F - F m = 3001-(73.51 + 220j + llOk) 

= {-73.5Í + 80j - 110k} N 

Su magnitud puede determinarse ya sea a partir de este 
vector, o' del teorema de Pitágoras, figura 2.456: 

F l = JF--F ab 

- /{300) ¿ - (257.1 ) 2 

= 155 N Resp. 
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2,19 

El tubo que se ve en la figura 2A6a está sujeto a la fuerza 
F = 80 Ib en su extremo B. Determíne el ángulo 6 entre F y el 
segmento tubular BA , y la magnitud de las componentes de F 
que son paralela y perpendicular, respectivamente, a BA. 

SOLUCIÓN 

Ángulo 6. Se determinan primero los vectores deposición 
colineales con BA y BC. 

r fl< = í-2i - 2j + lk} ft 
r sc = í-3j + lk} ft 



Así, el ángulo Centre sus segmentos representativos es 

cos e= • r Bc = (-2X0 1 ± (-2X-3) ± (1X1) 

r BA r BC 3/TÜ" 


= 0.7379 
0=42.5° 


Resp. 


Componentes de F. Debemos formular primero el vector unita¬ 
rio a lo largo de BA y la fuerza F como vectores cartesianos. 


F =80 Ib 


(a) 


_ t _ba _ -2i-%i + lk _ 2 a 2a Ja 
r M 3 3 l 3 J 3 k 


F = 80 Ib (—1 = goí- t^ -l = -75.89j 25.30k 
r B c »10 


Así, 


F [iA = F ■ u u = (-75.89J + 25.30k) ■ 

= 0 + 50.60 + 8.43 
= 59.0 Ib 


2 - 2 . 1 . 
"3 1 ' 3 J 3 k 


X 


Ans. 


Ya que 0 se calculó en la figura 2.466, este mismo resultado 
puede obtenerse directamente por trigonometría . 

-___ y F ñA = SO cos 42.5° = 59,0 Ib Resp. 

Verificamos la validez de ambas soluciones usando el produc¬ 
to escalar para ver que 

Fuá = F • u BA = F(l)cos0 


(b) 


También 



Fig. 2.46 


F± = Fsen0 
= 80 sen 42.5° 

= 54.0 Ib Resp* 
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PROBLEMAS 


2*97* Para tres vectores A, B y D demuestre que 2.102. Determíne la magnitud de la proyección del 
A ■ (B + D) = (A - B) + (A ■ D). vector de posición r a lo largo del eje Oa. 

2*98* Determine el ángulo Centre los dos vectores de 
posición. 

2.99. Determine la proyección del vector n en la di¬ 
rección de rz. Exprese el resultado como vector car¬ 
tesiano. 


Z Z 




Probs. 2.98/2.99 


*2.1Ü(X Determine el ángulo Centre los dos vectores Prob. 2.102 

de posición. 

2 .101. Determine la proyección del vector n en la di- 2.103. Determine ía magnitud de la proyección del 

rección de n- Exprese el resultado como vector car- vector de posición r a lo largo del eje Oa. 

tesiano. 
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* 2,104, Se aplica una fuerza de F = 80 N al mango de 2.107, Determíne las magnitudes de las proyecciones 
una llave. Determine el ángulo 6 entre el segmento de la fuerza F * SOi + 3üj + 2Gk} ib en la dirección 

representativo de la fuerza y el mango Afl. de los cables AB y AC> 

2.105, Se aplica una fuerza F = 80 N al mango de la 
llave. Determine las magnitudes de las componentes 
de la fuerza que actúa a lo largo del eje AB del man¬ 
go de la llave y perpendieularmente a dicho eje. 



Probs, 2,104/2,105 


2.106, Una fuerza F = {— 40k} Ib = í-4Ük} Ib actúa 
en el extremo del tubo. Determine las magnitudes de 
las componentes Fi y F? que actúan, una a lo largo 
del eje del tubo y la oira perpendicularmente. 


z 



z 



Prob, 2,107 


* 2,108, Determine la magnitud de la proyección de la 
fuerza de 150 Ib que actúa a lo largo del eje BC del 
tubo. 

2,109. Determine el ángulo 6 entre los segmentos tu¬ 
bulares BA y BC. 



Prob, 2.106 


Probs, 2.108/2,109 
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PROBLEMAS 73 





2*110. Determíne el ángulo 0 entre ios cables AB y 

Aa 

2.111* Si F tiene una magnitud de 55 Ib , determine la 
magnitud de su proyección que actúa a lo largo del 
eje x y a lo largo del cable AC. 


2*114* Dos cables ejercen fuerzas sobre el tubo. De¬ 
termine la magnitud de la proyección de Fi a lo largo 
de la línea de acción de F 2 * 

2.115. Determine el ángulo Centre los dos cables su¬ 
jetos al tubo. 


F^SOIb 


Probs, 2.110/2.111 


*2.112* Determine ios ángulos 8y & entre el eje OA 
del poste y cada cable, y AC. 

2113. Los dos cables ejercen sobre el poste las fuer¬ 
zas que se muestran* Determine la magnitud de la 
proyección de cada fuerza que actúa a lo largo del eje 
OA del poste. 


Probs* 2.114/2.115 


* 2*116* La fuerza F = {25¡ - 50j + 10k} N se ejerce 
en el extremo de A del ensamble tubular. Determine 
las magnitudes de las componentes y que ac¬ 
túan a lo largo del eje AB y perpendicularmente al 
mismo. 


Prob* 2.116 


Probs. 2.112/2.113 
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74 CAP. 2 VECTORES DE FUERZA 


PROBLEMAS DE REPASO 


2.117* La puerta se mantiene abierta por medio de 
dos cadenas. Si las tensiones en AB y CD son 
F a = 300 N y F c = 250 N respectivamente, exprese cada 
una de estas fuerzas en forma vectorial cartesiana. 



x 


Frob. 2.117 


2.118* Exprese cada fuerza que se ejerce sobre la ar¬ 
mella roscada como vector cartesiano y determine la 
magnitud y orientación de la fuerza resultante. 

2.119. Utilice la ley del paralelogramo para determi¬ 
nar la magnitud de la fuerza resultante que actúa so* 
bre la armella. Determine su orientación, medida en 
el sentido contrario al de las manecillas del reloj a 
partir del eje x positivo. 


2.120. La columna vertebral ejerce una fuerza verti¬ 
cal de 110 Ib sobre la articulación sacrolumbar de una 
persona que está de pie y erecta. Determine las mag¬ 
nitudes de las componentes de esta fuerza dirigidas 
perpendicularmente a la superficie del sacro, eje v, y 
paralelamente, eje 



2.121. cuerda AB ejerce una fuerza de 
F = {12i + 9f-8k} Ib sobre el gandío. Si la cuerda mi¬ 
de 8 ft de largo, determine la localización x, y del 
punto de amarre B , y la altura z del gancho. 

2.122. La cuerda ejerce una fuerza de F - 30 Ib sobre 
el gancho. Si la cuerda mide 8 ft de largo, z - 4 ft, y la 
componente* de la fuerza es F x = 25 Ib, determine la 
localización x, y del punto B donde está sujeta la 
cuerda a) suelo. 
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2.123* Determine la magnitud de la proyección de la 
fuerza F a lo largo del eje Oa . 



Prob. 2,123 


2.124. Exprese cada una de las tres fuerzas que ac¬ 
túan sobre la columna en forma vectorial cartesiana y 
determine La magnitud de la fuerza resultante. 

Prob, 2.124 


y 



2*125. Determine el ángulo 0(0° < 90°) para el ca¬ 

ble AB, de modo que la fuerza vertical de 500 N ten¬ 
ga una componente de 200 N dirigida a lo largo del 
cable AB de A a B. ¿Cuál es la componente corres¬ 
pondiente para la fuerza que actúa a lo largo del ca¬ 
ble CB ? Considérese & = 60°. 

2*12tí. Determine el ángulo <P(0 fr á <P£90*) entre los 
cables BA y BC, de modo que la fuerza vertical de 
500 N tenga una componente de 250 N que actúa a lo 
largo del cable CB , de C a B. Considérese 0-60°. 



Proba. 2.125/2 J 26 


Prob. 2.124 
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Equilibrio de una partícula 


En este capítulo se aplicaran los métodos para resolver una 
fuerza en componentes y expresar una fuerza coma un vector 
cartesiano a la solución de problemas relacionados con el 
equilibrio de una partícula. Para simplificar la exposición se 
considerará primeramente el equilibrio de una partícula para 
un sistema de fuerzas coplanares concurrentes. En la parte fi¬ 
nal del capítulo se estudiarán problemas de equilibrio relacio¬ 
nados con sistemas de fuerzas concurrentes en tres dimensio¬ 
nes. 


3.1 Condición para el equilibrio de una partícula 


Una partícula esta en equilibrio siempre y cuando su estado sea 
de reposo, si originalmente estaba en reposo, o tenga velocidad 
constante, si originalmente estaba en movimiento. Lo más usual, 
sin embargo, es decir que está en “equilibrio” , o más específica¬ 
mente, en “equilibrio estático” tratándose de un objeto en repo¬ 
so. Para mantener un estado de equilibrio, es necesario satisfacer 
la primera ley del movimiento de Newton, que afirma que si la 
[nena insultante que actúa sobre la partícula es cero , entonces la 
partícula está en equilibrio. Esta condición se puede enunciar 
matemáticamente como 


EF = 0 


(3-1) 
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donde EF es la suma vectorial de todas las fuerzas que actúan so¬ 
bre la partícula. 

No sólo es necesaria la condición de la ecuación 3,1, sino 
que es también suficiente , Esto se sigue de la segunda ley del mo¬ 
vimiento de Newton que puede escribirse EF = /na. Ya que el sis¬ 
tema de fuerzas satisface la ecuación 3.1 t entonces ma - 0 y, por 
tanto, la aceleración de la partícula a = 0; consecuentemente* la 
partícula se mueve con velocidad constante o permanece en 
reposo. 


3.2 El diagrama de cuerpo libre 


Para aplicar la ecuación de equilibrio correctamente se deben to¬ 
mar en cuenta todas las fuerzas conocidas y desconocidas (EF) 
que actúan sobre la partícula. La mejor manera de hacerlo es tra¬ 
zar el diagrama de cuerpo libre. Éste es un bosquejo donde la 
partícula se representa aislada o 'libre 11 de su entorno. En este 
croquis es necesario mostrar todas las fuerzas que actúan sobre 
la partícula. Una vez trazado este diagrama será fácil aplicar la 
ecuación 3.1. 

Antes de presentar un procedimiento formal para el trazado 
de un diagrama de cuerpo libre, trataremos acerca de dos tipos de 
conexiones frecuentemente encontradas en problemas de equili¬ 
brio de partículas. 

Resortes* Si se usa como soporte un resorte elástico lineal , la 
longitud del resorte cambiará en proporción directa con la fuerza 
que actúa en el mismo. Una característica que define la “elastici¬ 
dad 1 " del resorte es la constante del resorte o su rigidez k. Especí¬ 
ficamente, la magnitud de la fuerza desarrollada por un resorte 
elástico lineal cuya constante de resorte es k y se deforma (se 
alarga o acorta) una distancian medida a partir de su posición sin 
carga, es 


F = ks 


(3.2) 


Nótese que s se determina por la diferencia entre la longitud del re¬ 
sorte deformado / y la longitud del resorte no deformado l B , esto es, 
i = l - De manera que si s es positiva, F “tira” el resorte, mientras 
que si s es una cantidad negativa, F lo empuja, Por ejemplo, el re¬ 
sorte de la figura 3.1 tiene longitud indeformada l„ - 0.4 m y cons¬ 
tante de resorte k = 500N/m. Para estirarlo de modo que / = 0.6 m, 
se requerirá una fuerza F = ks = (500 N/m)(0.6 m -0.4 m)= 100 N. 
Así también para comprimirlo a una longitud / = 0,2 m, se necesi- 
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ta una fuerza F — ks — (500 N/m)(0.2m - (X4m) = - 100 N, figura 

3 . 1 . 



Fig* 3*1 


Cables y poleas. En todo el libro, exceptuando la sección 7.4, 
todos los cables (o cuerdas) se suponen de peso despreciable e 
inextensibles. Un cable sólo puede soportar una tensión o fuerza 
“tirante” y esta fuerza actúa siempre en la dirección del cable. 
En el capítulo 5 se mostrará que la fuerza de tensión desarrolla¬ 
da en un cable continuo que pasa por una polea sin fricción debe 
tener magnitud constante para mantener el cable en equilibrio. 
Así, para todo ángulo éíque se muestra en la figura 3.2, el cable 
está sujeto a una tensión constante T en toda su longitud. 



T 


Fig. 3.2 
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PROCEDIMIENTO PARA TRAZAR UN 
DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

Puesto que debemos lomar en cuenta todas ias fuerzas que 
actúan sobre la partícula, la importancia de trazar un diagra¬ 
ma de cuerpo libre antes de aplicar la ecuación de equilibrio 
a la solución de un problema no puede ser menospreciada* 
Para construir un diagrama de cuerpo libre son indispensa¬ 
bles los tres pasos a continuación. 

Paso L Imagine la partícula aislada o "cortada” de su entor¬ 
no. Trace o bosqueje su forma. 

Paso 2 . Indique sobre el croquis todas las fuerzas que actúan 
sobre ta panícula, Estas fuerzas pueden ser fuerzas activas, 
que tienden a poner la partícula en movimiento, como las 
causadas por cables atados, el peso, o la interacción magné¬ 
tica o electrostática. También existen las fuerzas reactivas, co¬ 
mo las causadas por las restricciones o soportes que tienden 
a impedir el movimiento. Para tomar en cuenta todas estas 
fuerzas puede ayudar el recorrido de la frontera de la par¬ 
tícula, anotando con cuidado cada fuerza que actúa sobre 
ella. 

Paso 3, Las fuerzas que son conocidas deberán etiquetarse 
con sus magnitudes y direcciones apropiadas. Se usaran le¬ 
tras para representar las magnitudes y direcciones descono¬ 
cidas de las fuerzas. En particular, si una fuerza tiene línea 
de acción conocida pero magnitud desconocida, la "punta de 
la flecha” que define el sentida de la fuerza se tomará arbi¬ 
trariamente. El sentido correcto aparecerá obvio tras resol* 
ver y encontrar la magnitud desconocida. Por definición, la 
magnitud de una fuerza es siempre positiva de modo que, si la 
solución da un escalar "negativo”, eí signo menos indica que 
la punta de la flecha o sentido de la fuerza es opuesto al ini¬ 
cialmente supuesto. 

Los dos ejemplos siguientes ilustran la aplicación de los pa¬ 
sos recién expuestos. 
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■ Ejemplo 3.1 

La caja que se ve en la figura 3.3 a tiene un peso de 20 Ib. 
Trace un diagrama de cuerpo libre de la caja, de la cuerda 
BD , y del anillo situado en B. 



SOLUCIÓN 

Si imaginamos la caja aislada de su entorno, entonces por 
inspección vemos que sólo hay dos fuerzas que actúan sobre 
la misma, a saber, la fuerza de gravitación o peso de 20 Ib, y la 
fuerza de la cuerda BD. El diagrama de cuerpo libre se mues¬ 
tra en la figura 3.3 b. 

Si la cuerda BD se aísla, entonces hay sólo dos fuerzas 
que actúan sobre ella, figura 3.3c, a saber, la fuerza de la co¬ 
nexión en la parte superior de la caja, F D , y la fuerza F /¿ en B 
causada por el anillo. Como estas fuerzas tienden a estirar la 
cuerda, podemos decir que la cuerda esta en tensión . (Éste de¬ 
be ser el caso, pues fuerzas de compresión aplastarían la cuer¬ 
da.) 

Cuando el anillo en B se aísla de su entorno, se ve que ac¬ 
túan tres fuerzas sobre él. Todas estas fuerzas son causadas 
por las cuerdas atadas al mismo, figura 33d. Obsérvese que 
F fi , aquí mostrada, es igual pero opuesta a la que se muestra 
en la figura 3.3c, lo que es consecuencia de la tercera ley de 
Newton. 


F^,{h»erM do la cuerda en la caja) 



F„ (fuerza del anillo^ en la cuerda; 


"I 

f D ■ (fuerza de la caja en la cuerda) 
<C) 


F, (fuerza de la cuerda BA en el anillo) 



F r (fuerza de la cuerda 
BC en el anillo) 


F h (fuerza de la cuerda BD en el anillo) 


<d) 


Fig. 3.3 
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I Ejemplo 3.2 ■■■■■■■■i 


La esfera de la figura 3.4 a tiene masa de 6 kg y está 
soportada como se aprecia en la figura. Trace un diagrama de 
cuerpo libre de la esfera y la unión en C. 



SOLUCIÓN 

Hay dos fuerzas que actúan sobre la esfera, a saber, su 
peso y la fuerza P de la cuerda CE. La esfera tiene un peso de 
(6 kg)(9.81 m/s 2 ) = 58.9 N. Su diagrama se muestra en la figura 
Fig.3.4 3.46. 

Al examinar vemos que hay tres fuerzas que actúan en el 
nudo en C. Son causadas por las cuerdas CBA y CE, y el 
resorte CD. Así, el diagrama de cuerpo libre del nudo es como 
se muestra en la figura 3.4c. 


3.3 Sistemas de fuerzas coplanares 


Muchos problemas de equilibrio de una partícula suponen un 
sistema de fuerzas coplanares. Si las fuerzas se encuentran en el 
plano x-y, pueden resolverse cada una en sus respectivas com¬ 
ponentes i, j y la ecuación 3.1 se escribe como 


£F “ 0 
IF,l + EF,j-0 


Para que sea satisfecha esta ecuación vectorial deben anular¬ 
se las componentes x y y pues en caso contrario £F * 0, Por tanto, 
se requiere 

http://librosysolucionarios.net 











SBC 3.3 SISTEMAS DE FUERZAS COREANA RES 83 


EF, = Q 
Lf, - n 


(3-3) 


ecur/c/cwar m/a/n de equilibrio a fuman que la suma alge¬ 
braica de fas componentes x, como de fas componentes y> de lodos 
fas fuerzas que actúan sobre la panícula debe ser igual a cero. Co¬ 
mo consecuencia, jas ecuaciones. 3.3 pueden resolverse para 
cuando más, dos incógnitas, generalmente representadas como 
ángulos y magnitudes de fuerzas que se muestran en el diagrama 
de cuerpo libre de la partícula. 

Notación escalar. Puesto que cada una de las dos ecuaciones 
de equilibrio requiere la resolución de las componentes vectoria¬ 
les a lo largo de un eje especificado (x o y) vamos a usar notación 
escalar para representar las componentes al aplicar estas ecua¬ 
ciones. AI hacerlo, el senlído de cada componente se loma en 
cuenta con un signo algebraico que corresponde al sentido de la 
punta de la Hecha de la componente, como gráficamente se indi¬ 
ca en el diagrama de cuerpo libre. En particular sí una compo¬ 
nente de fuerza tiene magnitud desconocida, entonces se puede 
suponer el sentido de la punta de la flecha. Dado que la magni¬ 
tud de una fuerza es siempre positiva t entonces si la solución da 
un escalar negativo^ esto indica que el sentido de la fuerza como 
aparece en el diagrama de cuerpo libre es opuesto al que se 
supone. 


O 


f 


ION 


. 3,5 


Por ejemplo, considere el diagrama de cuerpo líbre de la 
partícula sujeta a dos fuerzas como se ve en la figura 3.5. Por 
motivos de exposición, se supone que la fuerza desconocida P ac¬ 
túa hacia la derecha para mantener el equilibrio. Al aplicar la 
ecuación de equilibrio a lo largo del eje.r se obtiene 



+ F +1ÜN = G 
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Ambos términos son “positivos” dado que las dos fuerzas actúan 
en la dirección positiva del ejeje como se indica por la flecha si¬ 
tuada a un lado de la ecuación. Al resolver esta ecuación, 
F = “10 N. Aquí el signo negativo se refiere al hecho de que F en 
la figura 3.5 se muestra opuesta a la dirección real. En otras pala¬ 
bras, F debe actuar hacia la izquierda para mantener la partícula 
en equilibrio. Obsérvese que si el ejex positivo en la figura 3.5 se 
dirigiese hacia la Izquierda, serían negativos ambos términos de 
la ecuación, pero nuevamente F = - 10 N, indicando que F ten¬ 
dría que apuntara la izquierda. 

PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El procedimiento siguiente ofrece un método para resolver 
problemas de fuerzas coplanares que suponen una partícula 
en equilibrio: 

Diagrama de cuerpo Ubre. Trace un diagrama de cuerpo libre 
de la partícula. Como se señaló en la sección 3.2, esto re¬ 
quiere que se escrihan o indiquen en el diagrama todas las 
magnitudes conocidas y desconocidas de las fuerzas. El 
sentido de una fuerza de magnitud desconocida puede ser 
supuesto, 


Ecuaci ones de equ i ti brío . T race íos ejes a, y en cualquier direc¬ 
ción que resulte conveniente y aplique las dos ecuaciones de 
equilibrio, ZF X = 0, y ZF y = 0. Las componentes son positivas 
s¡ se dirigen en el mismo sentido que los ejes, y negativas en 
caso contrario. Si hay mas de dos incógnitas y el problema 
comprende un resorte, aplique F-ks (ecuación 3.2) para 
relacionar la deformación s del resorte con la fuerza del 
mismo. 


El siguiente ejemplo ilustra este procedimiento de solución 
numéricamente. 
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I Ejemplo 33 


Determine la tensión en las cnerdas AB y AD para el 
equilibrio de la caja de 10 kg de la figura 3.6ra. 

SOLUCIÓN 

El diagrama de cuerpo libre de la caja se muestra en la 
figura 3.66. Aquí el peso de la caja es (10 kg)(9.81 m/s 2 ) - 98,1 
N. En consecuencia, la fuerza de la cuerda CA sobre la caja 
debe también ser igual a 98,1 N para que esté en equilibrio. 
Por la tercera ley de Newton es igual pero opuesta en sentido 
al actuar en la cuerda CA, figura 3.6 c y, por tanto, la cuerda 
se mantiene en equilibrio por la fuerza de 98.1 N del anillo. 
La fuerza en las cuerdas AB y AD podrá obtenerse ahora in¬ 
vestigando el equilibrio del anillo en A, porque esta “partícu¬ 
la” está sujeta a la acción de esas dos fuerzas* 

Diagrama de cuerpo libre . Como se aprecia en la figura 3 ,6d, 
hay tres fuerzas concurrentes que actúan sobre el anillo. Las 
tensiones y T D tienen magnitudes desconocidas pero 
direcciones conocidas, La cuerda AC ejerce una fuerza hacia 
abajo en y! que es igual a 98 J N , ¿Por qué? 

Ecuaciones de equilibrio que las ecuaciones de equilibrio 
requieren sumas de las componentes x y las componentes y de 
cada fuerza, T B debe resolverse en sus componentes corres¬ 
pondientes. Estas componentes, que aparecen en línea pun¬ 
teada en el diagrama de cuerpo libre, tienen magnitudes de T ñ 
eos 30° y T b sen 30°, respectivamente. Sí se aplican las ecua¬ 
ciones de equilibrio, tenemos 

= r fi cos30°~;r D = o (i) 

+ T ZF y = 0; T & sen 30° - 98.1 - 0 (2) 

Ai resolver la ecuación (2) en T B y sustituir en la ecuación (1) 
para obtener T& se tendrá 


T 8 = 196 N Resp. 

T d = 170 N Resp . 

La precisión de estos resultados depende, desde luego, de 
la precisión de los datos; esto es, de las medidas geométricas y 
mediciones de cargas. Para el trabajo de ingeniería casi siem¬ 
pre, en un problema de este tipo, bastarían los datos con pre¬ 
cisión de tres cifras significativas. También debe notarse que 
se ha hecho caso omiso de los pesos de las cuerdas, cosa por 
demás razonable, ya que no serían considerables en compara¬ 
ción con el peso de la caja. 



98,1N (ftier¿a de In cuerda sobre 



98,1N ípe^o de ]rt caja) 

íb) 


9ÍS-. 1N í fuerza del anilln en la cuerda) 

A 

C 

98. I N (fuma ile la caja en la cuerdo) 
íc) 



98. IN 


Fig. 3.6 
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■ Ejemplo 3.4 



1 Tuerza iJc Jet cuerda sobe eJ 
anillo E) 

jTuerza del anillo E en b 
cuerda) 


•-V 

3S.6 Ib* 


Y 


{Tuerza del anillo C en b 
-18 .ó Ib cuerda) 

(fuerza de Ja cuerda en el 
anillo O 
id) 


Fíg.3.7 


Si el cilindro en A en la figura 3.1a tiene un peso de 20 Ib, 
determine el peso del cilindro en B y la fuerza en cada cuerda 
requerida para mantener el sistema en la posición de equili¬ 
brio. 

SOLUCIÓN 

Ya que se conoce el peso de A, se determinarán las 
tensiones desconocidas en las cuerdas EG y EC, investigando 
el equilibrio del anillo en E. ¿Por qué? 

Diagrama de cuerpo libre. Hay tres fuerzas que actúan sobre E, 
como se ve en la figura 3.1b. 

Ecuaciones de equilibrio. Al resolver cada fuerza en sus 
componentes x, y y, mediante trigonometría y aplicando las 
ecuaciones de equilibrio, tenemos 

i LF X = 0; T eg sen 30° - T EC eos 45° = 0 (1) 

+t LF y » 0; T m eos 30° - T tc sen 45° - 20 = 0 (2) 

Si se resuelve la ecuación 1 para obtener T EC en términos de 

T ec y se sustituye el resultado en la ecuación 2, nos permitirá 
obtener una solución de T EC . Después se obtiene T Ea de la 
ecuación 1. Los resultados son 

Tec = 38.6 Ib Resp. 

T eg = 54.6 Ib Resp. 

Si se usa el resultado calculado para puede ahora investi¬ 
garse el equilibrio del anillo en C para determinar la tensión 
en CD y el peso de 

Diagrama de cuerpo libre . Como vemos en la figura 3 Je, T EC = 
38,6 Ib "tira” de C La razón queda clara al trazar el diagrama 
de cuerpo libre de lá cuerda CE y aplicar el equilibrio y el 
principio de que la acción es igual pero opuesta a la reacción 
(tercera ley de Newton), figura 3,7 d. 

Ecuaciones de equilibrio . Si se toma en cuenta que las 
componentes de Tez? son proporcionales a la pendiente de la 
cuerda como se define mediante el triángulo 3-4-5, tenemos 


i, LF r = 0; 38.6 eos 45° - (í)T CD = 0 (3) 

+ T ZF y = 0; (¡)T cd + 38.6 sen 45° - W B = 0 (4) 

A! Resolver la ecuación 3 y sustituir el resultado en la 
ecuación 4 se obtiene 

Tqj - 34.1 Ib Resp. 

W B = 47.8 Ib Resp. 
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Ejemplo 3,5 

Determino la longitud requerida de la cuerda AC en la li¬ 
go ra 3,8 ít, de modo que la lampara de 8 kg esté suspendida en 
la posición que se muestra. La longitud indefornada deí resor¬ 
te AB es l' AB = 0.4 m* y el resorte tiene rigidez de = 300N/m. 


|-— 2 iti --j 




SOLUCIÓN (a) 

Si la fuerza en el resorte es conocida, puede hallarse el es¬ 
tiramiento del resorte (F = ks). Si se emplea la geometría del 
problema, es posible calcular la longitud requerida útAC. 

Diagrama de cuerpo libre . La lámpara tiene un peso 
¡^=8(9.81) 78 t 5 N. El diagrama de cuerpo libre del anillo en 
A se muestra en la figura 3.86. 

Ecuaciones de equilibrio 

i* LF, = 0; J AB - T ac eos 30° - 0 

+ t £ F y => 0; T AC sen 30 ü - 78.5 = 0 

A! resolver, obtenemos 

T ac = 157.0 N 
= 136.0 N 

El estiramiento del resorte AB es, por tanto, 

T A j¡ = k AR s AB \ 136.0 N = 300 N/ infJLiJí) 
s AB = 0.453 m 

de modo que ía longitud extendida es 

Un ~ / AB + S Afí 

l AB = 0.4 m + 0.453 m - 0.S53 m 
La distancia horizontal de C a B, figura 3.8 a, requiere 


Resp . 


2m = l AC eos 30° + 0.853 m 
¡ac ~ 1*32 m 
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PROBLEMAS 

3.1. Determine las magnitudes de F] y ¥2 de modo * 3.4 La partícula está sujeta a la acción de cuatro 
que la partícula esté en equilibrio. fuerzas coplanares. Determine Sa magnitud de F y la 

orientación 6 de la fuerza de 750 N para que haya 
equilibrio. 


500 N 


JT 



Prob, 3.1 



750 N 


3.2. Determine la magnitud y orientación de 0de ma¬ 
nera que la partícula esté en equilibrio. Prob. 3.4 


y 



3,3, Determine la magnitud y orientación 0 de F de 
modo que la partícula esté en equilibrio. 


y 



3,5. Los miembros de una armadura están conecta¬ 
dos por una clavija en la unión O como se muestra. 
Determine las magnitudes de Fi y F? para el equili¬ 
brio. 



Prob. 3.5 
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PROBLEMAS 8Y 





Prob. 3,6 


Pi ub. 3,8 


3.7. Determine la carga máxima que puede suspen¬ 
derse sin exceder una tensión de 780 Ib en el cable 
ABoAC 


3.9. La acción de los cables consiste en reforzar la ar¬ 
madura estructural, Si el cable AB ejerce una fuerza 
de Fab = 60 Ib sobre el anillo A , determíne la fuerza 
en los cables AC yAD . 


Prob. 3.7 


Prob. 33 


3.6. La junta de una armadura metálica ligera se for¬ 
ma remachando cuatro escuadras a la placa de Ja ar¬ 
madura. Si se conoce la fuerza en los miembros A y 
C r determine las fuerzas Fn y Fn que actúan sobre los 
miembros B y D para el equilibrio. El sistema de 
fuerzas concurre en el punto O . 


3.H. Determine la fuerza en los cables AB y AC necc 
saria para soportar el artefacto luminoso de 15 kg. 


4kN 


2 kN 
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90 CAP. 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


3.10, La eslinga sirve para sostener una viga que pesa 
900 Ib. Determine la fuerza en los cables AB y AC 
para el equilibrio. 


3.13. Un tanque de 200 ib está suspendido por medio 
de un cable de 6 ft de longitud sujeto a los lados del 
tanque y pasa por la pequeña polea situada en O. Si 
el cable puede sujetarse en A y B o bien en C y D t de¬ 
termine cuál de las dos posibilidades da una tensión 
menor en el cable. ¿De cuánto es esta tensión? 



3,11. Determine las fuerzas en los cables AC y AB 
que son necesarias para mantener en equilibrio el ci¬ 
lindro de 20 kg. Considere F = 300 N y d = 1 m. 

*3.12. El cilindro D tiene una masa de 20 kg. Si se 
aplica una fuerza de F = 100 N horizontal mente al 
anillos, determine la máxima dimensión d para que 
la fuerza en el cable AC sea cero. 



Prob.3.13 


3.14. Determine el peso máximo de! motor que pue¬ 
de ser soportado sin exceder una tensión de 450 Ib en 
el cable AB y de 480 Ib en el cable AC. 



Frobs. 3.11/3.12 Prob. 3.14 
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PROBLEMAS 91 


3.15. El platillo y su contenido puestos en la balanza 3.17. Determine el alargamiento de cada resorte para 
tienen un peso de 10 Ib. Si cada resorte tiene una Ion- el equilibrio del bloque de 20 kg. Los resortes apare- 
gitud indeformada de 4 ft y rigidez de A: = 5 Ib/ft, de- cen en sus posiciones de equilibrio, 
termine el ángulo #para el equilibrio. 



5 V ñ 


k =5ib/ri 


Prub, 3.15 



4 tu 

k Áñ = 300 N/m 


= 200 N/m 


Prob.3.17 


* 3.16. La cuerda elástica (o resorte) ABC tiene rigidez 
de 500 N/m y longitud no extendida de 6 m. Determi¬ 
ne la fuerza horizontal F aplicada a la cuerda, atada a 
la pequeña polea B, de manera que el desplazamiento 
de la polea a partir de los soportes sea d = L5m. 



3J8. Se colocan tres cargas en las cuerdas ligeras e 
inextensibles* Si las cuerdas pasan por poleas peque¬ 
ñas sin fricción, determine la distancia s para la posi¬ 
ción de equilibrio. 



Prob.3.18 
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92 CAR 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


3.19. Determine la fuerza que se requiere en cada 
cuerda para el equilibrio de la cubeta que tiene una 
masa de 60 kg. 



*3.20, El tubo tiene un peso de 150 Ib y está sostenido 
por las seis cuerdas atadas, como se muestra. Deter¬ 
mine la tensión en cada cuerda y el ángulo 6 en DC 
para el equilibrio. La cuerda BC es horizontal. Suge¬ 
rencia: Analice el equilibrio de ios nudos en el orden 
siguiente:^, B , C, usando los resultados previos. 


3-21. Las dos esferas^ y B tienen peso igual y están 
electrostáticamente cargadas de manera que la fuer¬ 
za de repulsión que actúa entre ellas tiene magnitud 
de 0.006 Ib y se dirige por la línea segmentada. De¬ 
termine el ángulo 6, la tensión en las cuerdas, y el 
peso JKde cada esfera. 



3.22. Demuestre el teorema de Lamí . Éste afirma que 
si tres fuerzas concurremes están en equilibrio, cada 
una es proporciona] al seno del ángulo de las otras 
dos. Es decir. P¡ sen a - (?/sen p = /í/sen y. 



Prob.3.20 


Prob.3.22 
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PROBLEMAS 93 


3*23* Determine la tensión T en las cadenas AB y AC 
como función del ángulo 6. La lámpara tiene peso W. 
Marque los resultados como una curva que repre¬ 
sente a T (eje vertical) contra 0(eje horizontal) para 
0 ^ 0190 °. 


3.25, Los resortes en el juego de cuerdas están inex¬ 
tendidos originalmente cuando 0=0°, Determine la 
tensión en cada cuerda cuando F - 90 Ib, Ignore el 
tamaño de las poleas en B y D. 




*3.24. El anillo en A está atado al extremo de la cuer- 3.26, Los resortes en el juego de cuerdas están orígi¬ 
da* Si la cuerda pasa sobre la viga y después por el nal-mente sin extender cuando 0 = 0°, Determine la 

anillo, determine el ángulo 6 de la cuerda si en el fuerza vertical F requerida para desplazar el anillo en 

otro extremo se encuentra suspendida una carga de A de modo que Q = 3{F. Ignore el tamaño de las po- 
251b. leas en B y D. 


f-4 ín.-j 



25 Ib 


Prob* 3*24 



Prob* 3*26 
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94 CAP. 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


3.27, El resorte tiene una rigidez de k - SO N (m y lon¬ 
gitud inextendida de 2 m. Determine la fuerza en los 
cables BC y BD cuando el resorte sea mantenido en 
la posición que se muestra. 


3.29. Los extremos del cable de 6 m de longitud, AB^ 
están atados a las paredes fijas. Si el cubo y su conte¬ 
nido tienen masa de 10 kg y se suspenden del cable 
por medio de una pequeña polea en C, determine la 
situación de equilibrio x de la polea. 



Prob.3.27 



Prob.3,29 


* 3,28. Se sostienen tres bloques usando cuerdas y po¬ 
leas como puede verse en la ilustración, Si los blo¬ 
ques pesan W Á = W t Wq - 0,25 y W C =W, determi¬ 
ne los ángulos &y 0para equilibrio. 


330, Un hombre intenta tirar el tronco en C utilizan¬ 
do tres cuerdas. Determine la dirección & en la que 
deberá jalar la cuerda con una fuerza de 80 Ib para 
ejercer una fuerza máxima sobre el tronco. Calcule la 
fuerza sobre el tronco. Determine también la direc¬ 
ción en que deberá ejercer su fuerza para maximizar 
¡a fuerza en la cuerda atada a B. ¿Qué valor tiene es¬ 
ta fuerza máxima? 



A 



Prob.3,28 


Prob. 330 
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SEC. 3.4 SISTEMAS DE FUERZAS EN TRES DIMENSIONES 95 


3.4 Sistemas de fuerzas en tres dimensiones 


En la sección 3.1 se mostró que el equilibrio de la panícula requiere 

£F - 0 (3.4) 


Si las fuerzas que actúan sobre la partícula se resuelven en sus 
componentes i, j, k, respectivas, podemos escribir 


LF¿ + £Fj + ZF t k = 0 


Para asegurar que la ecuación 3.4 sea satisfactoria, debemos ver 
que las tres siguientes ecuaciones escalares en componentes tam¬ 
bién sean satisfechas: 


EF.-U 
LF - 0 

r/->íi 


(3.5) 


Estas ecuaciones representan las sumas algebraicas de las compo¬ 
nentes de fuerza jc, >, z, que actúan sobre la partícula. Usándolas 
podemos resolver cuando más tres incógnitas, generalmente repre¬ 
sentadas como ángulos o magnitudes de fuerzas que aparecen en el 
diagrama de cuerpo libre de la partícula. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento proporciona un método para re¬ 
solver problemas de equilibrio de fuerzas en tres dimensiones. 

Diagrama de cuerpo libre . Trace un diagrama de cuerpo libre 
de la partícula y "etiquete" todas las fuerzas, conocidas y 
desconocidas, en este diagrama 

Ecuaciones de equilibrio . Establezca el sistema de ejes coor¬ 
denados con el origen en la partícula y aplique las ecuacio¬ 
nes de equilibrio. Use las tres ecuaciones escalares 3.5 en los 
casos en que sea fácil resolver cada fuerza que actúa sobre la 
partícula en sus componentes y, z. SÍ esto se dificulta, ex¬ 
prese primeramente cada fuerza que actúa en la partícula en 
forma vectorial cartesiana y entonces sustituya estos vectores 
en la ecuación 3.4. Al escribir las componentes i, j, k t iguala¬ 
das a cero, se generan las tres ecuaciones escalares 3.5. Si 
hay más de tres incógnitas y el problema incluye un resorte, 
considere el uso de F = ks para relacionar la fuerza del resor¬ 
te a la deformación 5 del resorte. 

Los siguientes problemas de ejemplo ilustran numéricamen¬ 
te este procedimiento de solución. 
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96 CAP. 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


■ Ejemplo 3.6 


Fr 



Fig.3.9 


El cilindro de 90 Ib que se muestra en la figura 3.9a está 
sostenido por dos cables y un resorte de rigidez k = 500 lb/ft. 
Determine la fuerza en los cables y el alargamiento del resor¬ 
te para que haya equilibrio. El cable AD se encuentra en el 
plano x-y y el cable AC en el plano x—z. 


Z 



SOLUCIÓN 

El alargamiento del resorte puede medirse una vez deter¬ 
minada la fuerza en el resorte. 

Diagrama de cuerpo Ubre . Se elige la conexión en A para el 
análisis puesto que las fuerzas de los cables concurren ahí. 
Figura 3.9¿>. 

y 

Las ecuaciones de equilibrio. Por inspección, se resuelve fácil¬ 
mente cada fuerza en sus componentes.*, y, z, y en consecuen^ 
cía se aplican las tres ecuaciones escalares de equilibrio, sí se 
consideran “positivas” las componentes que se dirijan por los 
ejes positivos, tenemos, 


ZF X = 0; F d sen 30° - |F C = 0 (1) 

EF r = 0; -F d cos30° + F b = Ü (2) 

LF Z = 0; |F C - 90 Ib - 0 (3) 

Si se resuelve la ecuación 3 para Fa la ecuación 1 para Fd, y 

por último la ecuación 2 para F B , tenemos 

F c = 150 Ib Resp. 

F d = 240 Ib Resp. 

F b = 208 Ib Resp, 


El alargamiento del resorte es por lo tanto 
F B -ks AB 

208 Ib « 500 lb/ft (s^) 

Sjw ^0.416 ft Resp * 
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SEC 3.4 SISTEMAS DE FUERZAS EN TRES DIMENSIONES 97 


■ Ejemplo 3.7 


Determine la magnitud y los ángulos directores coordena¬ 
dos de la fuerza F en la figura 3.10a, que se requieren para el 
equilibrio de la partícula Ó. 

SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo Ubre. Sobre la partícula O, figura 3.10b, 
actúan cuatro fuerzas. 

Ecuaciones de equilibrio. Se usará un análisis vectorial cartesia¬ 
no para la solución con el propósito de formular las compo¬ 
nentes de Fj. Así, 

£F = 0; Fj + F 2 + F 3 + F = 0 (1) 

Si se expresa cada una de estas fuerzas en forma vectorial car¬ 
tesiana, notando que las coordenadas de B son B(~2, -3,6), 
tenemos 



F, = {400j> N 

F 2 ={-800k}N 


F 3 = F¡ 


= 700 N 


-2i - 3,j ♦ 6k 


J(-2¥ + í-3) 2 + (6) 2 


= {—200i - 300j + 600k> N 
F-^I+^J + F.k 

Sustituyendo en la ecuación 1 se tendrá 


,400j - 800k - 200i -- 300j + 600k + F x i + F, j + F z k = 0 
Al igualar las respectivas componentes i, j, k, a cero, tenemos 


£F t = 0; 

-200 + F t = 0 

F x = 200 N 

2^ = 0; 

400 - 300 + F y = 0 

F y = -100 N 

EF.-0; 

-800 + 600 + F { = 0 

F, = 200 N 

Así, 




F = {200i - lOOj + 200k) N 


F = V(200) 2 + (-100) 2 + (200) 2 = 300N 
= F = 200. 100. . 200. 

Uf F 300 1 "300 1 300 K 


a = cos- 


200 


300 

L 

- if-lOOl 

[m 


= 48.2° 
= 110 ° 


y = eos -1 


200'i 


300 


= 48.2° 


Resp. 


Resp. 

Resp. 


Resp. 


La magnitud y dirección correcta de F se muestran en la figu¬ 
ra 3.10c. 


t 



Z 



Fig.3.10 
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98 CAP. 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


■ Ejemplo 3.8 



un 


Determino la fuerza desarrollada en cada uno de los ca¬ 
bles que sostienen la caja de 40 Ib de la figura 3.! la, 

SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre . Como se muestra en la figura 3.11 b y 
se considera el diagrama de cuerpo libreé para “exponer” las 
tres fuerzas desconocidas en los cables y obtener por ese me¬ 
dio sus magnitudes. 

Ecuaciones de equilibrio 

EF = 0; Fj + Fc + Ffl + W-0 (1) 

Ya que las coordenadas de los puntos By C son B (-3, -4, 8) y 
C (-3,4, 8), tenemos 


F b = Fb 


-3 i - 4¡ + 8k 

/(-3) 2 + (-4 


= -0318FJ - 0.424Fjjj + 0.848F a k 


F C = F C 


~ ~3i + 4j + 8k 

/ (-3)- + W + (8) ¿ 



Fig. 3.11 


= -0.318F C i + 0,424F c j + 0,848F C k 
F /> = 

W = -40k 


Al sustituir estas fuerzas en la ecuación 1 se tiene 

-0.318F* i - 0.424F* j + 0.848 F B k - 0318F C i + 0 + 424F c j 

+ Ü,S48F C k + F D i - 40k = 0 

Si se igualan las respectivas componentes i, j, k a cero: 

LF X = 0; -0.318F# - Ü.318F C + F D = 0 (2) 

ZF y = 0; -Ü.424F* + 0.424F C - 0 (3) 

ZF z = 0; Ü.848F* + 0,848F C - 40 = Q (4) 

La ecuación 3 afirma que F B = F c , Así, al resolver la ecua¬ 
ción 4 para obtener F B y F c y sustituir el resultado en la ecua¬ 
ción 2 para obtener F Dl tenemos 

F B = F c = 23,6 Ib Resp, 

F D - 15.0 1b Resp. 
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SEC. 3.4 SISTEMAS DE FUERZAS EN TRES DIMENSIONES 


I Ejemplo 3.9 

El cilindro de 100 kg de la figura 3.12a está sostenido por 
tres cuerdas, una de las cuales está unida a un resorte. Deter¬ 
mine la tensión en cada cuerda y el alargamiento del resorte. 

SOLUCIÓN 

j Diagrama de cuerpo Ubre. La fuerza en cada cuerda puede 
obtenerse si se analiza el diagrama del cuerpo libre puntual/l, 
figura 3.12b. ¿Por qué? El peso del cilindro es ÍV= 100(9.81) 

981N. > 

Ecuaciones de equilibrio * 

£F = 0; F b + F c +F o + W = 0 <’) « 



Cada uno de estos vectores puede expresarse en forma vecto¬ 
rial cartesiana* si se usa la ecuación 2*11 para F Cí y se observa 
el punió ¿>(-1,2,2) para F Dí tenemos 


Ffl “ F /¿i 

F C = F C eos 120°i + F c eos 135°j + F c eos 60°k 
= - 0 .5F C i - ÜJOlFc j + 0.5F C k 


F D -fi 


. r -ii + 2 & + 2 


2k_ 

W 


- - 0.3337*0 i + 0.667F o j + 0.667F D k 
W = - 98lk 


Si se sustituyen estas fuerzas en la ecuación 1, se obtiene 

F s i - 0.5F C i - 0.707F C j + 0.5F C k - 0.333F D i + 0.667F C j 

+ 0.667F o k - 981k = 0 


Igualando a cero las componentes respectivas correspondien¬ 
tes a i, j, k 


EF r = 0; 

F B - 0.5F C - 0.333F d = 0 

(2) 

LF y = 0; 

- 0.707F C + 0.667F o ,» 0 

(3) 

£F, = 0; 

0.5F C + 0.667F fl - 981 = 0 

(4) 


Al resolver la ecuación 3 para F D en términos de F c y sustituir 
en la ecuación 4 se tiene F c . F D se determina de la ecuación 3. 
Finalmente, al sustituir los resultados en la ecuación 2 se ten¬ 
drá F B . Así 


F c = 813 N 

Resp. 

F 0 = 862N 

Resp . 

F B = 693.7N 

Resp. 


El alargamiento de] resorte es, por tanto, 

F~ks-, 693.7 = 1500s 

s - 0.462 m Resp. 



FIg. 3.12 


99 
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100 CAP. 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


PROBLEMAS 


33 L Determine las magnitudes de las fuerzas Fi, F 2 , 
y F 3 para el equilibrio de la partícula* La fuerza F 3 se 
localiza en el ociante donde las tres coordenadas x, y t 
z, son positivas. 


333* Determine las magnitudes de ¥ 1 , ¥ 2 , y F 3 para el 
equilibrio de la partícula. 



1 



* 3,32* Determine la magnitud y los ángulos directores 334. Determine las magnitudes de Fi, F i 7 y F 3 para el 

coordenados de la fuerza P que se necesita para equilibrio de la partícula, 
mantener el sistema de fuerzas concurrentes en equi¬ 
librio. 



z 



Prob.332 


Frob.334 
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PROBLEMAS 101 


335. Determine las magnitudes de Fu Fj y F^ para el 
equilibrio de la partícula. 


337. La unión de una estructura espacial estil sujeta 
a las cuatro fuerzas de sus cuatro elementos. El ele¬ 
mento OA esta en el plano x-y y el elemento OB en 
el plano y-z. Determine las fuerzas que actúan en ca¬ 
da uno de los miembros para que baya equilibrio de 
la unión. 


z 




y 


Prob. 337 


* 3.36. Determine la magnitud de Py la orientación de 3.38. Los tres cables sostienen la lámpara de H kg. 

¡a fuerza de 2íK) Ib que se necesita para mantener el Determine la fuerza desarrollada en cada cable para 

sistema concurrente de fuerzas en equilibrio. el equilibrio. 


p 


y 


Prob. 33 ti 


Prob. 33H 
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lí)2 CAP. 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


339. Determine la fuerza que se requiere en cada ca- 3.41. La maceta de 25 kg está sostenida en A por los 
ble para sostener la carga de 500 Ib. tres cables. Determine la fuerza en cada cable para 

que haya equilibrio. 



X 


Prob. 3.39 


Prob.3.41 



*3.40. Sí el cubo y su contenido pesan 20 Ib, determi- 3.42. Determine la fuerza en cada uno de los tres ca~ 

nc la fuerza en los cables de soporte DA, DB y DC. bles requerida para elevar el tractor que tiene una 

masa de 8 Mg. 



Prob.3.40 


Prob. 3.42 


http://librosysolucionarios.net 






















PROBLEMAS DE REPASO 103 


3.43. Si el cable AB se somete a una tensión de 700 
N, determine la tensión en los cables AC y AD y la 
magnitud de la fuerza vertical F. 



* 3.44. El sistema de cables y poleas sostiene tres esfe¬ 
ras de 10 Ib y una de 15 Ib. Si las poleas no tienen 
fricción y sus centros están situados en e! mismo pla¬ 
no horizontal, determine la flecha s para equilibrio 
del sistema. 



PROBLEMAS DE REPASO 


3.45. Una caja se levanta desde la cala de un barco 
por medio del juego de cables que se ve en la figura. 
Si se aplica una fuerza vertical de 2500 N en el gan¬ 
cho en A t determine la tensión en cada cable para 
que haya equilibrio. Considérese¿/=lm. 


v 


Prob. 3.45 
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104 CAP, 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


3.46. La caja se eleva desde la bodega de un barco 
mediante eí sistema de cables que se muestra. Si se 
aplica una fuerza de 2500 N en el gancho que está en 
A , determine ía tensión en cada uno de los cables pa¬ 
ra que haya equilibrio. Considérese d = 1.5 m. 



3.47. Tres bolas cargadas electrostáticamente, cada 
una con peso de 0.44(10^) Ib, están suspendidas des¬ 
de un punto común. Si la fuerza electrostática de re¬ 
pulsión que actúa entre cualquiera de las bolas es de 
1(10~ 3 ) Ib con la misma dirección que la recta que 
une las bolas, determine la tensión en cada cuerda 
para que haya equilibrio. 



* 3.48. Una fuerza de 100 Ib mantiene la caja de 400 Ib 
en equilibrio. Determine las coordenadas (0,)?, z) del 
puntos si la tensión es 700 Ib en cada cuerda, AB y 
AC. 


z 



3.49* El cilindro de 800 Ib se sostiene con tres cade¬ 
nas, como se ve en la ilustración. Determine la fuerza 
en cada cadena para el equilibrio del punto A. Su¬ 
ponga que d = 2.4 ft. 


B 



Prob. 3.47 Prob. 3.49 
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PROBLEMAS DE REPASO 105 


3-50, El cilindro do SOO Ib está suspendido mediante 
tres cadenas como se ve en la ilustración. Determine 
la fuerza en cada una de las cadenas para el equili¬ 
brio del punto/L Suponga que d = 1 fl. 


* 3,52, Las cuerdas tienen suspendidos dos cubos en la 
posición de equilibrio que se muestra. Determine el 
peso del cubo ¿4 si el B tiene un peso de 20 Ib. 



Prob.3,50 


y 



Prob.3.52 


3.51. Las cuerdas tienen suspendidos dos cubos en la 3.53. El cubo tiene un peso de 20 Ib. Determine la 
posición de equilibrio, como se muestra. Determine tensión desarrollada en cada cuerda para que haya 
el peso del cubo B. El cubo/! tiene un peso de 60 Ib. equilibrio. 




Prob.3.51 


Prob.3.53 
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106 CAP. 3 EQUILIBRIO DE UNA PARTÍCULA 


3,54* La cuerda AB, de 5 ft de longitud, está sosteni¬ 
da del extremo B de un resorte que tiene longitud sin 
elongación de 5 ft. El otro extremo del resorte está 
sometido a un rodamiento C de modo que el resorte 
permanece horizontal al elongarse. Si en B se sus¬ 
pende un peso de 10 Ib, determine el ángulo $óo la 
cuerda AB para el equilibrio. 


3*56, Los miembros de una armadura se unen por 
medio de una clavija situada en O. Determine la 
magnitud de Fi y su ángulo 6 para el equilibrio. Con¬ 
sidere que F 2 = 6 kN t 




x 


Proh.3.54 


Pmb.3.56 


3.55. Los miembros de una armadura se unen en la 
clavija del punto O. Determine tas magnitudes de Fi 
y F: para el equilibrio. Considere 6 = 60°. 



3.57. Dos bolas electrostáticamente cargadas, cada 
una con una masa de 0.15 g T se suspenden de hilos fi¬ 
nos de misma longitud. Determine la magnitud de la 
fuerza horizontal resultante de repulsión F que actúa 
en cada bola si la distancia medida entre ellas es r = 
200 mm. 
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Resultantes de un sistema de fiierzas 


En el capítulo 3 se mostró que la condición para el equilibrio de 
una panícula o de un sistema de fuerzas concurrentes requiere sim¬ 
plemente que la resultante del sistema de fuerzas sea igual a cero. 
En el capítulo 5 se mostrará que tal restricción es necesaria, pero no 
suficiente para el equilibrio de un cuerpo rígido. Debe imponerse 
una restricción, además, en relación con la no concurrencia del sis¬ 
tema de fuerzas aplicado, para llegar al concepto de momento . En 
este capítulo se presentará una definición formal del concepto de 
momento y se explicarán métodos para determinar el momento de 
una fuerza respecto a un punto o un eje. También se presentarán mé¬ 
todos para determinar las resultantes de sistemas no concurrentes de 
fuerzas. Este es un desarrollo importante, ya que la aplicación de las 
ecuaciones para la simplificación de sistemas de fuerzas se asemeja a 
la aplicación de las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rígido. 
Además, las resultantes de un sistema de fuerzas influirán en el esta¬ 
do de equilibrio o de movimiento de un cuerpo rígido, de la misma 
manera que el sistema de fuerzas, y podemos, por lo tanto, estudiar el 
comportamiento de un cuerpo rígido más simplemente, usando las 
resultantes. 


4.1 El producto cruz 


El momento de una fuerza se formulará usando vectores carte¬ 
sianos en la sección siguiente. Antes de hacerlo es sin embargo, 
necesario ampliar nuestro conocimiento del álgebra vectorial e 
introducir la multiplicación vectorial denominada producto cruz 
o producto vectorial. 
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El producto cruz de dos vectores A y B da un vector C que se 
escribe como 


C = A * B 


lo cual se lee “C igual a A cruz B”. 

Magnitud. La magnitud do C se define como el producto de las 
magnitudes de A y de B y el seno del ángulo d entre sus puntos 
de aplicación (Ü* < 6< 180°), Por lo anterior, C = AB sen ft 

Dirección. El vector C tiene una dirección que es perpendicular 
al plano que contiene a A y B, de tal manera que la dirección y el 
sentido quedan especificados por la “regla del tirabuzón” que se 
explicó en el tratamiento de los “sistemas de coordenadas dere¬ 
chos”; esto es, cerrando los dedos de la mano derecha, del vector 
A (cruz) hacia el vector B, el pulgar apuntará entonces en la di¬ 
rección y sentido de C, como se ve en la figura 4.1, 

Al conocer la magnitud, la dirección y el sentido de C pode¬ 
mos escribir 


C = A * B = {AB sen 6)u c (4.1) 

donde el escalar AB sen 6 define la magnitud de C y el vector 
unitario define la dirección de C Los términos de la ecuación 
4.1 se ilustran gráficamente en la figura 4,2. 


C^AxB 



Fifi-4.1 
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C 



Fig* 4.2 


Leyes de operación 

L La ley conmutativa no es válida; es decir 


Sino que 


A * B * B x A 


A x B ^ -B x A 


Esto se muestra en la figura 4.3 con el uso de la regla del ti¬ 
rabuzón. El producto vectorial B * A da un vector que actúa 
en la dirección opuesta a la de C; es decir, A x B = 

2, Multiplicación por un escalar: 

a(Ax B) = (aA) x B - A x (¿?B) - (A x B )a 

Esta propiedad se demuestra con facilidad, puesto que la 
magnitud del vector resultante (| a \AB sen 0) su dirección y 
sentido son las mismas en cada caso. 

3. La ley distributiva: 

A x (B + D) - (A x B) + (A x D) 

La demostración de esta identidad se deja como ejercicio 
(véase el Prob. 4.1). Es importante notar que debe mante¬ 
nerse el orden de los factores en el producto cruz, o producto 
vectorial, ya que este tipo de producto no es conmutativo. 

Formulación en términos de vectores cartesianos. La 

ecuación 4.1 puede usarse para encontrar el producto cruz de un 
par de vectores cartesianos unitarios. Por ejemplo, para encon- 
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trar i x j, la magnitud del vector resultante es (i)(ÍX sen 90°) 
=(1)(1)(1) = 1, y su dirección y sentido se determinan por la regla 
del tirabuzón. Como se muestra en la figura 4.4, el vector resul¬ 
tante apunta en la dirección +k. Así, i * j = (l)k. Análogamente, 


j 

i x j = k 

i x k = -j 

i x i = 0 


j x k = i 

j x ¡ = -k 

j*j = o 


k x ¡ = j 

k x j = —¡ 

k x k = 0 


Fig. 4.4 


Fig.4,S 


Estos resultados no habrá que memorizarlos; en lugar de eso ha¬ 
brá que entender claramente cómo se obtienen, usando la regla 
del tirabuzón y la definición de producto cruz. La figura 4.5 ofre¬ 
ce una nemotecnta para el propósito de recordar estos resulta¬ 
dos. En dicha figura, se indica que el producto cruz de dos vecto¬ 
res cartesianos unitarios alrededor del círculo en el sentido 
contrarío al de las manecillas del reloj dará como resultado el ter¬ 
cer vector unitariopoj/íiVo, por ejemplo, k x i = j. Si el movimien¬ 
to tiene el otro sentido, el producto dará el tercer vector, pero 
afectado del signo “menos”; ejemplo, i x k = -j. 

Consideremos ahora el producto cruz de dos vectores cuales¬ 
quiera, Ay B, expresados en forma vectorial cartesiana. Tenemos 



A x B = (A, i +A y j +A, k) * (B, i + B, j + B, k) 

= AJB X { i x i) + A,B r (¡ x j) +A^A i x k) 

+ *i)+ AjB ,U *j) +A } B ¿j x k) 

*AA (k x i) +A r B y (k x j) + AjB'Oí x k) 


Al realizar las operaciones del producto cru2 y combinando tér¬ 
minos se obtiene 


A x B = (A } B, -AB y j i - (AA -A AH + <A A -A } B,)k (4.2) 


Esta igualdad puede escribirse también en forma más compacta, 
usando un determinante como sigue 



i j * 


A x B = 

A, A t 

B, B, B z 



(4.3) 


Así, para encontrar el producto cruz de dos vectores cartesianos 
A y Ó, es necesario desarrollar el determinante cuyo primer ren¬ 
glón tiene como elementos los tres vectores unitarios i, j y k y cu- 
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yos renglones segundo y tercero consisten en las coordenadas j:, 
y,z de los vectores A y B, respectivamente* * 


4.2 Momento de una fuerza. Formulación escalar 


El momento de una fuerza respecto a un punto o un eje propor¬ 
ciona una medida de Ja tendencia de la fuerza a causar la rota¬ 
ción de un cuerpo alrededor del punto o el eje. Por ejemplo* 
consideremos la fuerza horizontal F T) que actúa perpendicular- 
mente al mango de la llave y se sitúa a una distancia d y del punto 
O y figura 4,6c?. Se ve que esta fuerza tiende a causar el giro del 
tubo alrededor del eje z y, por tanto* la fuerza crea un momento 
(M 0 ) z respecto al eje* Cuanto mayor sea la fuerza o la distancia 
d yy tanto mayor será el efecto* Esta tendencia a la rotación causa¬ 
da por F* suele llamarse momento de torsión o simplemente mo¬ 
mento (M 0 ) ? (en la actualidad también suelen llamarla lí torque” 
o “torca”). En particular, obsérvese que el eje de! momento (z) 
es perpendicular al plano sombreado (x—y) que contiene a F, y 
d y y que este eje interseca el plano en el punto O . Ahora conside¬ 
remos aplicar la fuerza F, a la llave, figura 4.6¿>* Esta fuerza no 
girará el tubo alrededor del ejez. En lugar de ello, tiende a girar¬ 
lo alrededor del eje*, Téngase en mente que si bien no es posi* 
ble girar” el tubo en esta forma, F, de todos modos crea la ten¬ 
dencia a la rotación y* por Jo tanto, se produce el momento 



cal 

Fíg, 4*<í 


* Un determinante que tiene tres renglones y tres columnas puede desarro¬ 
llarse usando tres “menores*, cada uno de los cuales se multiplica por uno de los 
tres términos del primer renglón. Hay cuatro elementos en cada menor, por 
ejemplo. 



Por definición, esta notación representa los términos (AnAu -Aii/lzi)* que es 
simplemente el producto de los dos elementos de la diagonal que se dirige abajo 
a la derecha (A \ \A 22 ) menos el producto de los elementos que están en la otra 
diagonal {A\yiz\)* Para un determinante de 3 * 3, como la ecuación 4.3, los tres 
menores pueden generarse de acuerdo con el siguiente esquema : 


Para el elemento I: 


Para el elemento]: 


Para el elemento k: 



= Í (AyBz-AjBy) 



*(AsBy-AyB*) 


Sumando los resultados y observando que el elemento j debe estar afectado de 
un signo menos, se obtiene la forma desarrollada de A * B dada en la Ec, 4,2, 
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(M q) x . Como anteriormente, la fuerza y la distancia á y se encuen¬ 
tran en el plano (y—z) que es perpendicular al eje de momento 
(x). Por último, si se aplica una fuerza F y a la llave, figura 4.6c, no 
se produce momento respecto a O. Esta falta de electo rotatorio 
resulta de que la línea de acción de la fuerza pasa por O y, por 
tanto, no es posible la tendencia a la rotación. 



Eje de momento 




Para el caso general, consideremos la fuerza F y el punto O 
que se encuentran en un plano sombreado como en la figura 
4.7 a. El momento M 0 respecto a O, o respecto a un eje que pase 
por O y perpendicular al plano, es una cantidad vectorial , porque 
tiene magnitud especificada y dirección y, al sumarse, obedece a 
la ley del paralelogramo. 


Magnitud. La magnitud de M 0 es 

M 0 = Fd 


(4.4) 


donde d representa el brazo de momento, que es la distancia per¬ 
pendicular desde el eje en el punto O a la recta de acción de la 
fuerza. Las unidades de magnitud del momento son de fuerza 
por distancia, es decir, N • m o bien Ib • ft. 


Dirección y sentido. La dirección y sentido de M 0 se especifi¬ 
cará usando la “regla del tirabuzón”. Para hacerlo, los dedos de 
la mano derecha se cierran siguiendo el sentido de la rotación 
que ocurriría si la fuerza pudiese girar en torno a O, figura 4.7 a. 
Entonces, el pulgar apunta a lo largo del eje de momento señalan¬ 
do la dirección y el sentido del vector de momento, hacia arriba y 
petpendicular al plano sombreado que contiene F y d. Por esta 
definición, el momento M 0 puede considerarse vector deslizante 
y, por tanto, actúa en cualquier punto del eje de momento. 

En tres dimensiones, M 0 se ilustra con una flecha de vector 
rodeada por una flecha curva o símbolo rotacional, para distin¬ 
guirlo de un vector fuerza, figura 4.7«. Numerosos problemas de 
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la mecánica, sin embargo, incluyen sistemas de fuerzas copina¬ 
res que pueden verse adecuadamente en dos dimensiones, Por 
ejemplo, la figura 4.7b es una vista de dos dimensiones de la figu¬ 
ra 4.7a. Aquí, M 0 se representa simplemente por el rotacional 
(rizo) (contrario al movimiento de las manecillas del reloj) que 
indica la acción de F. La punta de la flecha del rotacional (rizo) 
se usa para mostrar e! sentido de rotación causado por F. Usando 
la regla del tirabuzón, sin embargo, hay que darse cuenta de que 
la dirección y sentido del vector de momento en la figura 4.7b es¬ 
tán especificados por el pulgar, que apunta hacia fuera de la pá¬ 
gina, pues los dedos siguen el rizo. En particular, nótese que este 
rizo o sentido de rotación puede siempre determinarse obse/vanda 
en qué dirección “orbitaria" la fuerza alrededor de O (en el sentido 
contrario a las manecillas del reloj en la figura 4.7b). En dos di¬ 
mensiones nos referiremos frecuentemente a encontrar el mo¬ 
mento de fuerza “respecto a un punto” (O), No olvidar, sin em¬ 
bargo, que el momento, de hecho, actúa respecto a un eje que es 
perpendicular al plano que contiene F y d, y este eje interseca el 
plano en el punto (O), figura 4.7o. 

Momento resultante de un sistema de fuerzas copla- 
nares. Si un sistema de fuerzas se encuentra totalmente en el 
plano x— y, entonces el momento producido por cada fuerza res¬ 
pecto al punto O estará dirigido a lo largo del eje z, figura. 4.8. 
En consecuencia, el momento resultante M fl del sistema puede 
ser determinado por simpte adición algebraica de los momentos 
de todas y cada una de las fuerzas, dado que todos los vectores 
momento son colineales. Podemos escribir simbólicamente esta 
suma vectorial como 


M RQ = IFd (4.5) 


Aquí, el rizo en sentido contrario a las manecillas del reloj que se 
ve al lado de la ecuación indica que por el convenio de signo pa¬ 
ra escalares, el momento de una fuerza será positivo si se dirige 
como el eje z positivo, mientras que un momento negativo se di¬ 
rige contrariamente. 

Los ejemplos 4.1 a 4,4 ilustran la aplicación numérica de las 
ecuaciones 4,4 y 4,5. 



4.3 Momento de una fuerza. Formulación vectorial 


El momento de una fuerza F respecto a un punto O , o de hecho, 
respecto a un eje que pase por O y perpendicular al plano que 
contiene O y F, figura 4.9a, puede expresarse usando el producto 
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Mo = r X F 


(4.6) 


Aquí r representa un vector de posición con extremos en O y en 
cualquier punto que esté en la línea de acción de F. Ahora se 
mostrará que, de hecho, el momento M 0 , cuando se determina 
mediante el producto cruz o vectorial, tiene la dirección y la 
magnitud apropiadas. 


Magnitud, La magnitud de! producto cruz precedente se defi¬ 
ne de la ecuación 4.1 como M 0 = rF sen ft Aquí, el ángulo 6 se 
mide entre los puntos de aplicación de r y K. Por tanto, r debe 
tratarse como vector deslizante para construir 6 apropiadamen¬ 
te, figura 4.%. Como se muestra, el brazo de la palanca d = r sen 
&, de modo que, efectivamente. 


M 0 = rF sen 6= F(r sen 6) = Fd 


en concordancia con la ecuación 4.4. 

Dirección, La dirección y sentido de M 0 en la ecuación. 4.6 se 
determinan por la regla del tirabuzón aplicada al producto cruz. 
Así, extendiendo r hasta la posición segmentada y cerrando los 
dedos de la mano derecha de r hacia F, <s r cruz F”, el pulgar se 
dirige arriba o perpendicularmcnte al piano que contiene r y F, y 
esto es en la misma dirección que el momento de la fuerza res¬ 
pecto al punto O , figura 4.9£?. Nótese que el “sentido de rotación' 1 
de los dedos, como el sentido del rotacional (rizo) alrededor del 
vector de momento, índica el sentido de rotación causado por la 
fuerza. Ya que el producto cruz no es conmutativo, es importante 
que se mantenga el orden adecuado de r y F en la ecuación 4.6. 



Formulación vectorial cartesiana. Si el vector de posición 
r y la fuerza F se expresan en forma vectorial cartesiana, figura 
4.10, entonces de la ecuación 4.6 tenemos 
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M 0 = r x F = 

i j k 
r r r 

* x * y 



F x F y F ¿ 



donde r xí r yf r z representan las componentes x y y , z del vec¬ 
tor de posición trazado del punto O a cual¬ 
quier punto de la linea de acción de la fuerza 
F XJ F p F z representan las componentes x , y , z T del vec¬ 
tor de fuerza 

Al desarrollar el determinante, como la ecuación 4.2, tenemos 

M 0 = ('/, - rf t ) i ~ WS - rAü + (rf y - r } F x )k (4.8) 

El significado físico de estas tres componentes de momento se 
hace evidente al estudiar la figura 4:1 (k. Por ejemplo, la compo¬ 
nente i de M o está determinada por los momentos F } ., y F z , 
respecto al eje x> En particular, nótese que F t no crea un momen¬ 
to o tendencia a causar rotación alrededor del eje x puesto que 
esta fuerza es paralela al eje x. La línea de acción de ¥ } , pasa por 
el punto E y, por tanto, la magnitud del momento de F y respecto 
al punloví en el eje x es rJF y . Por la regla del tirabuzón, esta com¬ 
ponente actúa en sentido i negativo. Así también, F z contribuye 
con una componente de momento igual a r^ z L De esta manera, 
(Mq)< = (KyFy - rJF^ como se muestra en la ecuación 4.7. Como 
ejercicio, establezca las componentes j y k de M 0 de esta manera, 
y demuestre que efectivamente la forma desarrollada del deter¬ 
minante, ecuación 4,8, representa el momento de F respecto al 
punto O , Una vez determinado, obsérvese que M 0 será perpendicu¬ 
lar al plano sombreado que contiene los vectores r y F, figura 4.1Ü¿>. 

Se mostrará en el ejemplo 4.5 que para la obtención del mo¬ 
mento, el producto cruz ofrece claras ventajas de cálculo en 
comparación con la formulación escalar, para problemas en tres 
dimensiones. Esto se debe a que es usualmenle más fácil estable¬ 
cer eJ vector de posición r hacia la fuerza que determinar la dis¬ 
tancia del brazo de momento, d , que debe dirigirse perpendicu¬ 
larmente a la recta de acción de la fuerza. 

Momento resultante de un sistema de fuerzas. El mo¬ 
mento resultante de un sistema de fuerzas alrededor de un punto 
O se puede determinar por adición vectorial como consecuencia 
de las aplicaciones sucesivas de la ecuación 4,7. Esta resultante 
puede escribirse simbólicamente como 

M % -ZrxF (4.9) 

y se muestra en la figura 4,11. 

EJ ejemplo 4.6 ilustra una aplicación numérica de las ecua¬ 
ciones 4,7 y 4,9, 




Fig. 4.10 
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Ejemplo 4.1 



Determine el momento de la fuerza de 800 N que actúa 
sobre la estructura de la figura 4.12 respecto a los puntos^, B, 
C,yD. 

SOLUCIÓN (ANÁLISIS ESCALAR) 

En general, M = Fd, siendo d el brazo de palanca o dis¬ 
tancia perpendicular desde el punto en el eje de momento 
hasta la línea de acción de la fuerza. Por tanto, 

M a = 800 N(2.5 m) = 2000 N • m i Resp. 

M g = 800 N(1.5 m) = 1200 N • m i Resp, 

M c = 800 N(0) = 0 (la línea de acción de F 
pasa a través de C) Resp. 

M d = 800 N(0.5 m) = 400 N • m 1 Resp. 


■ Ejemplo 4.2 


Fig. 4.13 


Determine la localización del punto de aplicación P y la 
dirección de una fuerza de 20 Ib que está en el plano de la pía* 
ca cuadrada mostrada en la figura 4.13#, de modo que esta 
fuerza cree el momento máximo en el sentido contrario al de 
las manecillas del reloj respecto al punto O. ¿Cuál es el valor 
de este momento? 



(a) 


(b) 


(C) 


SOLUCIÓN (ANÁLISÍS ESCALAR) 

Ya que se requiere el máximo momento creado por la 
fuerza, ésta deberá actuar sobre la placa a distancia máxima 
del punto O. Como se ve en la figura 4.136, el punto de apli¬ 
cación debe encontrarse en la esquina. Para producir una ro¬ 
tación de sentido positivo a la placa alrededor de O, F debe 
actuar a un ángulo 45° < <P< 225°. El momento máximo se 
produce cuando la línea de acción de F es perpendicular a d, es 
decir, <P - 135°, figura 4.13c, El máximo momento es, por tanto. 


M 0 = Fd = (20 lbX2/Zfc) = 56.6 Ib > ft 1 Resp. 


Por la regla del tirabuzón, M 0 se dirige hacia el lado del lector. 
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Ejemplo 4.3 


Para cada uno de los casos ilustrados en la figura 4.14, 
determine el momento de la fuerza respecto al punto O . 

SOLUCIÓN (ANÁLISIS ESCALAR) 

La línea de acción de cada fuerza se extiende como línea 
punteada para determinar el brazo de palanca d, También, la 
tendencia de rotación causada por la fuerza se muestra en 
forma de flecha curva. Así, 


Fig. 4.14 ít M 0 * (100 N)(2 m) = 200 N • m i 

Fig. 4.14& M 0 = (50 NX0.75 m) = 37.5 N • m l 

Fig. 4.14c M 0 = (40 lb)(4 ft + 2 eos 30° ft) = 229 Ib • 
Fig. 4.14rf M 0 = (60 ib)(l sen 45° ft) = 42.4 Ib ft 'l 

Fig. 4.14e M„ = (7 kN)(4 m * 1 m) = 21.0 kN • m 1 


ft i 


Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp, 

Resp. 


°J^ 




2 ft 


-A 


30° {40 (b O 


- 3 ft 


* 


o £ 


2 m 


Íb) 


W 


2 m 


íb) 


II 


0,75 m 


SON 


2 m 


4 ft 


2 eos 30° ñ 


60 Ib 


4 m 


(O 


(d) 


Fig. 4,14 


1 


7kN 


í*l 


■ Ejemplo 4.4 

Determine el momento resultante de las cuatro fuerzas que 
actúan en el elemento mostrado en la figura 4.15 respecto a O. 


SOLUCIÓN 

Aquí es necesario aplicar la ecuación. 4.5. Suponiendo que 
los momentos positivos actúan en la dirección +k, es decir, en el 
sentido contrario al de las manecillas del reloj, tenemos 

W M Ro = ZFd; 

M Rq = -50 N(2 m) + 60 N(0) + 20 N (3 sen 30° m) 

-40 N(4 m + 3 eos 30° m) 

M Rq = -334 N • m = 334 N • m i Resp. 

Para este cálculo, obsérvese cómo las distancias de brazo de 
palanca para las fuerzas de 20 N y 40 N son establecidas con 
las rectas (punteadas) prolongadas que son líneas de acción 
de cada una de las fuerzas. 



Fig. 4.15 
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Ejemplo 4*5 



El poste de la figura 4.16a está sujeto a una fuerza de 60 
N dirigida de C a B. Determine la magnitud del momento 
creado por esta fuerza alrededor del punto A 

SOLUCIÓN (ANALISIS VECTORIAL) 

Como se ve en la figura 4.16Ó, cualquiera de los dos vec¬ 
tores de posición puede ser usado para la solución, ya que 
B ^ x F o M a = r c * F. Los vectores de posición se repre¬ 

sentan como 

= {1¡ + 3j + 2k} m y r c ={3i + 4j}m 

La fuerza tiene una magnitud de 60 N y una dirección 
especificada por el vector unitario dirigido deCaR Así, 


F = (60 N)% = (60) 


"(1 - 3)i + (3 - 41¡ + (2 - Q)k ~] 

n-zy + i-iy + iiy 



= {-401 - 20j + 40k} N 

Si se sustituye en la formulación dada por un determinante, 
ecuación 4.7, y se sigue el proceso para desarrollo de determi¬ 
nantes, dado en la nota al pie de la página 111, tenemos 

B{ l m, 3 m t 2 m) 

» j k 

M* = r B * F = 1 3 2 

-40 -20 40 

■ [3(40) - 2(-20)]¡ - [1(40) - 2(-40)(j + [l(-20) -3 (^40)]k 


C(3 m, 4 íTi t 0) 

M /l = r c xF = 


i j k 

3 4 0 

-40 -20 40 



Fig.4.16 


= [4(40) - 0(-20)]i - [3(40) - 0(-40)]j + [3(-20) - 4(-40)]k 
En ambos casos, 

= í 1601 - 120j + 100k} N • m 
La magnitud de es, por tanto, 

M a = SiTéáy + (-12Ó) 2 + (íooy = 224 N • m Resp. 


Como es de esperarse, actúa pcrpcndicularmentc al plano 
sombreado que contiene los vectores F, r e , y r c , figura 4.16c. 
(¿Cómo encontraría sus ángulos directores coordenados 
a = 44.3°, ¡3- 122°, y =63.4°?). Si este problema se hubiese 
desarrollado por el planteamiento escalar, donde M A = Fd, 
nótese la dificultad que podría representar la obtención del 
brazo de palanca d. 
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SEC. 4.3 MOMENTO DE UNA FUERZA. FORMULACIÓN VECTORIAL 119 


Ejemplo 4.6 


Tres fuerzas actúan sobre la varilla que se muestra en la 
figura 4.17a. Determine el momento resultante creado respec¬ 
to a la brida en O, y determine la dirección del eje de este mo¬ 
mento. 

SOLUCIÓN 

Aquí debemos aplicar la ecuación 4.9. Se dirigen vectores 
de posición desde el punto O hasta cada fuerza, como se ve en 
la figura 4.17b. Estos vectores son 

t a * í5j} ft 
r e = {4¡ + 5j-2k}ft 

Ya que F 2 = {50j} Ib y las componentes cartesianas de las 
otras fuerzas están dadas, el momento resultante alrededor de 
O es, por tanto, 

M* 0 = Er x F 

= r A xF l + r A xF 2 + r B xF i 


i j k 


i J k 


i j k 

0 5 0 

+ 

0 5 0 


4 5-2 

-60 40 20 


0 50 0 


80 40 -30 


= J5(20) - 40(0)]i - [Oj] + [0(40) - (-Ó0)(5)]k + [Oí + Oj + Ok] 

+ [5(-30) - (40)(-2)]i - [4C-30J - 80(-2)]j + [4(40) - S0(5)]k 
= {30¡ - 40j + 60k} Ib ■ ft Resp. 

El eje de momento se dirige por la recta de acción de M* . 
Puesto que la magnitud de este momento es 

M Ro = 7 (30) 5 + (-40) 2 + (60)- = 78.10 Ib ■ ft 

el vector unitario que define la dirección del eje de momento es 

u " l^T ~ 30l 7810 6 ° k = °- 3841i -0.5121] + 0.7682k * 

Por tamo, los ángulos directores coordenados del eje son 


F,H-GN*-4ty + 2ak}lb 



T\ = {B0i + 40j + 1h 
ta) 



íb) 


eos a - 0.3841; 

er=67.4 0 

Resp. 

eos —0,5121; 

P = 121° 

Resp. 

eos y = 0.7682; 

y =39.8° 

Resp* 



Estos resultados se muestran en la figura 4.17c* Es necesario 
percatarse de que las tres fuerzas tienden a causar la rotación 
del tubo alrededor de este eje, en la forma mostrada por la 
flecha curva que se pone rodeando al vector momento* 


Fig.4 .17 
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120 CAP. 4 RESULTANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS 


4.4 Transmisibilidad de una fuerza y el principio de momentos 



Usando la definición de momento formalizada por el producto 
cruz, presentaremos ahora dos importantes conceptos frecuen¬ 
temente utilizados en todo nuestro estudio de la mecánica. 

Transmisibilidad de una fuerza. Consideremos la fuerza F 
aplicada en el punto A en la figura 4.18. El momento creado por 
F respecto a O es M 0 = r A * F; sin embargo, se mostró que el vec¬ 
tor de posición “r” puede extenderse desde O hasta cualquier 
punió de la línea'recta de acción de F. En consecuencia, F puede 
aplicarse en el mismo punto £ y se calculará el mismo momento 
M 0 = r fl * F. Por lo tanto, F tiene las propiedades de un vector 
deslizante y puede, por esta razón, actuar en cualquier punto de su 
línea de acción y crear el mismo momento respecto a O. Nos referi¬ 
remos a F, por ello, como “transmisible”, y continuaremos expli¬ 
cando esta propiedad en la sección 4.7. 


Principio de los momentos. Un concepto que se usa en la 
mecánica con gran frecuencia es el principio de los momentos , 
también llamado teorema de Varignon, pues lo desarrolló el ma¬ 
terna lico francés Varignon, (1654-1722). Afirma que el momento 
de una fuerza alrededor de un punto es la suma de los momentos de 
sus componentes alrededor del punto. La demostración se sigue de 
la propiedad distributiva del producto cruz. Para verlo, conside¬ 
remos la fuerza F y dos de sus componentes, donde F = Fj + F* 
figura 4.19. Tenemos 


M c = r * Fj + r x F, = r * (Fj + F 2 ) = r * F v 

Este concepto tiene importantes aplicaciones en la solución de 
problemas y en las demostraciones de los teoremas que siguen, 
ya que, a menudo, es más fácil determinar los momentos de com¬ 
ponentes de fuerzas que el momento de la fuerza misma. 


Kig. 4.19 
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■ Ejemplo 4,7 

Una fuerza de 200 N actúa sobre la ménsula mostrada en 
la figura 420a. Determine el momento de la fuerza respecta 
al punto A. 

F = 200 N 



100 nun 100 mm 


SOLUCION I 

El brazo de palanca d puede hallarse por trigonometría, 
usando la construcción mostrada en la figura 4.166. Del trián¬ 
gulo BCD, 

CB=d = 100 eos 45® = 70.71 mm = 0.070 71 m 
Así pues. 


M a = Fd = 200 N(0.070 71 m) = 14.1 N ■ m 1 

De acuerdo con la regla del tirabuzón, M A se orienta en la di¬ 
rección +k, ya que la fuerza tiende a girar en el sentido contra¬ 
rio a las manecillas del reloj, alrededor del punto A Por tanto, 
al expresar el momento como un vector cartesiano, tenemos 


Mi = {14.1k} N * m 


Resp. 



SOLUCION II 

La fuerza de 200 N puede descomponerse en 
componentes x y y, como se ve en la figura 4.20c. De acuerdo 
con el principio de los momentos, el momento de F respecto 
al punto.4 es igual a la suma de los momentos producidos por 
las dos componentes de fuerza. Con la rotación en el sentido 
contrarío al de las manecillas del reloj considerada como 
positiva, es decir, en la dirección +k, podemos aplicar la 
ecuación 4.5, y en este caso, 

l +M a = (200 sen 45"X0.20) - (200 eos 45°)(0.10) 

= 14.1 N ■ m 'i 


fb) 


s 45 u N 


Así, 


M Á = {14,lk} N ■ m 


Resp. 



Por comparación, se ve que la solución II proporciona un 
método más conveniente para el análisis que la solución I, pues 
el brazo de palanca para cada componente se establece con 
más facilidad. 
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122 CAP. 4 RESULTANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS 


■ Ejemplo 4.8 



|*-0.4 m- 

4001X15 30° N 1 





La fuerza F actúa al extremo de la viga mostrada en la 
figura 42 la. Determine el momento de la fuerza respecto a 

a 

SOLUCIÓN 1 (ANALISIS ESCALAR) 

La fuerza se resuelve en sus componentes je, y como se ve 
en la figura 42lb t y ios momentos de Jas componentes se 
calculan respecto al punto O. Si se consideran positivos los 
momentos en el sentido contrario al de las manecillas, esto es, 
en la dirección +Il tenemos 

i +M 0 = 400 sen 30°(0.2) - 400 eos 30°(0.4) 

= -98.6 N • m = 98.6 N • m J 


o 


M 0 = {-98.6k} N ■ m Resp * 

SOLUCIÓN II (ANÁLISIS VECTORIAL) 

Ai usar vectores cartesianos, la fuerza y los vectores de 
posición que se ven en la figura 4.21c pueden representarse 
como 

r = {0,4í- 0,2j} m 
F - {400 sen 30°¡ - 400 eos 30°j} N 
= {200,01 - 346.4j} N 

El momento es, por tanto, 

» j k 

M 0 = r * F = 0.4 -0.2 0 

200.0 -346.4 0 

= Oí - Oj + [0.4(-346.4) - (-0.2X200.0)]k 
= {-98.6k} N • m Resp. 


Comparativamente, se aprecia que el análisis escalar 
(solución I) proporciona un método más conveniente para el 
análisis que la solución II, puesto que la dirección del 
momento y el brazo de palanca para cada fuerza componente 
se establecen fácilmente. Luego, este método se recomienda 
en general para problemas que se exhiben en dos 
dimensiones. Por otra parte, el análisis vectorial cartesiano se 
recomienda en general solamente para problemas en tres 
dimensiones, donde es más difícil determinar las componentes 
de fuerzas y los brazos de palanca. 
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PROBLEMAS 123 


PROBLEMAS 


4.1. Si A, B, y D son vectores dados, demuestre la ley * 4.8. Determine la magnitud, sentido y dirección del 
distributiva para el producto vectorial o producto momento resultante de las fuerzas en/1 y B respecto 
cruz, es decir, A * (B + D) = (A * B) + (A * D). a O. 


42. Demuestre la identidad del llamado triple pro¬ 
ducto escalar AB*OA*BC. 

4.3. Dados los tres vectores no nulos A, B f y C, de¬ 
muestre que si A * (B * C) - 0, entonces los tres vec¬ 
tores deben estar en un mismo plano. 

*4.4. Determine la magnitud, sentido y dirección del 
momento de la fuerza en/1 respecto a O . 

4.5. Determine la magnitud, sentido y dirección del 
momento de la fuerza en A respecto a P. 



4.4. Determine la magnitud, sentido y la dirección del 
momento resultante de las fuerzas en/1 y B respecto 
a O, 

4.7. Determine la magnitud, sentido y dirección del 
momento resultante de las fuerzas en A y B respecto 
al punto/*. 


V 



4.9. Determine la magnitud, sentido y dirección del 
momento resultante de las fuerzas Ay B respecto al 
punto/*. 



Probs. 4.8/4 3 


4.10. Una fuerza de 30 Ib está aplicada al mango de 
la llave. Determine el momento de esta fuerza res¬ 
pecto al punto O. 
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4.11* Un hombre intenta levantar un marro con una 
mano; si la cabeza del marro pesa 10 Ib, determine el 
ángulo máximo 8 en que lo puede sostener, si el mo¬ 
mento máximo que puede desarrollar en la muñeca 
es 18 Ib - ft, Se ignora el peso del mango. 


4*13* Determine el momento resultante respecto A 
de las tres fuerzas que actúan sobre la viga. 

4.14. Determine el momento resultante respecto B 
de las tres fuerzas que actúan sobre la viga. 



Prob. 4*11 


*4*12. Una grúa se ajusta a cualquier ángulo 
0°í 0á9O D y cualquier extensión 0<jc<5m. Para 
una masa suspendida de 150 kg, determine el mo¬ 
mento desarrollado en A como una función de x y 6, 
¿Qué valores de x y 8 simultáneos desarrollan el mo¬ 
mento máximo en^? Calcule este momento* Ignore 
el tamaño de la polea en B . 


Fy = 375 Ib f^SODlb 



Probs. 4.13/4.14 


4.15. Determine la magnitud de la fuerza F> que de¬ 
be aplicarse perpendiculármente al mango, de modo 
que el momento resultante de Fi y Fi en Osea cero. 



Prob. 442 


Prob.4.15 
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* 4.16. Determine la orientación 6 ((K < 6 < 180 ü ) de la 
fuerza F de 40 Ib, de modo que F produzca: (a) el 
momento máximo respecto de A, y (b) ningún mo¬ 
mento respecto a A. Calcule el momento en cada ca¬ 
so. 

4.17, Determine el momento de la fuerza F respecto 
de A como función de B . Trace la gráfica de M (orde¬ 
nada) vs. 6 (abscisa) para 0° < B < ISO® 


4.19. Las tenazas se usan para sujetar los extremos 
del tubo de perforación P. Determine el torque (mo¬ 
mento) Mp que Ja fuerza aplicada F “ 150 Ib ejerce 
sobre el tubo como función de 6. Grafique este mo¬ 
mento Mp vs, 0para 0 < & í 90®. 

* 4,20, Se usan las tenazas para sujetar los extremos del 
tubo de perforación P. Si se necesita un torque (mo¬ 
mento) de Mp = 800 Ib ■ ft en P para girar el tubo, 
determine la fuerza del cable F que debe aplicarse a 
las tenazas. Considere que &= 30°. 




Probs, 416/417 


Prt>bs. 4.19/4,20 


4.18. Un hombre ejerce las dos fuerzas en el mango 
de la pala. Determine el momento resultante de estas 
fuerzas respecto de la hoja de la pata en A 


4.2L Determine el momento de la fuerza F en ¿4 res¬ 
pecto al punto O. Exprese el resultado como vector 
cartesiano. 



4,22, Determine el momento de ta fuerza Fen/í res¬ 
pecto al punto P . Exprese el resultado como vector 
cartesiano. 


y 



Prob.4,18 


Probs. 4.21/4.22 
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423. Determine el momento resultante de las fuerzas 
respecio a O. Exprese el resultado como vector carte¬ 
siano. 

* 424 Determine el momento resultante de las fuerzas 
respecto a P. Exprese el resultado como vector carte¬ 
siano. 



425. Un cable ejerce una fuerza de 140 N en el poste 
de teléfonos, como se ilustra. Determine el momento 
de esla fuerza en la base A del poste. Resuelva el 
problema de dos maneras, esto es, usando un vector 
de posición de A a C, y luego, de A a B . 


426. Utilizando vectores cartesianos, calcule el mo¬ 
mento de cada una de las dos fuerzas que actúan en 
el ensamble tubular respecto al punto O, Sume estos 
momentos y calcule la magnitud y ángulos directores 
coordenados del momento resultante. 

427. Usando vectores cartesianos, determine el mo¬ 
mento de cada una de las dos fuerzas que actúan so¬ 
bre el ensamble tubular respecto al punto A. Sume 
estos momentos y calcule ía magnitud y ángulos di¬ 
rectores coordenados del momento resultante. 


z 



*428. El tubo curvo tiene un radio de 5 ft. Si una 
fuerza de 80 Ib actúa en su extremo como se ilustra, 
determine el momento de esta fuerza respecto al 
punto C. Resuelva el problema usando dos diferentes 
vectores de posición. 



Prub. 425 


y 



/ 

x 


Prnh. 4.28 
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4.29* Una fuerza F de magnitud F = 100 N actúa a lo 
largo de la diagonal del paralelepípedo. Usando vec¬ 
tores cartesianos, determine el momento de F res¬ 
pecto al puntos, donde M.* = r¿¡ * F y H-i - re x F. 



Prob.4,29 


4.30* Encuentre el momento resultante de las dos 
fuerzas que actúan en el extremo del ensamble tubu¬ 
lar respecto a cada unión A, ByC* 



Prob. 430 


43L Si F = {501 + óOj + 30k> lb # determine la magni¬ 
tud y ángulos directores coordenados del momento 
de F respecto al punto A. 

• 432, Determine los ángulos directores coordenados 
de la fuerza F aplicada al extremo del tubo, de modo 
que el momento creado por F respecto al punto A 
sea cero. 



433* La varilla curva tiene un radio de 4 ft y se en¬ 
cuentra sostenida por el cable AB, que ejerce una 
fuerza de SO Ib sobre la varilla. Determine el momen¬ 
to de esta fuerza respecto a C. Resuelva el problema 
usando dos diferentes vectores de posición. 



434 El equipo de rayos x se utiliza para diagnósticos 
médicos. Si la cámara y la caja en C tienen una masa 
de 150 kg y centro de masa en G, determine el mo¬ 
mento de su peso respecto ai punto G, cuando se en¬ 
cuentre en la posición mostrada. 



Probs. 431/432 


Prob.434 
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435. El ensamble tubular está sujeto a la fuerza de 
80 N. Determine ei momento de esta fuerza respecto 
al punto >1. 

* 436, El ensamble tubular está sujeto a la fuerza de 
80 K Determine el momento de esta fuerza respecto 
aff. 





437* El momento en el punto P creado por la fuerza 
aplicada F que actúa en la caja, es li -3j -9k} 

Ib ■ ¡n. Determine las dimensiones b ye de la caja. 



¡r={3Í + 2j - 1 k i Ib 


Prob* 437 


438. Una fuerza F = {-5¡ + 3j —4lt> kN produce un 
momento de M o = {—171 —7j + IGk) kN - m respecto 
al punto O ♦ Si la fuerza actúa en un punto P de coor¬ 
denada y = 2m, determine sus coordenadas x y z , 

439. La fuerza F - {-51 + 3j - 4k> kN crea un mo¬ 
mento respecto al punto O d e 
M o ~ {—17¡ —3j + 19k} kN ♦ m. Si la fuerza pasa por 
un punto P que tiene coordenada z - 3 m, determine 
las otras dos coordenadas de este punto. También, 
teniendo en cuenta que Mo - Fd , determine la dis¬ 
tancia perpendicular d, desde el punto O hasta la lí¬ 
nea de acción de F. 


i 



4,40. Una fuerza de F = {6i - 2j + lk} kN produce un 
momento de Mo * (4i +- 5j - 14kj kN * m respecto al 
origen de coordenadas, el punto O. Si la fuerza actúa 
en un pumo que tiene su primera coordenada x = 1 
tu, determine las otras dos coordenadas. 

4*41. La fuerza F - {6¡ + 8j + 10k> N crea un momen¬ 
to respecto a O de Mo » {-14i + 8j + 2k} N ■ m. Si la 
fuerza pasa por un punto que tiene x = 1 m t determi¬ 
ne sus otras dos coordenadas. También, observando 
que Mo = Fd 7 determine la distancia perpendicular d 
deí punto O a la línea de acción de F. 


z 
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4.5. Momento de una fuerza con respecto a un eje especificado 

Recordemos que cuando se calcula e! momento de una fuerza 
respecto a un punto» el momento y su eje siempre son perpendi¬ 
culares al plano que contiene la fuerza y el brazo de palanca. En 
ciertos problemas» es importante encontrar la componente de es¬ 
te momento a lo largo de un eje especificado que pase por el 
punto. Para resolver este problema se puede usar el análisis esca¬ 
lar o el análisis vectorial. 



X 


Fíg, 4.22 


Análisis escalar. Como ejemplo numérico de este problema, 
considérese el ensamble tubular mostrado en la figura 4.22a, que 
se encuentra en el plano horizontal sujeto a la fuerza vertical de 
magnitud F = 20 N aplicada al punto A. El momento de esta 
fuerza con respecto a O tiene magnitud M 0 = (20 N)(0.5 m) 
= 10 N • m y dirección determinada por la regla del tirabuzón, co¬ 
mo se ve en la figura 4.22a. Este momento tiende a girar el tubo 
alrededor del eje Ob. Por razones prácticas, sin embargo, puede 
ser necesario determinar la componente de M 0 con respecto al 
eje y, M y , ya que esta componente tiende a desatornillar el tubo 
del platillo en O. A partir de la figura 4,22a, M ;1 tiene magnitud 
M y = |(10 N ■ m) = 6 N * m y en el sentido mostrado por la resolu¬ 
ción del vector. En vez de realizar este proceso en dos pasos, es 
decir, primero encontrar el momento de la fuerza respecto a O, y 
luego resolver el momento a lo largo del eje y, es posible también 
resolver el problema directamente. Para hacerlo, es necesario de¬ 
terminar la perpendicular o distancia de brazo de palanca desde 
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la línea de acción de F al eje y. A partir de la figura 4.22 a esta 
distancia es 0.3 m. Luego, la magnitud del momento de la fuerza 
respecto al ejey es de nuevo M y = 0,3(20 N) = 6 N • m, y el sentido 
está determinado por la regla del tirabuzón, como se ve. 


En general, entonces, si ¡a línea de acción de una fuerza F es 
perpendicular a un eje aa, la magnitud del momento de F con res¬ 
pecto al eje puede determinarse de la ecuación 


A f'-W* 


(4-10) 


Aquí, d a es la perpendicular o distancia más corta de la linca de 
acción de fuerza al eje. La dirección está determinada por el pul¬ 
gar de la mano derecha, al cerrar los dedos de acuerdo con el 
sentido de giro producido por la fuerza. En particular, debe ob¬ 
servarse que una fuerza no producirá momento respecto a un eje si 
su línea de acción es paralela al eje o su línea de acción pasa por el 
eje , 



v 


Análisis vectorial. La solución precedente en dos etapas, de 
hallar primeramente el momento de la fuerza respecto a un pun¬ 
to en el eje y encontrar después la componente proyectada del 
momento respecto al eje, puede determinarse también mediante 
el análisis vectorial, figura 4,226. Aquí, el momento respecto a O 
se determina primero a partir de M 0 = r Á *F = (0,3 
i + 0,4j) x (—20k) = {-Si + 6j } N ■ m. La componente o proyec¬ 
ción de este momento a lo largo del eje y se determina entonces 
a partir del producto escalar (sección 2,9). Ya que el vector unitario 
para el eje es u = j, se tiene M y = M# t u = (-Si + 6j) ■ j - ó N ■ m. 
Este resultado es el que se espera, naturalmente, puesto que re¬ 
presenta la componente] de M a . 
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b 


Fig. 4.23 


Un análisis vectorial como éste es muy ventajoso para en¬ 
contrar el momento de una fuerza respecto a un eje, cuando las 
componentes de la fuerza o los brazos de palanca apropiados son 
difíciles de determinar. Por esta razón, se generalizará el método 
anterior en dos pasos y se aplicará a un cuerpo de cualquier for¬ 
ma. Para hacerlo, consideremos el cuerpo de la figura 4.23, que 
está sujeto a la fuerza F que actúa en el puntos. Aquí, deseamos 
determinar el efecto de F en la tendencia a girar el cuerpo alre¬ 
dedor del eje aa\ Esta tendencia a la rotación se mide por la 
componente del momento. Para determinar M„ calculamos 
primeramente el momento de F respecto a un punto arbitrario O 
que está en el eje. En este caso, M 0 se expresa por el producto 
cruz Mo = r x F, donde r se dirige desde O hasta A. Ya que M c 
actúa a lo largo del eje de momento bb‘, que es perpendicular al 
plano que contiene r y F, la componente o proyección de M 0 so¬ 
bre el eje aa’ se representa por M„. La magnitud de M„ está de¬ 
terminada por el producto escalar M„ = M 0 eos 0 = M 0 • u„, don¬ 
de u„ es un vector unitario utilizado para definir la dirección del 
eje aa’. Combinando estos dos pasos como una expresión gene¬ 
ral, tenemos M n = (r x F) • u a . Puesto que el producto escalar es 
conmutativo, podemos escribir también 

u„-(rxF) 
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En álgebra vectorial, esta combinación del producto escalar con 
el producto vectorial que resulta en el escalar M p es llamada tu¬ 
pie producto escalar . Sí se conocen las componentes cartesianas 
de cada uno de los vectores, el triple producto mixto puede escri¬ 
birse en forma de determinante, como a continuación 


K = (u i + uj + u a k) • 


i j k 

r x r r z 
F r F v F. 


o simplemente 


II 

Cu 

X 

ÍH 

■w 

II 

s? 

M,, r 

r, '■> r t 



f , Fy F, 



(4.11) 


donde u a ¿ u (t J representan las componentes a:, y f z, del vec¬ 

tor unitario que define la dirección del eje 
aa\ 

r p r z representan las componentes x, y , z, del vec¬ 
tor de posición trazado desde cualquier pun¬ 
to O del eje aa* hasta cualquier puntos en la 
línea de acción de la fuerza. 

F tj F p F z representan las tres componentes cartesianas 
del vector de fuerza. 

Cuando M (I se evalúe a partir de la ecuación 4.11, se obtendrá un 
escalar positivo o negativo. El signo de este escalar indica el sen¬ 
tido de M r[ a lo largo del eje aa\ Si es positivo, entonces M fl ten¬ 
drá el mismo sentido que u a en tanto que si es negativo, entonces 
M tI actuará de manera opuesta que u tr 

Una vez determinado M ai podemos expresar M tl como vector 
cartesiano, a saber. 


M„ = M„n„ = [u„ ■ (r x F)] u„ (4.12) 


Finalmente, si el momento resultante de una serie de fuerzas 
ha de ser calculado con respecto a un eje, entonces las compo¬ 
nentes del momento de cada fuerza se sumarán entre sí algebrai¬ 
camente, pues cada componente se encuentra en el mismo eje. 

Los ejemplos siguientes ilustran una aplicación numérica de 
los conceptos anteriores. 
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I Ejemplo 4.9 

La fuerza F = {-40i 4- 20j + IGk)N actúa en el punto A 
mostrado en la figura 4.2 4a. Determínese los momentos de 
esta fuerza respecto al eje* y al eje Oa. 


SOLUCIÓN I (ANÁLISIS VECTORIAL) 

Podemos resolver este problema usando el vector de po¬ 
sición r^. ¿Por qué? Como = {-3i + 4j + 6 k) m, y u, = i, ten¬ 
dremos, aplicando la ecuación 4.11> 




= -§[4(10) - 6 ( 20 )] - i[(-3)(10) - 6(-40)] + 0|(-3X20) - 4(-40)] 
- -120 N * m Resp* 


¿Qué indica el signo “menos”? 

Las componentes del momento se muestran en la figura 4,24/?, 

SOLUCIÓN II (ANÁLISIS ESCALAR) 

Ya que las componentes de fuerzas y brazos de palanca se 
determinan fácilmente para calcular M ti puede usarse un análisis 
escalar para resolver este problema. Con referencia a la figura 
4,24c, solamente las fuerzas de 10 y 20 N contribuyen momentos 
respecto al eje *, (La línea de acción de la fuerza de 40 N es 
paralela a este eje x, por tanto, su momento respecto al eje * es 
cero,) Si se usa la regla del tirabuzón, la suma algebraica de las 
componentes de momento respecto al eje* es, por tanto, 

M x - (10 N)(4 m)-(20 NX 6 m) = -80 N - m 


Resp 


Aunque aquí no se requiere, obsérvese también que 

M y = (10 N)(3 m) - (40 N(ó m) = -210 N - m 
M z » (40 N)(4 m) - {20 N)(3 m) = 100 N ■ m 


I' I N 


1 0 o 

-3 4 6 

-40 20 10 


= 1[4(10) - 6(20)] - 0[(-3)(10)- 6(“40)] + 0[(-3)(20) - 4MQ)I 
= -80 N * m Resp. 


N 


El signo “menos” Índica que el sentido de M r es opuesto a i. 

Es necesario observar que este resultado también repre¬ 
senta la componente i del momento de F respecto a A, es de¬ 
cir, M A = r A * F 

Podemos calcular, M 0a usando r,, y u^,, = -|(i) + ¿(j). Así 

í n 

-3 4 6 

-40 20 10 


Si fuéramos a determinar Mq, por este método escalar se F¡g. 4.24 

realizaría mucho más trabajo , ya que las componentes de 
fuerza de 20 N y 40 N no son perpendiculares a la dirección 
Oa. El análisis vectorial da una solución más directa. 
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■ Ejemplo 4.10 



La varilla que se muestra en la figura 4.25a está sujeta en 
A y en B como se muestra. Determine el momento 
producido por F = {—600i + 200j - 300k} N que tiende a rotar 
la varilla alrededor del ej cAB. 

SOLUCIÓN 

Un análisis vectorial mediante la ecuación 4.11 será con¬ 
siderado para la solución, ya que ei brazo de palanca no es fá¬ 
cil de determinar. En general, = u B ■ (r * F). Cada uno de 
los términos de esta ecuación se identificará ahora. 

El vector unitario u B define la dirección del eje AB de la 
varilla, figura 4.256, donde 


„ ^ r a _ 0-4i + Q2\ 

B r B 7 (0,4) 2 + (0.2} 2 


- 0.894Í + Ü.447J 


El vector r se dirige desde cualquier punto del eje AB a 
cualquier punto de la línea de acción de la fuerza. Por ejem¬ 
plo, los vectores de posición r c y r D son compatibles, figura. 
4.256. (A pesar de que no se muestre, r BC o r BD también pue¬ 
den ser utilizados). Para simplificar, hemos escogido r^, donde 

r D - {0.2j} m 



10 . 0 , 2 , ti) 


Fig, 4,25 


La fuerza es 

F = {-6001 + 20Qj - 300k> N 

Ai sustituir estos vectores en la forma determinante y 
expandiéndolos, obtenemos 


^ab ~ * (*/> x ^) ” 


0,894 0,447 0 

0 0.2 0 

-600 200 -300 


- 0.894[0.2(“300) - 0(200)] - 0.447[0(-300) - 0{-600)] + 

0(0(200) * 0.2(-600)] 

® - 53.64 N * m 


El signo "menos” indica que el sentido de es contrarío al 
n B , Si expresamos M /li? como un vector cartesiano, tenemos 

- M m u b - (-53.64 N ■ mX894i + 0,447j) 

® {“48-Oi - 24.0j} N • m Resp. 

En la figura 4.256 se muestra el resultado. 

Debe mencionarse que si el ej cAB se define usando un vector 
unitario dirigido desde B hada >4, entonces en la formuladón 
anterior -u B debería haber sido utilizado. Esto nos llevaría a 
M m “ +053.64 N * m. Por consiguiente, = Aí^(-u^), y el 
anterior resultado seria determinado nuevamente. 
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PROBLEMAS 

4,42. Determine el momento de la fuerza F alrededor * 4.44. Determine el momento de la fuerza F alrededor 
del eje Oa. Exprese el resultado como un vector car- del eje aa . Exprese el resultado como un vector car¬ 
tesiano, tesiano. 



z 



Prob.4.42 


Prob. 4.44 


4.43. Determine el momento resultante de dos fuer- 4.45. Determine el momento resultante de las dos 
zas alrededor del eje aa. Exprese el resultadao como fuerzas alrededor del eje Oa. Exprese el resultado 
u n vecto r caries ¡ano. co m o u n vector ca rtesi ano. 




Prob. 4.45 
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4-46. Determine ios momentos de la fuerza F respec¬ 
to a los ejes x> z . Resuelva el problema (a) con en¬ 
foque vectorial cartesiano y (b) con el enfoque esca¬ 
lar. 



Prob.4.46 


4.47. Determine el momento de la fuerza F respecto 
a un eje que une los puntos O y A. Exprese el resulta¬ 
do como vector cartesiano. 



*4.48. Determine la magnitud del momento resul¬ 
tante de las tres fuerzas respecto al eje^/í. Resuelva 
(a) usando un enfoque vectorial cartesiano y (f?) 
usando un enfoque escalar. 


120 Ib 



Prob, 4.48 


4.49. Una fuerza F = {8i - lj + lk} Ib se aplica al 
mango de la llave. Determine la componente del mo¬ 
mento de esta fuerza respecto al eje z que tiene efec¬ 
to en apretar el perno. 



Frob. 4.49 
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PROBLEMAS 137 


4.50. La cadena^ ejerce una fuerza de 20 Ib sobre 
la puerta en B , Determine la magnitud del momento 
de esta fuerza respecto al eje de las bisagras de esta 
puerta, el eje x. 



4.51. Se usan las dos llaves en combinación para qui¬ 
tar ía tuerca de la maza de la rueda. Si la fuerza apli- 
cada al final de la llave de caja es 
F = {41 - 12j + 2k} N, determine la magnitud del mo¬ 
mento de esta fuerza respecto al eje x que es eficien¬ 
te para sacar la tuerca. 



4.52. La fuerza de 50 Ib actúa sobre el engrane en la 
dirección mostrada. Determine el momento de esta 
fuerza respecto al eje y. 


i 



Prob, 4.52 


4.53. Determine el momento que la fuerza F ejerce 
respecto al eje^ que es el eje de la flecha. Resuelva 
el problema mediante los métodos vectorial cartesia¬ 
no y escalar. Exprese el resultado como vector carte¬ 
siano. 



Prob. 4.51 


Prob. 4.53 
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138 CAP. 4 RESULTANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS 


4,54, En la ménsula actúa una fuerza de 600 N aplica* * 456* La fuerza de F - 80 Ib actúa a lo largo de la aris* 
da en el punto A* Determine el momento de esta ta DB del tetraedro. Determine la magnitud del mo¬ 
flí erza respecto al ejey. mentó de esta fuerza respecto a la arista AC. 



457, Si el momento de la fuerza F respecto a la arista 
AC del tetraedro tiene una magnitud de M = 200 Ib ■ ft 
y se dirige de C a A, determine la magnitud de F. 



Prabs. 4.56/4.57 


Prob. 4.54 


455. Una fuerza de 50 N se aplica a la manija de la 
puerta. Determíne el momento de esta fuerza res¬ 
pecto al eje z de las bisagras* Ignore el tamaño de la 
manija* Sugerencia : use análisis escalar* 


458* Una fuerza vertical de F = 60 N se aplica al 
mango de la llave Stillson* Determine el momento 
que esta fuerza ejerce a lo largo del eje/IB (eje x) del 
ensamble tubular. Tanto la llave como el ensamble 
tubular/ÍBC se encuentran en el plano x— y* Sugeren¬ 
cia : use análisis escalar. 



Prob* 4*55 


459. Determine la magnitud de ta fuerza vertical F 
que actúa en el mango, de modo que esta fuerza pro¬ 
duzca una componente de momento a lo largo del 
eje AB (eje x) del ensamble tubular de((M¿v“ 
{—51} N • m. El ensamble tubular y la llave están con¬ 
tenidos en el plano x—y. Sugerencia: Utilice análisis 
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SEC. 4.6 MOMENTO DE UN PAR 139 


4.6 Momento de un par 


Un/wir se define como dos fuerzas paralelas que tienen la misma 
magnitud, sentidos opuestos y están separadas por una distancia 
perpendicular d, figura 4.26. Ya que la fuerza resultante de las 
dos fuerzas que componen el par es cero, el único efecto de un 
par es producir una rotación o tendencia a la rotación en el sen¬ 
tido especificado. 

F 



-F 


Fíg. 4.26 


El momento que produce un par, denominado momento de 
un par, es equivalente a la suma de Jos momentos de las dos fuer¬ 
zas del par, determinado respecto a cualquier punto O del espa¬ 
cio. Para mostrarlo, considérense los vectores de posición r A y r fl , 
dirigidos desde O hasta los puntos A y B que están sobre la línea 
de acción de -F y F, figura 4.27. El momento del par calculado 
respecto a O es, por tanto, 

M = r A x (-F) + r fl * (F) 

= — r^) X F 

Por la ley del triángulo para adición vectorial, r A + r = r¡j o r = 
r B - de modo que 

M = r * F (4.13) 

Este resultado indica que el momento de un par es un vector li¬ 
bre, es decir, que puede actuar en cualquier punto, ya que M de¬ 
pende solamente del vector de posición dirigido entre las fuerzas 
y no de los vectores de posición r A y r B , dirigidos del punto O a 
las fuerzas. Este concepto es, por tanto, diferente del concepto 
de momento de una fuerza, el cual requiere un punto definido o 
eje respecto a los cuales se determinen los momentos. 


Formulación escalar. El momento de un par, M, figura 4.28 
se define dotado de una magnitud igual a 


M = Fd 


(4.14) 


donde F es la magnitud de una de las fuerzas y d es la distancia 
perpendicular o brazo de palanca entre las fuerzas. La dirección 
y el sentido del momento del par se determinan por la regla del 
tirabuzón, donde el pulgar indica la dirección al cerrar los dedos 
en el sentido de la rotación causada por las dos fuerzas. En todos 
los casos, M actúa perpendicularmente al plano que contiene es¬ 
tas fuerzas. 



Fig. 4.27 
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140 CAP, 4 RESULTANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS 




(a) 


Formulación vectorial. El momento de un par también pue¬ 
de expresarse mediante el producto vectorial con ayuda de la 
ecuación 4,13, 


M = r x F 


(4.15) 


Es fácil recordar la aplicación de esta ecuación pensando en to¬ 
mar los momentos de ambas Tuerzas respecto a un punto en la lí¬ 
nea de acción de una de las fuerzas. Por ejemplo, si se toman los 
momentos respecto a A en la figura 4.27, el momento de -F es 
cero respecto a este punto y el momento de F se define de la 
ecuación 4.15. Por tanto, en la formulación se hace el producto 
cruz de r con la fuerza F a la que se dirige. 


Pares equivalentes. Dos pares se consideran equivalentes si 
producen el mismo momento. Ya que el momento producido 
por un par es siempre perpendicular al plano que contiene las 
fuerzas del par, será necesario que las fuerzas de pares equiva¬ 
lentes se encuentren en el mismo plano o en planos paralelos en¬ 
tre sí. En esta forma, el sentido de cada momento de par será 
uno mismo, es decir, perpendicular a los planos paralelos de los 
pares. Por ejemplo, los dos pares mostrados en la figura 4.29 son 
equivalentes. Un par se produce por dos fuerzas de 100 N sepa¬ 
radas por una distancia de d ~ 0.5 m, y la otra es producida por 
dos fuerzas de 200 N separadas por una distancia de 0.25 m. Da¬ 
do que los planos donde actúan las fuerzas son paralelos al plano 
x— y, el momento producido por cada uno de los pares puede ex¬ 
presarse como M = {50k}N ■ m. 



II 



Fig. 4.3» 


<W 


(0 


Resultante de momentos de pares. Dado que los momen¬ 
tos de pares son vectores libres, pueden aplicarse en cualquier 
punto P de un cuerpo y sumarse vectorialmente. Por ejemplo, los 
dos pares que actúan en planos diferentes del cuerpo rígido en la 
figura 4.30a pueden reemplazarse por sus momentos de par M, y 
M 2 , figura 4.30b y entonces estos vectores libres pueden moverse 
al punto arbitrario P y sumarse para obtener el momento de par 
resultante M* = + M 2 que se ve en la figura 4.30c, 

Si son más de dos pares los que actúan sobre el cuerpo, se pue¬ 
de generalizar este concepto y escribir la resultante vectorial como 

M* = Er * F (4.16) 

donde cada momento de par se calcula de acuerdo con la ecua¬ 
ción 4.15. 

Los ejemplos a continuación ilustran estos conceptos numé¬ 
ricamente. En general, los problemas proyectados en dos dimen¬ 
siones deberán resolverse usando análisis escalar, dado que los bra¬ 
zos de palanca y componentes de fuerzas se calculan con facilidad. 
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■ Ejemplo 4*11 ^ 

En el extremo de la viga de la figura 431a actúa un par. 
Reemplácese por un par equivalente que contenga dos fuer¬ 
zas que actúen por (a) los puntos^ y ¿f, y (h) los puntos D y ZL 



Fig. 4.31 

SOLUCIÓN (ANÁLISIS ESCALAR) 

£1 par tiene una magnitud de M = Fd = 400(0.2) = 80 N - m 
y dirección, es decir, hacia adentro de Sa página, porque las 
fuerzas tienden a girar en el sentido de las manecillas del reloj. 
M es un vector libre, de modo que se le puede colocar en 
cualquier punto de la viga, figura. 4.316. 

Parte (a). Para preservar la dirección de M, las fuerzas 
horizontales que actúan por los puntos A y B deben dirigirse 
como se ve en la figura 431c + La magnitud de cada fuerza es 


M = Fd 
80 = F(G.25) 

F = 320 N Resp. 

Parte (6), Para generar la rotación en el sentido de las maneci¬ 
llas del reloj, las fuerzas que actúan por los puntos D y E de¬ 
ben ser verticales y dirigirse como se muestra en la figura 
4.3 Id. La magnitud de cada fuerza es 


M = Pd 

80 =P( 0 . 1 ) 

P = 800 N Resp. 
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■ Ejemplo 4.12 


Determine el momento de par que actúa en la viga mos¬ 
trada en la figura 4.32a. 



(») 


SOLUCIÓN {ANÁLISIS ESCALAR) 

Aquí presentan cierta dificultad la determinación de la 
distancia perpendicular entre las fuerzas y el cálculo del mo¬ 
mento del par como M = Fd. En lugar de ello, podemos resol¬ 
ver cada fuerza en sus componentes horizontal y vertical, F x * 
4/5(150) = 120 Ib y F y = 3/5(150) - 90 Ib, figura 4.32b, y enton¬ 
ces usar el principio de los momentos. El momento de par se 
puede determinar respecto a cualquier pumo. Por ejemplo, si 
se elige el punto D, tenemos, para las cuatro fuerzas 

W M = 120 lb(0 ft) - 9011X2 ft) + 90 lb(5 ft) + 120 lb(l ft) 

= 390 Ib ■ ft 1 Resp. 


.40 Ib 



Sin embargo, es más fácil determinar los momentos res¬ 
pecto a A o B para eliminar el momento de las fuerzas que ac¬ 
túan en ese punto. Para el punto A, figura 4.28b, tenemos 


WX = 901b(3ft)+ 120 !b(l ft) 
= 390 Ib * ft 1 


Resp, 


(b> Demuéstrese que se obtiene el mismo resultado si los mo¬ 

mentos se suman respecto a B . Nótese también que el par de la 
figura 432a ha sido reemplazado por dos pares en la figura 
m = ib■ íi 432ó, Usando M = Fd, un par tiene momento M y = 90 lb(3 ft) 

- 270 Ib ■ ft y el otro tiene momento de Mi — 120 lb(l ft) = 120 
Ib • ft. Por la regla de la mano derecha, ambos momentos de par 
están en el sentido contrario al de las manecillas del reloj y por 
tanto dirigidos hacia el lado del lector. Ya que estos momentos 
son vectores libres, se pueden mover a cualquier punto y sumarse 
para dar Af- 270 Ib * ft + 120 Ib * ft = 390 Ib ■ ft , que el resultado 
Fig. 4.32 antes determinado también, M es un vector libre y puede, por 

tanto, actuar en cualquier punto de la viga, figura 432c, 



http://librosysolucionarios.net 


































SEC. 4.6 MOMENTO DE UN PAR 143 


Ejemplo 4.13 


Determine el momento del par que actúa sobre el tubo 
que se muestra en la figura 4.33a. El segmento AB se dirige 
30° por abajo del plano x —y. 




a» 


SOLUCIÓN I (ANÁLISIS VECTORIAL) M 

El momento de las fuerzas del par puede encontrarse res¬ 
pecto a cualquier punto. Si se considera el punto O, figura 
4.33b, tenemos 

M = r^x (-25k) + r B x (25k) 

= ( 8 j) x (-25k) + (6 eos 30°i + 8 j - 6 sen 30°k) x (25k) 

= -200i -129.9j + 200¡ 

= {—130j> Ib • in Resp. 

Es más fácil tomar momentos de las fuerzas del par res¬ 
pecto a un punto que se encuentre sobre la línea de acción de 
una de las fuerzas, por ejemplo, el punto .4, figura 4.33c. En 
este caso el momento de la fuerza en A es cero, de modo que 

M = Xah x (25k) 

= (6 eos 30°i - 6 sen 30°k) x (25k) 

= {-130j} Ib • in Resp. 

SOLUCIÓN II (ANÁLISIS ESCALAR) 

Aunque el problema se muestra en tres dimensiones, la 
geometría es tan simple que permite el uso de la ecuación 
M=Fd. La distancia perpendicular entre las líneas de acción 
de las fuerzas es d = 6 eos 30° = 5.20 in, figura 4.33 d. Así, to¬ 
mando momentos de las fuerzas respecto al punto A o al 
punto B, se obtendrá 


M = Fd = 25(5.20) = 129.9 Ib ■ in 

Aplicando la regla de la mano derecha, M actúa en la direc- 35 , b 
ción -j. Por tanto, 1 j^\í ir 

M - {-130j} Ib • in Resp. B " 
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I Ejemplo 4.14 




Reemplace los dos pares que actúan sobre el bloque 
triangular en la figura 4.34a, por un momento de par resul¬ 
tante. 


SOLUCIÓN (ANÁLISIS VECTORIAL) 

El momento de un par M„ desarrollado por las fuerzas en 
A y B puede ser fácilmente determinado de una formulación 
escalar. 


Ai, = Fd - 200(0.3) = 60 N ■ m 

Por la regla de la mano derecha, Mj actúa en la dirección +i, 
figura 4.346, Por tanto, 


M| = {601} N ■ m 

Se usará análisis vectorial para determinar M 2 , causado 
por las fuerzas en C y D. Si se calculan los momentos respecto 
a D, figura 4.34a, M 2 = x F c , entonces 

M, = Tdc x F c = (0.21) x [lOOííJj - 100(|)k] 

= (0.2i) x [80j - 60k] = 16(1 * j) - 12(1 x k) 

= {12j + 16k} N ■ m 

Trate de establecer usando una formulación escalar, figura 
4.346. 

Dado que M t y M 2 son vectores libres, pueden moverse 
arbitrariamente a un punto P del bloque y sumarse vectorial¬ 
mente, figura 4.34c. El momento resultante de estos pares 
viene a ser 


= Mj + M 2 = {60¡ + 12j + 16k) N ■ m Resp. 
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PROBLEMAS 

* 4,60. Determine la magnitud y dirección del momen- 4,63. En el soporte II se fija el extremo de la viga de 
to del par. piso B. Si la carga sobre el soporte consiste en dos 

pares, determine la magnitud de las fuerzas horizon¬ 
tales F y -F, de manera que el momento de par resuL 
tante sobre el soporte sea igual a cero. 


-4 m 


200 N 



x 


Prob, 4,60 


4,6L Determine la magnitud y dirección del momen¬ 
to del par. 



Prob, 4,61 


4.62. Determine la magnitud y la dirección del mo¬ 
mento del par. 



0,75 in. 


Prob. 4.63 


* 4.64. El asfalto reacciona con un torque de Ma ~ 400 
N ♦ m y Mb = 200 N ■ m sobre los cepillos de la má¬ 
quina de limpieza. Determine la magnitud del par de 
fuerzas que desarrolla el asfalto sobre las ruedas tra¬ 
seras de la máquina, de modo que el momento de un 
par resultante sobre la máquina sea cero. ¿Cuál es la 
magnitud de estas fuerzas, si deja de funcionar el ce¬ 
pillo en B ? 


V 


150 Ib 

/ 

é 

i 

T 

S ft 

1 

“6 ft “ , j--6 ft -j 

Ltft- 

O 

— 8 ft — 

Jftl /150 Ib 



IV 



B 


Prob. 4,62 



Prob, 4,64 
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4.65. El momento de un par de magnitud 
M = 40 lív ft y sentido de las manecillas del reloj es 
resistido por el eje de un motor eléctrico. Determine 
las magnitudes de las fuerzas de reacción R y -R que 
actúan en los soportes^ y B , de manera que el resul¬ 
tante de los dos pares sea cero. 

4.66. Determine la magnitud del momento de par M 
que actúa sobre el motor eléctrico si las fuerzas reac¬ 
tivas R y -R tienen, cada una, magnitud de 20 Ib y el 
resultante de los dos pares es cero. 



Probs. 4.65/4.66 


4.67, El momento de un par resultante creado por los 
dos pares que actúan sobre el disco es {lük} klb ■ in. 
Determine la magnitud de la fuerza T. 



4.68. La cuerda que pasa por las dos pequeñas clavi¬ 
jas^ y B de la tabla estú sujeta a una tensión de 10 íb. 
Determine la tensión mínima P y la orientación 0 de 
la cuerda que pasa por las clavijas C y D, de modo 
que el momento de un par resultante producido por 
las dos cuerdas sea 20 Ib ♦ in en el sentido de las ma¬ 
necillas del reloj. 


J 



Prob.4,68 


4,69. Dos pares actúan sobre la viga. Determine la 
magnitud de F, de modo que el momento de un par 
resultante sea 450 Ib ■ ft, en el sentido contrario a las 
manecillas del reloj. ¿En qué lugar de la viga actúa el 
momento de un par resultante? 



Prob,4 M 
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4.70. Los extremos de la placa triangular están some¬ 
tidos a tres pares. Determine la magnitud de la fuer¬ 
za F de modo que el momento de uir par resultante 
sea 400 N m en sentido de las manecillas del reloj. 


600 N 



4*71* Dos pares actúan sobre la estructura. Si el mo¬ 
mento de un par resultante debe ser igual a cero, de¬ 
termine la distancia d entre las fuerzas del par de 
magnitud 100 Ib. 

* 4.72. Sobre la estructura actú¡& dos pares. Sí d = 4 ft, 
determine el momento de ut^par resultante. Calcule 
el resultado resolviendo cada fuerza en componentes 
x y y (a) encontrando el momento de cada par (Ec. 
4.14) y (i b ) sumando los momentos de todas las com¬ 
ponentes de fuerza respecto al punto A. 

4.73. Sobre la estructura actúan dos pares. Si d = 6 ft, 
determine el momento de un par resultante. Calcule 
el resultado resolviendo cada fuerza en componentes 
x,y (a) encontrando el momento de cada par (ecua¬ 
ción 4.14) y (i b ) sumando los momentos de todas las 
componentes de fuerzas respecto al punto fí. 

100 Ib 



Profos. 4.71/4.72/4.73 


4.74. Determine el momento de un par resultante 
que actúa sobre la viga. Resuelva el problema de dos 
formas: (a) sumando momentos respecto a O; y (b) 
sumando momentos respecto de^4. 



4.75* Determine el momento del par. Exprese el re¬ 
sultado como vector cartesiano. 
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* 4,76. Determine el momento del par. Exprese el re¬ 
sultado como vector cartesiano. 



4.79. Determine el momento de un par resultante de 
los dos pares que actúan sobre el ensamble tubular. 
La distancia entre A y B es d - 400 mm. Exprese el 
vector en forma cartesiana. 

* 4.80* Determine la distancia d entre A y B, de manera 
que el momento de uo par resultante tenga magnitud 
de Mr = 20 N ■ m. 


4.77* El engranaje desmultiplicador está sujeto a los 
momentos de un par que se muestran. Determine el 
momento de un par resultante y especifique su mag¬ 
nitud y ángulos directores coordenados. 



Prob. 4.77 



Probs. 4,79/4*80 


4*81. Si el momento de un par resultante de los tres 
pares que actúan en el bloque triangular ha de ser ce¬ 
ro, determine la magnitud de las fuerzas F y P. 


4*78* Exprese el momento del par que actúa sobre el 
ensamble tubular en forma vectorial cartesiana. 
¿Cuál es la magnitud del momento de par? 
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4.7 Movimiento de una fuerza en un cuerpo rígido 

Numerosos problemas de la estática, incluida la reducción de un 
sistema de fuerzas a su expresión más simple posible, requieren 
mover una fuerza de un punto a otro en un cuerpo rígido. Ya 
que una fuerza tiende tanto a trasladar como a rotar e! cuerpo, es 
importante que estos dos efectos “externos” se mantengan sin 
cambio, *si la fuerza se mueve de uno a otro punto del cuerpo. 
Ahora consideraremos dos casos en relación con la localización 
del punto O al que se ha de mover la fuerza, 

L El punto O está en la línea de acción de la fuerza. Conside¬ 
remos el cuerpo rígido que se muestra en la figura 435a, sujetou 
la fuerza F aplicada al punto A Para mover la fuerza al punto O 
aplicaremos, primeramente, las fuerzas de la misma magnitud, 
pero mutuamente opuestas F y -F en 0, como se muestra en la 
figura A35b: Este paso no altera de modo alguno los efectos ex¬ 
ternos sobre el cuerpo; sin embargo, las dos fuerzas indicadas 
con ía pequeña transversal pueden cancelarse, y dejar la fuerza 
en el punto O como se quiere, figura 4.35c. Usando evSte procedi¬ 
miento de construcción, se ha mantenido un sistema equivalente 
entre cada uno de los diagramas, lo que se indica con el signo de 
“igual”. Observemos, sin embargo, que la fuerza sólo ha sido 
“transmitida” a lo largo de su línea de acción del puntos, figura 
435n, al punto 0, figura 4.35c. En otras palabras, la fuerza pue- 





Cb) 


Fig. 435 
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de considerarse como un vector deslizante, puesto que puede ac¬ 
tuar en cualquier punto de su linca de acción. En la sección 4.4 
nos hemos referido a este concepto como principio de transmisi- 
JÚtidod>\ Puede formalmente enunciarse como sigue: los efectos 
externos que actúan sobre un cuerpo rígido permanecen inalterados 
cuando una fuerza, que actúa en un punto dado de un cuerpo , se 
aplica en otro punto situado sobre la línea de acción de la fuerza. 
Es importante darse cuenta de que tan sólo los efectos arfemos 
causados por la fuerza permanecen inalterados después de mo¬ 
verla. Es un hecho que los efectos internos dependen del punto 
donde se localizad. Por ejemplo, cuando F actúa en A, las fuer¬ 
zas internas en el cuerpo tienen una elevada intensidad alrede¬ 
dor de A; mientras que si F actúa en O t el efecto de F en la gene¬ 
ración de fuerzas internas en A será menor. 


M = rxF 




Fig. 436 


2. El punto O no se encuentra en la línea de acción de la fuer¬ 
za. Este caso se ilustra en la figura 43óa* Siguiendo el mismo 
procedimiento anterior, primero aplicamos fuerzas de igual mag¬ 
nitud, pero opuestas en O, las fuerzas F y -F de la figura 4366. 
Aquí, las dos fuerzas identificadas por la pequeña transversal 
forman un par con momento dado por el producto vectorial 
M = r x F, Ya que el momento de un par es un vector libre, se le 
puede aplicar en cualquier punto P del cuerpo como se ve en la 
figura 4.36c. F actúa ahora en el punto O, como se quería, ade- 
más de este momento de un pan 



o* 
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Fig.437 


Como ilustración física de estos dos enunciados, considere¬ 
mos el efecto que produce sobre la mano el sostener un pedazo 
de palo de peso despreciable. Si se aplica una fuerza vertical al 
otro extremo del palo y se le mantiene en posición vertical, como 
en la figura 4.37#, entonces, por el principio de transmisión idad, 
la misma fuerza es sentida en el puño, figura 437b, sin atender al 
punto de la línea de acción donde la fuerza se aplique. Cuando 
se mantiene el palo en posición horizontal, figura 4.37c, la fuerza 
tiene el efecto de producir tanto una fuerza hacia abajo en el pu¬ 
ño como una torsión en el sentido de las manecillas de un reloj, 
figura 4,37zí. Estos mismos efectos serán sentidos en el puño, si 
la fuerza F y el momento de par M = Fd son aplicados en la em¬ 
puñadura, Figura 4.37c. 


4.8 Resultantes de un sistema de fuerzas y pares 


Cuando un cuerpo rígido está sujeto a un sistema de fuerzas y 
momentos de pares, suele ser más fácil estudiar los efectos exter¬ 
nos sobre el cuerpo si se usan las resultantes de fuerzas y mo¬ 
mentos de pares, en vez del sistema de fuerzas y momentos. Para 
mostrar cómo se simplifica un sistema de fuerzas y momentos de 
pares en sus resultantes, considérese el cuerpo rígido de la figura 
4.38#. El sistema de fuerzas y momentos de pares que actúa so¬ 
bre el cuerpo será simplificado moviendo las fuerzas y los mo¬ 
mentos de pares al punto arbitrario O, A este respecto, el mo- 
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mentó de par M simplemente se mueve a 0, ya que es un vector 
libre. Las fuerzas F t y F 2 son vectores deslizantes y, dado que O 
no se encuentra sobre la línea de acción de estas fuerzas, debe 
moverse cada una a O , de acuerdo con el procedimiento explica¬ 
do en la sección 4,7. Por ejemplo, cuando F ; se aplica en 0, debe 
aplicarse el momento de un par correspondiente M x ~ ij * F i al 
cuerpo, figura 438b. Por adición vectorial, el sistema de fuerzas y 
momentos de pares mostrado en la figura 438b puede ahora re¬ 
ducirse a una fuerza resoltante equivalente F R = F % + F 2 y mo¬ 
mento de un par resultante M Rq = M + Mj + M 2 como se ve en la 
figura 438c, Obsérvese que tanto la magnitud como la dirección 
de F ñ son independientes de la localización del punto O ; sin em¬ 
bargo, M r _ depende de su localización, ya que los momentos M t 
y M 2 se calculan usando los vectores de posición r Y y r 2 . Es im¬ 
portante darse cuenta de que es un vector libre y puede ac¬ 
tuar en todo punto del cuerpo, aunque O suele elegirse como su 
punto de aplicación. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 


El método precedente para simplificación de un sistema de 
fuerzas y momentos de,pares a una fuerza resultante que ac¬ 
túe en O y el momento de un par resultante será descrito 
ahora en términos generales. Para aplicar este método es ne¬ 
cesario, primeramente, establecer un sistema de coordena¬ 
das x, y, z. 


Sistemas de tres dimensiones. Para resolver problemas en 
que interviene un sistema de fuerzas y de pares en tres di¬ 
mensiones, se usa, en general, un análisis vectorial cartesia¬ 
no, en caso de que sea difícil determinar las componentes de 
fuerzas y brazos de palanca. 


Suma de fuerzas . La fuerza resultante es equivalente a la su¬ 
ma vectorial de todas las fuerzas del sistema; es decir 


F r = LF 


(4.17) 


Fig. 4,38 


Suma de momentos. El momento de un par resultante es 
equivalente a la suma vectorial de todos los momentos de 
pares del sistema más los momentos respecto a O de todas 
las fuerzas del sistema; eslo es 


M*„ = £Mó 


(4.18) 
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Sistemas de fuerzas coplanares. Puesto que las componen¬ 
tes de fuerzas y brazos de palanca se determinan con facili¬ 
dad en dos dimensiones, un análisis escalar es lo más conve¬ 
niente para resolver problemas relacionados con sistemas de 
fuerzas coplanares. Suponiendo que las fuerzas se encuen¬ 
tran en el plano x—y, y que los momentos de pares sean per¬ 
pendiculares a este plano (con dirección igual al eje z), en¬ 
tonces las resultantes se determinan como sigue: 


Suma de las fuerzas> La fuerza resultante F ñ es equivalente a la 
suma vectorial de sus dos componentes y Cada com¬ 
ponente se encuentra por suma escalar (algebraica) de las 
componentes de todas las fuerzas en el sistema que actúan 
en la dirección correspondiente, es decir. 


F RT =m 


(4.19) 


Suma de momentos. El momento de un par resultante M* es 
perpendicular al plano que contiene las fuerzas y es equiva¬ 
lente a la suma escalar (algebraica) de todos los momentos 
de pares en el sistema* más los momentos respecto a O de 
todas las fuerzas en el sistema; es decir. 


M Ro = m 0 


(4.20) 


Al determinar los momentos de las fuerzas respecto a O f 
suele ser ventajoso usar el principio de los momentos; es de¬ 
cir, determinar los momentos de las componentes de cada 
fuerza, en vez del momento de la fuerza misma. 

Es importante recordar que al aplicar cualquiera de estas 
ecuaciones, debe ponerse atención al sentido de las compo¬ 
nentes y los momentos de las fuerzas. Sí están a lo largo de 
los ejes coordenados positivos, representan escalares positi¬ 
vos; pero si estas componentes tienen el sentido de la parte 
negativa de los ejes, son escalares negativos. Siguiendo este 
criterio, un resultado positivo Índica que el vector resultante 
tiene sentido direccional hacia la parte positiva del eje de 
coordenadas. 

Los siguientes ejemplos ilustran estos procedimientos nu¬ 
méricamente. 
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Ejemplo 4.15 

Reemplace las fuerzas que actúan sobre el tubo mostrado 
en la figura 4.39 a por una fuerza y momento de un par resul¬ 
tantes equivalentes que actúen en el punto A. 



SOLUCIÓN (ANÁLISIS ESCALAR) 

El principio de los momentos se aplicará a la fuerza de 
400 N, con lo cual se considerarán los momentos de sus dos 
componentes rectangulares. 


Suma de fuerzas. La fuerza resultante tiene componentes x, y, 
como a continuación 


i F r = LF X ; F r = -100 - 400 eos 45° = -382.8N = 382.8 N «- 
+1 F r = LF y ; F r = -600 - 400 sen 45° = -882.8 N = 882.8 N i 

Como se muestra en la figura 4.39b, F R tiene una magnitud de 


F r = /(FrJ + (FrY = ^(382.8)-' + (882.8) ¿ = 962 N Resp. 
y una dirección definida según el dibujo, que es 


0 = tan -1 




= tan - 1 


r 882.8 


382.8 


= 66 . 6 °^ 


Resp . 


Suma de momentos . El momento de un par resultante está 
determinado por la suma de los momentos de las fuerzas res¬ 
pecto a A. Si se supone que los momentos positivos actúan en 
el sentido contrario al de las manecillas del reloj, es decir, en 
la dirección +k, tenemos 


U M Ra = LM a ; 

M Ra = 100(0) -600(0.4)- (400 sen 45")(0.8) - (400 eos 45")(0.3) 
= -551 N • m = 551 N • m i Resp. 


En conclusión, cuando y F R actúan en el punto A del 
tubo, figura 4.396, producirán el mismo efecto externo o reac¬ 
ción en el soporte A que el producido por el sistema de fuer¬ 
zas de la figura 4.39a. 
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■ Ejemplo 4,16 

Una viga está sujeta al momento de un par M y fuerzas F, 
y F 3 como se ve en la figura 4.40«. Reemplace este sistema por 
una fuerza resultante y un momento de par equivalentes que 
actúen en el punto O. 


M m 500 N ■ m 


SOLUCIÓN (ANÁLISIS VECTORIAL) 

Si expresamos las fuerzas y el momento de un par como 
vectores cartesianos, tenemos 

F, = {-800k}N x 

F 2 = (300 N)Uc B = (300 N) 

-0.15i + 0.1i 


'ce 

V. / 


■300[- 


= í—249.61 + 166.4j} N 


/(-0.15y + (0.1) 2 
M =-500(í)j + 500(|)k = {—400j + 300k} N • m 


Suma de fuerzas 

F* = ZF; F r = Fj + F 2 = -800k - 249.6i + 166.4j 
- í—249.61 + 166.4J ~ 800k} N 


Suma de momentos 


Resp. 


= LM 0 ; 

M + r t ^ T | ^ rx F2 


=> (-400] + 300k) + (lk) x (—SOOk) + 


i 

-0.15 


(—400j + 300k) + (0) + (-166.41 -249.6j) 
■ {-166.48 - 649.6j + 300k} N • m 


Los resultados se muestran en la figura 4.40b. 


5*2 = 30C N 


0.15 m 




Fig. 4.40 
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4.9 Reducción adicional de un sistema de fuerzas y momentos de pares 

Simplificación a una sola fuerza resultante. Considere- 
mos ahora un caso especial cuyo sistema de fuerzas y momentos 
de pares que actúan en un cuerpo rígido, figura 4 Ala, se reduce 
en O a una fuerza resultante F^ = ÉF y un momento de par resul¬ 
tante que son mutuamente perpendiculares , figura 

4.4líe Cuando esto ocurra* podemos simplificar aún más el siste¬ 
ma de la fuerza y el momento de un par moviendo F* a otro pun¬ 
to P, localizado ya sea en el cueqx), ya sea fuera de él, de manera 
que no haya que aplicar momento de par alguno, como en la fi¬ 
gura 4.41c. 

La localización del punto P con respecto al punto O se pue¬ 
de determinar siempre y cuando se conozcan F^ y M^, figura 
4,410. Como se ve en la figura 4.41c, P debe encontrarse sobre el 
eje bb 7 que es perpendicular a la linca de acción de F^ y al eje aa . 
Se elige este punto de modo que sea satisfecha la ecuación esca¬ 
lar = F R d o d =M H JF n . Si F^ actúa en esa posición producirá 
los mismos efectos externos sobre el cuerpo que el sistema de 
fuerza y momento de un par de la figura 4.41 a, o que la fuerza 
resultante y el momento de par resultante de la figura AAlb. Se 
dirá que el sistema de fuerza y momentos de pares de la figura 
A Ala es equivalente o equipolente al “sistema" de la sola fuerza 
en la figura 4.41c, porque cada sistema produce la misma fuerza 
y momento resultantes reemplazados en O, 

Si un sistema de fuerzas es concurrente, coplanar o paralelo 
puede siempre reducirse, como en el caso anterior, a una sola 
fuerza resultante que actúe por un punto P único. Esto es por¬ 
que en cada uno de estos casos y serán siempre perpendi¬ 
culares entre sí, cuando el sistema de fuerzas sea simplificado en 
cualquier punto O. 



Fíg. 4.41 



u 
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Los sistemas de fuerzas concurrentes fueron detalladamente 
tratados en el capítulo 2. Obviamente, todas las fuerzas actúan 
en un punto para el cual no existe resultante de momento de par, 
de modo que el punto P queda automáticamente especificado, fi¬ 
gura 4.42. 

Los sistemas de fuerzas coplanares , que pueden incluir mo¬ 
mentos de par perpendiculares al plano de las fuerzas, como se 
muestra en la figura 4.43¿jyse pueden reducir a una fuerza resul¬ 
tante única, pues cuando se mueve a cualquier punto O del pia¬ 
no jc—_ y, cada fuerza del sistema produce un momento de par 
que es perpendicular al plano, esto es, en la dirección ±k. hi mo¬ 
mento resultante = EM + Er x F es, por tanto, perpendicular 
a la fuerza resultante F /ÍT figura 4.436». 


F, 



\, 


y y 




Ftg. 4.43 


Los sistemas de fuerzas paralelas , que pueden incluir momen¬ 
tos de pares que son perpendiculares a las fuerzas, como se ve en 
la figura 4.44a, pueden reducirse a una sola fuerza resultante, 
porque al mover cada fuerza a cualquier punto O en el plano 
x— y, se produce un momento de par que tiene componentes so¬ 
lamente a lo largo de los ejes x y y. El momento resultante M Ro = 
EM + Er x F es, por tanto, perpendicular a la fuerza resultante 
F* figura 4.446. 


i 



z 



(b> 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

La técnica usada para reducir un sistema de fuerzas copiaría- 
res o paralelas a una sola fuerza resultante sigue el procedi¬ 
miento general bosquejado en la sección precedente. Se es¬ 
tablece, para empezar, un sistema de coordenadas x, y , z* 
Luego, la simplificación requiere los pasos siguientes: 

Suma de fuerzas- La fuerza resultante es igual a la suma de 

todas las fuerzas del sistema, figura 4*4 la y 4*41 c; es decir. 


F/t-EF 





(el 

Fi£* 4*45 


Suma de momentos- La distancia d del punto arbitrario O a la 
línea de acción de F H se determina igualando el momento de 
F^ respecto O, figura 4.41c, a la suma de los momentos 
respecto al punto O de todos los momentos de pares y fuer¬ 
zas del sistema, ZM ür figura 4.41a; es decir. 


- ZM 0 

El análisis escalar más usual es al aplicar estas ecuaciones pues 
las componentes de fuerzas y los brazos de palanca se determi¬ 
nan fácilmente para sistemas de fuerzas copla nares o paralelas* 

Reducción a una llave de torsión (tornillo)* En el caso general, 
el sistema de fuerzas y momentos de pares que actúan en un cuerpo, 
figura 4.38a, se reducirá a una fuerza resultante F* y momento de 
par M Ro , en O , que no son perpendiculares. En lugar de ello, F* 
actuará con ángulo 9 desde figura 4.38c. Como se muestra en 
la figura 4.45a; sin embargo, puede resolverse en dos com¬ 
ponentes: una perpendicular, M x , y la otra paralela, M M a la línea 
de acción de F^* Como en el procedimiento explicado anterior¬ 
mente, la componente perpendicular M x puede eliminarse mo¬ 
viendo F r al punto P, como se muestra en la figura 4A5b. Este 
punto está sobre el eje bb que es tanto perpendicular a tanto 
como a F r . Para mantener una equivalencia de carga, la distancia 
entre O y P es d = MJF R . Además, cuando F R se aplica a P, el mo¬ 
mento de Ftf tiende a causar rotación del cuerpo alrededor de O en 
la misma dirección que M x , figura 4.45a* Finalmente, dado que M t 
es un vector libre, se puede mover a P, de modo que sea colineal 
con F^ figura 4.45c. Esta combinación de una fuerza y momento de 
un par corneales se llama tomillo. El eje del tomillo tiene la misma 
línea de acción que la fuerza* Por tanto, el tornillo tiende a causar 
traslación a lo largo del eje, y rotación alrededor del mismo. Si se 
compara la figura 4.45a con la figura 4.45c, puede verse que un sis¬ 
tema general de fuerzas y momentos de un par que actúen en un 
cuerpo pueden reducirse a un tornillo. El eje del tornillo y un punto 
por el que pase este eje son únicos y pueden siempre determinarse* 
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■ Ejemplo 4.17 

Reemplace el sistema de fuerzas que actúan sobre la viga 
que se ve en la figura 4.46a por una fuerza resultante equiva¬ 
lente. Especifique la distancia a la que actúa la fuerza desde el 
puntos. 



SOLUCIÓN 

Las fuerzas de este sistema son paralelas y coplanares. 
Usaremos los ejes x, y, z establecidos, para resolver este pro¬ 
blema. 

Suma de fuerzas. La fuerza resultante F* de la figura 4.46« es 

+ t F r = LF; F r = -100N + 400N-200N = 100N T Resp. 

Suma de momentos. Los momentos se sumarán alrededor del 
punto A. Si se considera las rotaciones en el sentido contrario 
al de las manecillas del reloj como positivas, es decir, que los 
vectores de momento positivo actúan en la dirección +k, 
requerimos entonces, que el momento de F fí , alrededor de A 
en las figuras. 4.46a y 4.466,iguale los momentos del sistema 
de fuerzas respecto aA; o sea 

UM Ra = ZM a ; 

100 N(d) = -{100 N)(3 m) + (400 N)(5 m) - (200 N){8 m) 

(100)(í0 = 100 

d = 1 m Resp. 

Obsérvese que usando un criterio de sentido de rotación con¬ 
trario se obtendría el mismo resultado. Como d es positivo, F R 
actúa hacia la derecha de/1, como se ve en la figura 4.466. 
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I Ejemplo 4.18 

La vígaAE en la figura 447# está sujeta a un sistema de 
fuerzas coplanares, Determíne la magnitud, sentido, y lo¬ 
calización sobre la viga de una fuerza resultante que sea 
equivalente al sistema dado de fuerzas. 




ta> <b> 

Fig. 4.47 

SOLUCIÓN 

El origen de coordenadas se localiza arbitrariamente en 
el punto E, como se muestra en la figura 4.47#. 

Suma de fuerzas , Ai resolver la fuerza de 500 N en compo- 
nentes^y y sumar las componentes de fuerza, se tendrá 

±>F r = LF X ; F Rx = 500 eos 60° + 100 = 350.0 N - 

+ t F^ = LF y ; F^ - -500 sen 60° + 200 - -233.0 N 

= 233.0 N 1 


La magnitud y sentido de ta fuerza resultante se establecen 
por la adición vectorial mostrada en la figura 4.476. Tenemos 


F R = /(350.0) 2 + (233.0) 2 = 420.5 N 
'233.01 


& = tan -1 


350.0 


= 33.7° ^ 


Resp . 
Resp, 


Suma de momentos. Los momentos se sumarán alrededor E. 
Así a partir de las figuras 4.47# y 4.476, requerimos que los 
momentos de las componentes de (o el momento de F R ) 
respecto del punto E igualen los momentos del sistema de 
fuerzas respecto de E; es decir, 

i + M R£ - ZM e ; 

233.0{d) + 350.0(0) - (500 sen 6G°X4) + (500 eos 60°X0) - (100X0.5) - (200X2.5) 


_ 1182.1 
233.0 


= 5.7 m 


Resp, 


http://librosysolucionarios.net 






























SEG 4.9 REDUCCIÓN ADICIONAL DE UN SISTEMA DE FUERZAS Y MOMENTOS DE PARES 161 


R Ejemplo 4,19 

La estructura que se muestre en la figura 4,48a está sujeta 
a tres fuerzas coplanares. Reemplace esta carga por una fuer¬ 
za resultante equivalente y especifique donde interseca la lí¬ 
nea de acción de la resultante a los miembros estructurales 
AB y BC. 

SOLUCIÓN 

Suma de fuerzas. Al resolver la fuerza de 75 ib en componen¬ 
tes x, y, y sumando las componentes de fuerzas, se obtiene 


±>F R = LF X ; F r = -75(2) -15 = -60 Ib = 60 Ib «- 
+ t F^ = LF y ; F fí '=- 75(0-90 = -150 Ib = 150 Ib 1 

Como se ve en la adición vectorial en la figura 4.48b, 


F„ = ■/ (60) z + (150)- = 161.6 Ib 

' i50 l = 68,2 D 


0^ tan - 


60 


Resp* 

Resp* 


Suma de momentos* Los momentos se sumarán alrededor de 
A. Si la línea de acción de F^ interseca AB, figura 4.4Sfr, 
requerimos que el momento de las componentes de F R en la 
figura 4.48¿? alrededor de A iguale los momentos del sistema 
de fuerzas en la figura 4,4Sa alrededor de A; o sea , 


UM Ra = LM a ; 0(150) +)’(60) = 4(15) + 0(90) + 7(75X0 - 2(75X0 

y = 4,25 ft Resp, 



Por el principio de transmisibilidad, puede también 
intersecarse, figura 4,48¿>, en cuyo caso tenemos 

WAÍ^ = £Af,; 7(60) -4150) = 4(15) + 0(90) + 7(75X|) - 2(75)® 

je ^ 1,10 ft Resp. 

También podemos resolver para obtener estas posiciones 
suponiendo que actúa en el punto arbitrario (Jt,y) de su lí¬ 
nea de acción, figura 4.48í>, Al sumar los momentos alrededor 
del punto .4, se obtiene 

U = lM A ;ym -*(150) = 4(15) + 0(90) + 7(75)® - 2(75)® 

60y - 15Ctc = 255 





ib) 


que es la ecuación de la línea de punteada en la figura 4.48/?. 
Para encontrar los puntos de intersección con la estructura, 
considérese quejr ^ 0, entonces y = 4.25 ft, y escríbase y — 7 
ft, entonces x = 1.10 ft. 
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I Ejemplo 4,20 

La losa de la figura 4.49« está sujeta a cuatro fuerzas pa¬ 
ralelas. Determine la magnitud y dirección de la fuerza resul¬ 
tante equivalente al sistema de fuerzas dado y localice su pun- 



resullante es 

+ \ F r = ZF; F r = -600 + 100-400-500 

= -1400 N = 1400 N 1 Resp. 

Suma de momentos , Requerimos que el momento de la fuerza 
resultante alrededor del eje jc, figura 4 + 49£> iguale ía suma de 
los momentos, alrededor del ejex, de todas las fuerzas del sis¬ 
tema, figura 4.49a. Los brazos de momento se determinan a 
partir de las ordenadas y ya que estas ordenadas representan 
las d/standasperpendiculares desde el eje* a las líneas de ac¬ 
ción de estas fuerzas. Si se usa la regla de la mano derecha se¬ 
gún la cual los momentos positivos actúan en la dirección +¡> 
tenemos 

A= 

- 1400y = 600(0) - 100(5) - 400(10) + 500(0) 

- 1400y = -3500 y = 2.50 m Resp. 

De manera semejante, con momentos positivos en la di¬ 
rección y sentido +j, puede escribirse una ecuación de mo¬ 
mentos del eje y, usando brazos de palanca definidos por las 
abscisas (o coordenadas x) de cada fuerza. 

M K = LM y -, 

1400c = 600(8) - 100(6) + 400(0) + 500(0) 

1400c = 4200 x = 3.00 m Resp. 

Por tanto, una fuerza de V R = 1400 N situada en el punto P 
(3.00 m, 2.50 m) en la losa, figura 4.496, es equivalente al 
sistema de fuerzas paralelas que actúa en la losa, figura 4.49a. 
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I Ejemplo 4,21 

Tres fuerzas paralelas se ejercen sobre la orilla de la placa 
circular de la figura 4.50a. Determine la magnitud y sentido 
de una fuerza resultante equivalente al sistema de fuerzas 
dado y localice su punto de aplicación, sobre Ja placa. 




Fig. 4.50 


SOLUCIÓN (ANÁLISIS VECTORIAL ) 

Suma de fuerzas. De la figura 4.50a, la resultante de fuerza F yí es 

F r = £F; F* « -300k - 2Q0k - 150k 

- {-65 Ok} Ib / Resp* 

Suma de momentos* Si se elige el punto O como referencia 
para calcular momentos y suponiendo que F^ actúa en un 
punto P (x, y), figura 4.50 ¿j, requerimos 

M Rq = TM 0 ; rxF^r^x (-30GR) + r fi x (-200k) + r c x (-I50k) 
(x\ + yj) x (-650k) = (Si) x (-300k) + (-8j) x (-20Qk) 

+ (-8 sen 45°i + 8 eos 45°j) * (-]5Gk) 
65Ckj - 650yi - 24ÜGj + 16001 - 84S.5j - 848.51 

Ai igualar las correspondientes componentes j e i se tendrá 

65tk = 2400-848.5 (1) 

-65ty = 1600-848.5 (2) 

Al resolver estas ecuaciones, obtenemos las coordenadas del 
punto P 

x = 2.39ft y * -1.16 ft Resp* 

El signo negativo indica que fue erróneo suponer una posi¬ 
ción +y para F R como se muestra en la figura 4.5Üfr. 

A manera de repaso, trátese de establecer las ecuaciones 
1 y 2 usando un análisis escalar; es decir , apliqúese la suma 
de momentos sobre el ejex, y sobre el eje y, respectivamente. 
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PROBLEMAS 

482. Reemplace la fuerza en A por una fuerza y mo- *4.84 Reemplace el sistema de fuerza y momento de 
mentó de un paren equivalentes en/\ un par por una fuerza y un momento de par equiva¬ 

lentes que actúen en P , 




Prol>. 4*82 


Prob.4.84 


483. Reemplace la fuerza en A por una fuerza y nK> 
mentó de un par equivalentes en P, 


485. Reemplace el sistema de fuerza y momento de 
un par por una fuerza y un momento de par equiva¬ 
lente que actúen en P. 


Y 



y 



Proh. 4.85 
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PROBLEMAS 165 


4.86. Reemplace el sistema de fuerza y momento de * 4.88. Reemplace el sistema de fuerzas por una fuerza 
un par por una fuerza y momento de un par equiva- resultante equivalente y especifique su punto de apli- 
lentes en eí punto O .' eacíón medido a lo largo del pje x desde el punto O, 



4.87. Reemplace el sistema de fuerza y momento de 
un par por una fuerza y momento de un par equiva¬ 
lentes en el punto P. 



4.89. Reemplace el sistema coplanar de fuerzas por 
una fuerza resultante equivalente y especifique la in¬ 
tersección de su línea de acción con el eje x. 

4.90. Reemplace el sistema coplanar de fuerzas por 
una fuerza resultante equivalente y especifique la in¬ 
tersección de su línea de acción con el eje y. 


y 



Prob.4.87 


80 Ib 

-- 8ft - 

40 Ib 

T 

4 ft 

L 

30 
\ 


-- 6 fi —4 



— 4 rt — 

0 

T 

5 ft 

i! 


~^7 


100 Ib 


Prob. 4.89/4.90 


http://librosysolucionarios.net 

? 

































m CAP, 4 RESULTANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS 


4.91. Reemplace el sistema de cargas sobre la viga 
por una fuerza resultante equivalente y especifique 
su pumo de aplicación en la viga, midiendo desde el 
punto O . 


V 



Frob. 4.91 


* 4.92. El engrane está sujeto a las dos fuerzas que se 
muestran. Reemplace estas fuerzas por una resultan¬ 
te y un momento de par que actúen en O. 



Prob.4.92 


4.93. Determine la magnitud de la fuerza vertical F 
que actué tangencialmente al engrane de modo que 
F y M se puedan reemplazar por una fuerza resultan¬ 
te equivalente que actúa enzl. 



4.94. Reemplace las dos fuerzas por una fuerza resul¬ 
tante y momento de un par equivalentes en el punto 
O. Establezcaqu cF = 20 Ib. 

4.95. Reemplace las dos fuerzas por una fuerza resul¬ 
tante y momento de un par equivalentes en el punto 
O . Establezca que F = 15 Ib. 


’lHh 
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* 4.96. Reemplace el sistema de Tuerzas que actúa so¬ 
bre la viga por una tuerza resultante y momento de 
un par equivalentes en el punto A 


*4*100. Determine las magnitudes do Fi y Fi y el án¬ 
gulo de Fj de modo que la carga produzca una Tuerza 
resultante y momento de un par nulos sobre la manija. 


4.97. Reemplace el sistema de fuerzas que actúa so¬ 
bre la viga por una fuerza resultante y momento de 
un par equivalentes en el punto O. 



200 N 




Prob. 4.100 





Probs* 4.96/4,97 


4.98* Reemplace el sistema de fuerzas que actúa so¬ 
bre la viga por una fuerza resultante y momento de 
un par equivalentes en el punto B* 

4.99. Reemplace el sistema de fuerzas que se ejercen 
sobre la viga por una fuerza resultante y un momento 
de un par equivalentes en el punto A. 


260 ^ 



250 Ib 


- 30 m 


Ib 


4.101. Reemplace el sistema de fuerzas que actúa en 
la estructura por una fuerza resultante equivalente, y 
especifique la intersección de la línea de acción de la 
resultante en el micmbrovlZÍ por su distancia medida 
desde A, Haga caso omiso del espesor de los elemen¬ 
tos estructurales. 

4.1Ü2* Reemplace el sistema de fuerzas ejercido so¬ 
bre la estructura por una fuerza y momento de un 
par resultantes equivalentes ejercidos en el punto C 
El grosor de los elementos de la estructura no se lo¬ 
ma en cuenta. 



Probs. 4*98/4.99 


Prubs. 4.101/4.102 
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4.103. Determine la magnitud y la orientación 0de la 
fuerza F y su situación d sobre la viga, de modo que 
el sistema de cargas sea equivalente a una fuerza re¬ 
sultante de 15 kN que actúe verticaimente hacia aba¬ 
jo en el punto O , y un momento de par de sentido de 
las manecillas del reloj de 60 kN • m. 

* 4.104. Determine la magnitud y orientación 0 de la 
fuerza F y su punto de aplicación a distancia d , de 
modo que el sistema de cargas sea equivalente a una 
fuerza resultante de 20 kN que actúe verticalmente 
hacia bajo en el punto O y y momento de un par en el 
sentido de las manecillas del reloj de 80 kN • m. 


4.107. Reemplace el sistema de fuerzas que actúa so¬ 
bre el armazón por una fuerza y momento de un par 
equivalentes que actúa en A. 

* 4.108. Reemplace el sistema de fuerzas ejercido so¬ 
bre la estructura por una fuerza resultante equivalen¬ 
te y especifique la intersección de la línea de acción 
de la fuerza resultante con el miembro AB, midiendo 
desde el punto A. 

* 4.109. Reemplace el sistema de fuerzas ejercido so¬ 
bre la estructura por una fuerza resultante equivalen¬ 
te y especifique el punto donde la línea de acción de 
la fuerza resultante interseca el miembro BC mi¬ 
diendo desde el punto B. 



4.105. El armazón está sujeto al sistema coplanar de 
cargas. Reemplace este sistema por una fuerza resul¬ 
tante y momento de un par equivalentes, que actúe 
en A. 



50 Ib 


Probs. 4.107/4.108/4.109 


4.106. El armazón se encuentra sujeto al sistema de 
fuerzas coplanares. Reemplace este sistema por una 
fuerza y momento de un par equivalentes que actúen 
en B. 


80 Ib 601b 



4.110. El sistema de fuerzas paralelas actúa sobre el 
cordón superior de la armadura. Determine la fuerza 
resultante equivalente del sistema y especifique su lo¬ 
calización medida desde el punto/1. 


I kN 2 kN 



Probs. 4.105/4.106 Prob. 4.110 
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PROBLEMAS 169 


4J1L Reemplace la fuerza en A por una fuerza re- 
sultame y momento de un par en el punto O. Exprese 
los resultados en forma vectorial cartesiana. 

*4.112, Reemplace la fuerza en A por una fuerza re¬ 
sultante y momento de un par equivalentes en c! 
punto P ♦ Exprese los resultados en forma vectorial 
cartesiana. 



4.115. Reemplace la fuerza en A por una fuerza re¬ 
sultante y momento de un par equivalentes en ei 
punto P. Exprese los resultados en forma vectorial 
cartesiana. 



4.113* Reemplace el sistema de la fuerza y el momen¬ 
to de un par por una fuerza resultante y momento de 
un par en el pumo O. Exprese los resultados en for¬ 
ma vectorial cartesiana. 

4*114. Reemplace el sistema de ía fuerza y el momen¬ 
to de un par por una fuerza resultante y momento de 
un par en el punto O* Exprese los resultados en for¬ 
ma vectorial cartesiana. 

F = f8í + 6j + 8k j kN 



* 4*116. Reemplace la fuerza F de magnitud F-70lb 
que se ejerce en el puntos! por una fuerza resultante 
y momento de un par equivalentes en el punto O. 
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4.117. El tubo soporta las cuatro fuerzas paralelas. 
Determine las magnitudes de las fuerzas Fe y 
ejercidas en C y D, de manera que la fuerza resultan¬ 
te del sistema se ejerza en el punto medio del tubo, 
O. 


xL 



' Prab. 4.117 

r 

4.118. La losa del edificio está sujeta a cuatro cargas 
de columnas paralelas. Determine la fuerza resultan¬ 
te equivalente y especifique su localización (. x t y ) en 
la losa. 


4.119. El ensamble tubular está sujeto a la acción de 
una fuerza y un par. Reemplace este sistema por una 
fuerza resultante equivalente. Especifique la localiza¬ 
ción de la fuerza resultante a lo largo del eje x, medi¬ 
da desde A . El tubo se encuentra en el plano x-y, y 
las tres fuerzas son verticales. 



*4,120, El huacal debe ser levantado utilizando tres 
eslingas, como se muestra. Reemplace el sistema de 
fuerzas que actúa en las eslingas por una fuerza re¬ 
sultante y momento de un par equivalentes en el 
punto O. La fuerza F] es vertical. 




Prob. 4.120 
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4.121* Reemplace las fuerzas que actúan sobre la pla¬ 
ca por una llave de torsión. Especifique la magnitud de 
la fuerza y del momento de un par para la llave de tor¬ 
sión y el punto P (y, 2 ) donde su línea de acción corta 
el plano de la placa. 


4*123. Reemplace los dos llaves de torsión y la fuerza 
que actúan sobre el ensamble tubular por una fuerza 
resultante y momento de un par equivalentes en el 
punto O. 



c 

Ff- {I50JJN 


F b = ¡-4ÍXMJN 

F.^f250k}N 



Prob. 4.1,21 


Prub. 4.123 


4*122. Remplace las tres fuerzas que actúan sobre la 
placa por una llave de torsión. Especifique la fuerza y 
momento de un par del tomillo y el punto P (x 9 y) de 
intersección de la línea de acción de la llave de torsión 
con el plano de la piafa. 



4 4*124. Las tres fuerzas que actúan sobre el bloque tie¬ 
nen cada una, una magnitud de 10 Ib* Reemplace es¬ 
te sistema por una llave de torsión y especifique el 
punto en el cual se intersecan la llave de torsión y el eje 
2 , midiendo desde el punto O . 



x 


Prob. 4.122 


Prob. 4*124 
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4.10. Reducción de una distribución de cargas simple 


v 


Frecuentemente, se presenta el caso de un cuerpo de gran área su¬ 
perficial, cuya superficie está sujeta a una distribución de cargas co¬ 
mo las producidas por el viento, los fluidos o simplemente el peso 
de un material soportado por la superficie del cuerpo. La intensidad 
de estas cargas en cada punto de la superficie se define como la pre¬ 
sión p (fuerza por unidad de área) que puede medirse en unidades 
de lb/ft J o en pascáis (Pa), donde 1 Pa = 1 N/m 2 , 

En esta sección consideraremos el caso más común de una 
distribución de cargas de presión, que es uniforme a lo largo de 
un eje de un cuerpo plano rectangular sobre el cual se aplican las 
cargas.* La figura 4.51a presenta un ejemplo de una tal distribu¬ 
ción de cargas de este tipo. La dirección de la intensidad de la 
carga de presión se indica por flechas mostradas en el diagrama 
de intensidad de caiga, La carga entera sobre la placa es, por tan¬ 
to, un sistema de fuerzas paralelas, en número infinito, y don¬ 
de cada una actúa en un área diferencial separada de la placa. 
Por tanto, la función de carga, p=p(x) Pa, es solamente fun¬ 
ción de x ya que la presión es uniforme a lo largo del eje y. Si 
multiplicamos p = p{x) por eí ancho a m de la placa, obtenemos 
w = Ip(jr) N/m 2 ]rt m = w(x) N/m. Esta función de cargas mostrada 
en la figura 4.5 Ib es una medida de la distribución de cargas a lo 
largo de la recta y - 0 que está en el plano de simetría de la dis¬ 
tribución de cargas, figura 4.5 la. Como se ha señalado, se mide 
como fuerza por unidad de longitud, en lugar de fuerza por unidad 
de área. En consecuencia, el diagrama de intensidad de cargas dis¬ 
tribuidas para w = w(x) se puede representar por un sistema de 
fuerzas paralelas coplanares, mostrado en dos dimensiones en la fi¬ 
gura 4,516. Si se usan los métodos de la sección 4.9, este sistema de 
fuerzas se puede simplificar a una sola fuerza resultante cuya lo¬ 
calización, x, puede especificarse, figura 4.51c. 



fíe -«i Magnitud de la fuerza resultante. De la ecuación 4.19 

{ F r = EF), la magnitud de F R es equivalente a la suma de todas 


* El caso más general de una distribución no uniforme de cargas sobre la su 
perñcie de un cuerpo se considera en la sección 9.5, 
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las fuerzas en el sistema. En este caso, debe usarse integración, 
ya que existe un número infinito de fuerzas paralelas dF que ac¬ 
túa a lo largo de la placa, figura 4.516. Dado que clF actúa sobre 
un elemento de longitud, dx, y iv(x) es una fuerza por unidad de 
longitud tenemos que en el punto x, dF = w<(jc) dx = clA. En 
otras palabras, la magnitud de dF se determina a partir del área 
diferencial de color bajo la curva de distribución de cargas. Para 
la totalidad de la longitud de de la placa, 


+ if r = lf-. 


Fj¡ = J w(x) dx = J dA 


(4.21) 


Por tamo, la magnitud de la fuerza resultante es igual al área bajo el 
diagrama de cargas w = w(x). 


Localización de la fuerza resultante. Si aplicamos la ecua¬ 
ción 4.20 {M R(¡ = IM 0 ), la localización x de la línea de acción de F i( 
puede ser determinada igualando los momentos de la fuerza resul¬ 
tante y de la distribución de fuerzas alrededor de O (el eje y). Ya 
que dF produce un momento de x dF =x w(x) dx respecto de O, fi¬ 
gura 4.516, entonces, para el plano en su totalidad, figura 4.51c, 

f + M r = LM 0 -, xF r = f x jv(r) dx 

Si se resuelve en X, mediante Ja ecuación 4.21, podemos escribir 


x = 


J ’ x w(x) dx 

L 

J w{x) dx 

L 



(4.22) 



Esta ecuación representa la abscisa, x, para el centro geométrico 
o centroide del área bajo el diagrama de distribución de cargas 
w(r). Por lo tanto, la fuerza resultante tiene una línea de acción que 
pasa por el centroide C (centro geométrico) del área definida por el 
diagrama de distribución de cargas w(x\ figura 4.51c. 

Una vez determinado x, F fí por simetría pasa por el punto (x, 0) 
en la superficie de la placa, figura 4.51d. Si ahora consideramos la 
carga de presión en tres dimensiones p(x) figura 4.51a, podemos, 
por tanto, concluir que la fuerza multante tiene una magnitud equi¬ 
valente al volumen bajo la curva de cargas distribuidas p = p(x)y una 
línea de acción que pase por el centroide (centro geométrico) de este 
volumen. En el capítulo 9 se proporciona un tratamiento detallado 
de las técnicas de integración para el cálculo de los centroides de 
volúmenes o áreas. Sin embargo, en muchos casos, el diagrama de 
distribución de cargas tiene la forma de un triángulo, un rectángulo 
o alguna otra forma geométrica simple. Los centroides para estas 
formas comunes no deben determinarse a partir de ecuación 
4.22; de preferencia, se les puede obtener directamente en las ta¬ 
blas de! interior de la contratapa. 
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Ejemplo 4.22 

En cada caso, determine la magnitud y la localización de 
la resultante de las cargas distribuidas que actúan sobre las 
vigas de la figura, 4.52. 



Fig* 4.52 SOLUCIÓN 

Distribución uniforme . Como se indica, w= 400 Ib/ft, que es 
constante sobre toda la viga, figura 4.52r/. Esta distribución de 
cargas forma un rectángulo, cuya área es igual a la magnitud 
de la fuerza resultante, figura 4.52d; es decir, 

F r - (400 ib/ft)(10/0 = 4000 Ib Resp. 

La localización de F^ pasa por el centro geométrico o 
centroide C de esta área rectangular, de modo que 

x * 5 ft Resp. 


Distribución triangular de cargas. Aquí la carga varía 
uniformemente en intensidad de 0 a 600 N/m, figura 4.52c. 
Estos valores pueden verificarse por sustitución de x = 0 y 
x = 6 m en la fórmula para la fundón w = 100x N/m. Ei área 
de esta distribución triangular de cargas es igual a figura 
4..52d, De la tabla de la parte interna de ¡a contratapa, A - ]bh t 
de modo que 

F* = i(6 jn)(600 N/m) = 1800 N Resp. 

La línea de acción de pasa a través del centroide C del 
triángulo. Si utilizamos la tabla de la parte interna de la 
contratapa, observamos que este punto se halla a una 
distancia de un tercio de la longitud de la viga, medida desde 
el lado derecho. Por tanto, 

x = 6m -1(6 m) = 4 m Resp. 

- 
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I Ejemplo 4.23 

Determine la magnitud y localización de !a resultante de 
las cargas distribuidas que actúan sobre la viga mostrada en la 
figura 4.53a. 


SOLUCIÓN 

El área del diagrama de cargas es un trapezoide, y por tan¬ 
to, la solución puede obtenerse directamente de las fórmulas 
de área y centroide para un trapezoide de la lista del interior 
de la contralapa. Ya que estas fórmulas no se memorizan fá¬ 
cilmente, resolveremos el problema usando áreas “com¬ 
puestas”. Con este fin, dividimos la distribución trapezoidal en 
una distribución triangular y una rectangular, como se ve en la 
figura 4.53 b. La magnitud de la fuerza representada por cada 
una de estas distribuciones de cargas es igual a su diva asociada, 

F¡ = i<9 ft)(50 lb/fl) = 225 Ib 
F, = (9 ftX50 lb/ft) = 450 Ib 



Las líneas de acción de estas fuerzas paralelas actúan por el 
centroide de sus áreas asociadas y, por tanto, cortan la viga en 

x¡ = 1(9 ft) = 3 ft 
je, = X9 ft) = 4.5 ft 

Las dos fuerzas paralelas Fj y F, pueden reducirse a una 
resultante F^. La magnitud de F* es 



B 


+ i F r = £F; F r = 225 + 450 = 675 Ib Resp. 


Con referencia al punto,4, figura 4.53b y c, podemos definir la 
localización de F*. Requerimos 

f + M Ha = LM a ; x{675) = 3(225) + 4.5(450) 

3é = 4 ft Resp. 



a 


Nota: El área trapezoidal en la figura 4.53a puede también 
dividirse en dos áreas triangulares, como se muestra en la 
figura 4.53d. En este caso 

F¡ = 1(9 ft)(100 lb/ft) = 450 ib 
Fj = X 9 ft)(50 lb/ft) = 225 Ib 

y 

x, = 1(9 ft) = 3 ft 
x 2 = 1(9 ft) = 3 ft 



Usando estos resultados, demuestre de nuevo que F fl = 675 Ib 

yjé= 4 ft. - F¡ *- 4 ' 53 
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■ Ejemplo 4.24 


Determine la magnitud y localización de la fuerza resul¬ 
tante que actúa sobre la viga de la figura 4.54 a. 



Fig. 4.54 

SOLUCIÓN 

Ya que se ha dado w = w(jc), este problema será resuelto 
por integración. El elemento diferencial de área, en 
sombreado, dA = >v dx = 6tk 2 dx. Aplicando la ecuación. 4.21, 
al sumar estos elementos desde x = 0 hasta x = 2 m, obtenemos 
la fuerza resultante F* 


F* = IF; 




= 160 N 


Resp. 


Como el elemento de área dA está localizado a una distancia 
arbitraria x de O, la localización 3c de F* medida desde O, figu¬ 
ra 4.54¿?, está determinada a partir de la ecuación 4.22. 

x dA x(6(k 2 ) dx 60 ^ 6o|^- - 


x = 


j 


dA 


160 


160 


160 


= 1.5 m 


Resp. 


Estos resultados pueden verificarse usando la tabla de la 
parte interna de la contratapa, donde se muestra que 
para un área exparabólica de longitud a, altura b, y 
forma mostrada en la figura 4.54<i, 


A 


ab 2(240) 1/:nKT - 3 1C 

T = = 160 N y x = ja = -A2) = 1.5 m 
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SEC. 4.10. REDUCCIÓN DE UNA DISTRIBUCIÓN DE CARGAS SIMPLE. 177 


B Ejemplo 4.25 

Una distribución de cargas de p = 800* Pa actúa sobre la 
superficie superior de ia viga que se ve en la figura 4.5 5a. 
Determine la magnitud y localización de la fuerza resultante. 



SOLUCIÓN 

La función de la distribución de las cargas p = 80tk Pa 
indica que la intensidad de la carga varia uniformemente de 
p = 0enx^0ñp - 7200 Pa en* = 9 m. Ya que la intensidad es 
uniforme sobre lo ancho de la viga (el eje y), las cargas 
pueden verse en dos dimensiones, como se muestra en la 
figura 4.55Ó. Aquí 


Fig. 4.55 


w = (800* N/m 2 )(0.2 m) 

= ( 16 Qr) N/m 

En x =9 m, nótese que w = 1440 N/m. Aunque podemos 
aplicar de nuevo las ecuaciones 4.21 y 4.22 como en el 
ejemplo 4.24, es más sencillo utilizar la tabla de la contratapa. 
La magnitud de la fuerza resultante es 

F e -|(9 m)(1440 N/m) - 6480 N = 6.48 kN Resp. 

La línea de acción de F R pasa por el centroide C del 
triángulo. Por tanto, 

i-9m m) = 6 m Resp ♦ 

Los resultados se muestran en la figura 4.55c. 

También podemos ver que la resultante actúa por el 
centroide del volumen del diagrama de cargas p - p(x) en la 
figura 4.55a, Así pues, F* corta el plano x—y en el punto (6 
m, 0). Además, la magnitud de F* es igual al volumen bajo el 
diagrama de cargas; o sea, 

F r =V= ^7200 N/m 2 X9 mX0.2 m) - 6.48 kN Resp. 
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PROBLEMAS 

4.125. Determine el momento resultante de la fuerza 4,127. La distribución de las cargas de los libros sobre 
y las cargas distribuidas en forma triangular, alrede- la repisa es como se muestra. Determine la magnitud 
dar de O . de la fuerza resultante equivalente y especifique su 

localización, medida desde el punto Ó. 

* 4.128. La carga de los libros en el anaquel es la que 
se muestra. Determine ia magnitud de la fuerza re¬ 
sultante equivalente y especifique su localización, co¬ 
mo su distancia a partir del punto A 


y 


,T 



¡b 


Prob. 4,125 



ib/ñ 


Probs. 4.127/4.128 

4.126. Reemplace las cargas por una fuerza resultan¬ 
te equivalente y especifique la localización de la fuer¬ 
za sobre la viga, medida desde el punto i?. 


4.129. Determine la magnitud de ia fuerza resultante 
equivalente de las cargas distribuidas y especifique su 
localización sobre la viga, midiendo ia distancia que 
la separa del puntos. 


SfclWm 




Frub. 4.126 


Prob, 4,129 
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PROBLEMAS 179 


4.130. La columna es usada para soportar las tierras 
que ejercen una fuerza de 3000 ib en lo alto de la co¬ 
lumna. El efecto de la presión de las tierras sobre la 
parte lateral de la columna tiene la distribución que 
se muestra. Reemplace estas cargas distribuidas por 
una fuerza resultante equivalente y especifique don- 
de actúa sobre la columna, midiendo su distancia 
desde la base A 


3000 ib 



Prob. 4.130 


4.131. La distribución del empuje de tierras sobre la 
cara inferior de la losa de un edificio es la que se 
muestra. Reemplace estos empujes por una fuerza 
resultante equivalente y especifique su localización, 
medida desde el punto O, 


* 4*132* Reemplace la carga por una fuerza resultante 
y un momento de un par equivalentes que actúen en 
el punto O . 



4.133. Reemplace las cargas distribuidas por una 
fuerza resultante equivalente y especifique su locali¬ 
zación en la viga, medida desde la clavija en C. 



too \bm 


Prob. 4.131 



http://librosysolucionarios.net 






















































1 SO CAP, 4 RESULTANTES DE UN SISTEMA DE FUERZAS 


4134 Reemplace la carga por una fuerza resultante *4136. Determine la longitud b de la carga de distri- 
equivalenie y especifique su localización, medida bución triangular y su posición a sobre la viga, de 
desde el punto A modo que la fuerza resultante sea cero y el momento 

de un par que resultante sobre lo viga sea 8 kN ■ m en 
el sentido de las manecillas del reloj. 



Prob.4134 


4137. Reemplace las cargas distribuidas por una 
fuerza resultante equivalente y especifique su locali¬ 
zación en la viga, medida desde el punto O, 


4135, La viga está sujeta a la distribución de cargas. 
Determine la longitud b de la carga uniforme y su 
posición a sobre la viga, de modo que la fuerza resul¬ 
tante y momento de un par que actúan sobre la viga 
sean cero. 



Prob. 4.137 



Prob. 4.135 


4138. Reemplace la carga por una fuerza resultante 
y momento de par equivalentes que actúen sobre La 
viga en el pumo O . 
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PROBLEMAS 181 


4.139. El concreto húmedo ejerce una presión distri¬ 
buida a lo largo de la pared del encofrado. Determi¬ 
ne la fuerza resultante de esta distribución y especifi¬ 
que la altura a donde debiera colocarse el puntal 
para que se encuentre sobre la línea de acción de la 
fuerza resultante. La pared tiene 5 m de ancho. 



Prob. 4.139 


* 4,140. Determine la fuerza resultante de las cargas 
que actúan sobre la viga. 


4.141. Determine la magnitud de la fuerza resultante 
de la distribución de cargas y especifique la distancia 
del punió donde actúa, medida desde el punto O. 





4.142. Determine Ja fuerza resultante de las cargas 
distribuidas que actúan sobre la viga, y especifique su 
localización medida, desde el extremo A, 



Prob. 4.142 



Prob, 4.140 


4.143. El ala del avión de retropropulsión está some¬ 
tido a la distribución de cargas que se muestra. De¬ 
termine la fuerza resultante de estas cargas y especi¬ 
fique su localización medida, desde z2. 



Prob. 4.143 


http://librosysolucionarios.net 
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PROBLEMAS DE REPASO 


+ 4*144* Determine el momento respecto dei puntos 
de cada una de las tres fuerzas que actúan sobre la vi¬ 
ga. ¿Cuál es el momento resultante de todas las 
fuerzas alrededor del punto Al 

4.145* Determine el momento alrededor del punto B 
de cada una de las tres fuerzas que actúan sobre la 
viga. ¿Cuál es el momento resultante de todas las 
fuerzas alrededor del punto B? 


* 4.148. La viga principal a lo largo del ala de un aero¬ 
plano se lleva hacia atrás un ángulo de 25°. A partir 
de cálculos de cargas, se determina que la viga está 
sujeta a momentos de pares M x = 17 klb ■ ft y M y = 25 
klb ■ ft. Determine los momentos de un par resultan¬ 
tes creados alrededor de los ejes*' y y'. Los ejes están 
todos en el mismo plano horizontal 


F-, = 800 3b 




Frobs. 4.144/4.145 


Prob. 4.148 


4.146. Determine el momento de la fuerza F que se 
dirige por el segmento ED del bloque, alrededor de 
teje BA. Resuelva el problema usando dos vectores 
de posición r diferentes. Exprese el resultado como 
vector cartesiano. 

4.147* Determine el momento de la fuerza F dirigida 
por ED en la pared dei bloque, alrededor del eje OC * 
Resuelva el problema usando dos vectores de posi¬ 
ción, r, diferentes. Exprese el resultado como vector 
cartesiano. 



Probs. 4.146/4.147 


4.149. La varilla curva se encuentra en el plano * —y y 
tiene radio de 3 m. Sí una fuerza de magnitud F = 80 
N actúa en su extremo, como se muestra, determine 
el momento de esta fuerza respecto a! punto O. 

4.150. La varilla curva se encuentra en el plano*—y y 
tiene radio de 3 m. Si una fuerza de magnitud F = 80 
N actúa en su extremo, como se muestra, determine 
el momento de esta fuerza respecto al punto B . 
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PROBLEMAS DE REPASO 1S3 


4.151. Los pesos de las diversas partes componentes 
del camión se indican en la figura. Reemplace este 
sistema de fuerzas por una resultante y momento de 
un par equivalente, que actúen en el punto A 

* 4.152. Los pesos de las componentes del camión son 
los que se indican. Reemplace este sistema de fuer¬ 
zas por una fuerza resultante equivalente y especifi¬ 
que su localización, medida desde el pumo A 


4.153. La banda que pasa por la polea está sujeta a 
las fuerzas F* y Fj, cada una con magnitud de 40 N. 
F| actúa en la dirección -k. Reemplace estas fuerzas 
por una fuerza resultante y momento de un par equi¬ 
valentes en el pumo A Exprese los resultados en for¬ 
ma vectorial cartesiana. Establezca 6= 0°, de manera 
que Fi actúe en la dirección -j, 

4154. La banda que pasa por la polea está sujeta a 
dos fuerzas Fi y F 2 , con magnitud de 40 N cada una, 
F] actúa en la dirección -k. Reemplace esta fuerzas 
por una fuerza y momento de un par equivalentes en 
el punto A Exprese los resultados en forma vectorial 
cartesiana. Considere que 8 = 45° 



Probs. 4,153/4.154 
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^ Equilibrio de un cuerpo rígido 


En este capítulo se tratará de los conceptos fundamentales del 
equilibrio de un cuerpo rígido. Se demostrará que el equilibrio 
requiere tanto la igualdad de fuerzas encontradas para impedir 
que el cuerpo se traslade con movimiento acelerado, como igual¬ 
dad de momentos encontrados para evitar la rotación del cuerpo. 

En muchos problemas de ingeniería intervienen cargas si¬ 
métricas y pueden resolverse proyectando todas las fuerzas 
que actúan en un cuerpo, en un solo plano. Por tanto, en la 
primera parte de este capítulo, se considerará el equilibrio de 
un cuerpo sometido a un sistema de dos dimensiones o copla - 
nar de fuerzas. La geometría de tales problemas no suele ser 
complicada, de manera que se impone la conveniencia del 
análisis escalar. El estudio más general de los cuerpos rígidos 
sometidos a sistemas de fuerzas de tres dimensiones se hará en 
la segunda parte del capítulo. Podrá verse que numerosos ti¬ 
pos de problemas de esta clase se resuelven mejor mediante el 
análisis vectorial. 


5.1 Condiciones de equilibrio de un cuerpo rígido 


En el capítulo 3 se afirmó que una partícula está en equilibrio si 
permanece en reposo o se mueve con velocidad constante. Para 
tener esta situación es necesario y suficiente que la fuerza resul¬ 
tante que actúe sobre la partícula sea igual a cero. Utilizando es¬ 
te hecho, desarrollaremos las condiciones requeridas para man¬ 
tener el equilibrio para un cuerpo rígido. Con este fin, 
consideremos el cuerpo rígido en la figura 5.1a, fijo en el sistema 
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de referencia x,y, z, y que se encuentra en reposo o bien se mue¬ 
ve a velocidad constante con el sistema de referencia. La figura 
5.16 muestra un diagrama de cuerpo libre de una partícula arbi¬ 
traria del cuerpo. Hay dos tipos de fuerzas que actúan sobre la 
partícula. Las fuerzas internas simbólicamente representadas 
como 




y-i 
u* D 


son fuerzas que todas las demás partículas ejercen sobre la partí¬ 
cula /csima y producen la resultante 1¡> Aunque sólo una de estas 
partículas se muestra en la figura 5.16, la suma se extiende a to¬ 
das las n partículas de que se compone el cuerpo. En esta suma, 
se observará que i = j no tendría sentido porque la panícula no 
ejerce fuerza sobre sí misma. La fuerza externa F, resultante rep¬ 
resenta, por ejemplo, los efectos de fuerzas gravitacionales, eléc¬ 
tricas, magnéticas o de contacto entre la partícula íésima y cuer¬ 
pos adyacentes o partículas no incluidas en el cuerpo. Si la 
partícula está en equilibrio, entonces, aplicando la primera ley de 
Newton tenemos 


F, + í“0 


Cuando se aplica la ecuación de equilibrio a cada una de las 
demás partículas del cuerpo, se encuentra ecuaciones semejan¬ 
tes. Si se suman vectorialmente todas estas ecuaciones, se obtiene 


fig. 5.1 


EF, + Ef, = 0 


La suma de las fuerzas internas da cero, ya que las fuerzas inter¬ 
nas entre las panículas dentro del cuerpo ocurren en pares de 
fuerzas opuestas de la misma magnitud, tercera ley de Newton. 
Por tanto, sólo queda la suma de las fuerzas exlemas; por lo que, 
escribiendo EF, = EF, la ecuación precedente se puede escribir 


EF = 0 
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Consideremos ahora los momentos de las fuerzas que actúan 
sobre la partícula ié sima respecto al punto arbitrario Ü % figura 
5.1¿?. Usando la ecuación de equilibrio de una partícula y la ley 
distributiva del producto vectorial se tendrá 


ii * (F/ + f¡) = r, x F¡ + r ; f- = 0 


Para las demás partículas del cuerpo, pueden escribirse ecuacio- 
nes semejantes y, al sumarlas vectorialmente, obtendremos 


Zr¡ x F, + Ir, x f. = 0 


El segundo término es cero, ya que, como antes se dijo, las fuer¬ 
zas internas ocurren en pares iguales en magnitud, colineales pe¬ 
ro de sentido opuesto y, por la transmisibilidad de una fuerza, 
como se vio en la sección 4.4, el momento de cada par de fuerzas 
alrededor del punto O es, por tanto, cero. Así pues, usando la 
notación IM 0 = Ir, x F„ podemos escribir la ecuación anterior 
como 


IM o = 0 


Por tanto, las ecuaciones de equilibrio para un cuerpo rígido se 
resumen como sigue: 


IF = 0 
IM^O 


( 5 . 1 ) 


Estas ecuaciones establecen que un cuerpo rígido estará en 
equilibrio siempre y cuando la suma de todas las fuerzas externas 
que actúan sobre el cuerpo sea cero y la suma de los momentos 
de las fuerzas externas respecto a un punto sea cero. Se acaba de 
demostrar que estas condiciones son necesarias para que haya 
equilibrio. También son condiciones suficientes. Para demostrar¬ 
lo, supongamos que el cuerpo no se encuentra en equilibrio y, sin 
embargo el sistema de fuerzas que actúa sobre él satisface las 
ecuaciones 5.1. Supongamos que se requiere una fuerza adicional 
F' para mantener el cuerpo en equilibrio. En consecuencia, las 
ecuaciones de equilibrio vienen a ser 
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EF + F = Ü 
EM 0 + M' 0 = 0 


donde M 0 es ei momento de F alrededor de O . Ya que EF = 0 y 
EM o ^ 0, entonces requerimos F = 0 (también M' 0 = 0). En con¬ 
secuencia, la fuerza adicional F no se requiere para sujetar el 
cuerpo y, de hecho, las ecuaciones 5.1 también son condiciones 
suficientes de equilibrio. 


Equilibrio en dos dimensiones 

5.2 Diagramas de cuerpo libre 


Para una aplicación exitosa de las ecuaciones de equilibrio se ne¬ 
cesita una especificación completa de todas las fuerzas externas 
conocidas y desconocidas que actúan sobre el cuerpo. La mejor 
forma de tomarlas en cuenta a todas consiste en trazar el diagra¬ 
ma del cuerpo libre. Este diagrama es un croquis de la forma del 
cuerpo que lo representa como aislado o “libre” de su entorno. 
En este bosquejo es necesario mostrar todas las fuerzas y mo¬ 
mentos de pares que el entorno ejerce sobre el cuerpo . Usando 
este diagrama, los efectos de todas las fuerzas aplicadas y todos 
los momentos de pares que actúan sobre el cuerpo serán toma¬ 
dos en cuenta, cuando se apliquen las ecuaciones de equilibrio. 
Por esta razón, es de primordial importancia entender cabalmente 
ei diagrama de cuerpo Ubre y su trazado para resolver los problemas 
de la mecánica . 
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Tabla 5,1 Soportes para cuerpos rígidos sujetos a sistemas de fuerzas en dos dimensiones 


Tipos de conexiones Reacción Número de incógnitas 



Una incógnita. La reacción es una fuerza de 
tensión que actúa en la dirección y sentido del 
cable y hacia fuera del miembro. 



«tabón sin pesa 


Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa a lo largo del eje del eslabón. 



rodillo 



Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa perpendicularmente a la superficie en 
el punto de contacto. 



rodilla o clnvij.i 
cu ríiniim LtSít 


Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa perpendicularmente a la ranura. 



Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa perpendicularmente a la superficie en 
el punió de contacto. 


( 6 ) 



superficie de 
contacto lis» 



Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa perpendicularmente a la superficie en 
el punto de contacto. 


(?) * 

Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa perpendicularmente a la barra. 

miembro conectada a un collarín 
sobre barra lisa 
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Tabla 5.1 (continuación) 

Tipos de conexiones Reacción Número de incógnitas 



nrffcufncrmn 


Dos incógnitas. Las reacciones son dos com¬ 
ponentes de fuerza o la magnitud y dirección 
<t> de la fuerza resultante. Debe observarse 
que <P y 6 no necesariamente son iguales [ge¬ 
neralmente no, a menos que la varilla 
mostrada sea un eslabón como en (2)]. 



miembro fijo ¿aneciado aun 
collarín fiobre barra Lian 


Dos incógnitas* Las reacciones son el momen¬ 
to de par y la fuerza que actúa perpendicular- 
lamiente a la barra. 



topofle fijo 
é empotrado 


Tres incógnitas. Las reacciones son el mo¬ 
mento de par y las dos componentes de fuer¬ 
za * □ el momento de par y la magnitud y la di¬ 
rección <£de la fuerza resultante. 



rodillo 



Fiy.5.2 


Reacciones de soporte. Antes de presentar un procedimien¬ 
to formal de cómo trazar un diagrama de cuerpo libre, conside¬ 
remos los tipos de reacciones que ocurren en los puntos de apo¬ 
yo entre cuerpos sujetos a sistemas de fuerzas coplanares. 

Los principios implicados para determinar estas reacciones 
se pueden ilustrar considerando tres maneras en que un miem¬ 
bro horizontal, como una viga, suele apoyarse en su extremo. El 
primer método de soporte consiste en un rodillo o cilindro, figura 
5,2 a. Ya que este tipo de soporte sólo impide la traslación de la 
viga en dirección vertical, es necesario que el rodillo ejerza una 
fuerza sobre la viga en esta dirección, figura 5.2 b. 
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La viga puede soportarse de manera más restrictiva usando un 
pasador ó perno como en la figura 5,3 a. El pasador pasa por agujeros 
en la viga y dos hojas fijas en ei piso. Aquí, el pasador impedirá 
la traslación de ia viga en cualquier dirección <P , figura 5.3Z?, y, por 
tanto, debe ejercer una fuerza F sobre la viga en esta dirección. 
Para fines de análisis, es generalmente más fácil representar este 
efecto por sus dos componentes F* y F^, figura 5,3c, 



La manera más restrictiva de apoyar la viga sería con la uülL 
zación de un apoyo fijo , como se muestra en ia figura 5.4a. Este 
apoyo impedirá tanto la traslación como la rotación de la viga y, 
por tanto* para hacerlo deben desarrollarse una fuerza y un mo¬ 
mento de un par sobre la viga en su punto de unión* figura 5.4 b . 
Como en el caso del pasador* la fuerza suele representarse por 
sus componentes F* y F r 




Fig, 5.4 


A partir de lo expuesto podemos ahora formular un enuncia¬ 
do genera] relativo a los tipos de reacciones que se desarrollan 
en un miembro de contacto por cualquier tipo de apoyo. A este 
respecto, si un soporte impide traslación en una dirección dada f 
entonces se desarrolla una fuerza en el miembro de contacto en esa 
dirección . Asimismo, si se impide la rotación, un momento de par 
se ejercerá en el miembro . La tabla 5,1 ofrece una lista de tipos co¬ 
munes de soportes usados para soportar cuerpos sometidos a sis¬ 
temas coplanares de fuerzas. (En cada caso se supone conocido 
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el ángulo &). Se recomienda estudiar con mucha atención los sím¬ 
bolos empleados para representar estos soportes y los tipos de reac¬ 
ciones que ejercen sobre sus miembros de contacto. Aunque en esta 
tabla se muestran fuerzas y momentos de pares concentrados, rep¬ 
resentan de hecho las resultantes de cargas superficiales distribuidas 
que existen entre cada apoyo y su miembro de contacto. Son estas 
resultantes las que se determinan en la práctica y, en general, no 
es importante determinar la distribución real de las cargas, ya 
que el área superficial sobre la que actúa es considerablemente 
menor que el área superficial total del miembro conectado. 

Fuerzas externas e internas- Puesto que un cuerpo rígido 
es una composición de partículas, pueden actuar sobre él tanto 
las cargas extemas como las internas, Pero es importante darse 
cuenta de que, si se traza el diagrama del cuerpo libre, no se rep¬ 
resentarán en él las fuerzas que sean intentas. Como se dijo en la 
sección 5,1, estas fuerzas siempre ocurren en parejas cotineales 
de la misma magnitud, pero opuestas, y por tanto, su efecto neto 
sobre el cuerpo es cero. 

En algunos problemas, puede usarse en el análisis un diagra¬ 
ma de cuerpo libre para un “sistema” de cuerpos unidos. Como 
ejemplo, tenemos el diagrama de cuerpo libre de un automóvil 
completo (sistema) compuesto de sus numerosas partes. Obvia¬ 
mente, las fuerzas de unión entre sus partes representarían fuer¬ 
zas internas que no se incluirían en el diagrama de cuerpo libre 
del automóvil. Para resumir, las fuerzas internas actúan entre 
partículas localizadas dentro de un sistema especificado, contení* 
do dentro de los límites del diagrama de cuerpo libre. Las partí¬ 
culas o los cuerpos fuera de estos límites ejercen fuerzas extemas 
sobre el sistema, y solamente éstas deberán mostrarse en el dia¬ 
grama de cuerpo libre. 

El peso y el centro de gravedad. Cuando un cuerpo se su¬ 
jeta a un campo gravitacional, cada una de sus partículas tiene 
un peso específico definido por la ley de Newton de la gravita¬ 
ción, F = Gm im-Jr 2 , ecuación. L2. Si suponemos “pequeño” el ta¬ 
maño del cuerpo en comparación con el tamaño de la Tierra, en¬ 
tonces es apropiado considerar que estas fuerzas graviiacionales 
se representen como un sistema de fuerzas paralelas que actúe so¬ 
bre las partículas contenidas dentro de la frontera del cuerpo. Se 
mostró en la sección. 4.9 que un sistema tal puede reducirse a 
una sola fuerza resultante que actúe por un punto especificado. 
A esta resultante de fuerzas nos referimos como al peso W del 
cuerpo, y a la localización de su punto de aplicación nos referí* 
mos con el nombre de centro de gravedad G. En el capítulo 9 se 
desarrollarán los métodos para calcularlo. 

En los ejemplos y problemas que siguen, si el peso del cuer¬ 
po es importante para el análisis, esta fuerza se reportará en el 
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enunciado de) problema. También, cuando es uniforme o esta 
hecho de un material homogéneo, el centro de gravedad se situa¬ 
rá en el centro geométrico o centroide del cuerpo; sin embargo, si 
el cuerpo es no homogéneo o tiene forma inusual, entonces se 
dará su centro de gravedad. 


PROCEDIMIENTO PARA TRAZAR 
UN DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

Para construir un diagrama de cuerpo libre para un cuerpo 
rígido o un grupo de cuerpos considerados como un solo sis¬ 
tema, deberán efectuarse tos pasos siguientes: 

Paso L Imagine el cuerpo como aislado o “cortado* 1 y libre 
de sus restricciones y conexiones, y trazar (bosquejar) la for¬ 
ma de su contorno. 

Paso 2. Identifique todas las fuerzas externas y momentos de 
pares que actúan sobre el cuerpo. Las que se encuentran, 
por lo general se deben a {!) cargas aplicadas, (2) reacciones 
que se dan en los apoyos o puntos de contacto con otros 
cuerpos (véase la tabla 5.1), y (3) el peso del cuerpo. Para 
darse cuenta de todos estos efectos, puede ser uiil calcar la 
frontera, y anotar con cuidado cada fuerza o momento de un 
parque se ejerza. 

Paso 3. Indique las dimensiones del cuerpo necesarias para 
calcular los momentos de fuerzas. Las fuerzas y momentos de 
pares que se conozcan deberán etiquetarse con sus magnitudes 
y direcciones apropiadas. Se usan letras para representar las 
magnitudes y ángulos de dirección de las fuerzas y momentos 
de pares que se desconozcan. En particular, si una fuerza o mo¬ 
mento de par tiene línea de acción conocida, pero magnitud 
desconocida, puede suponerse la punta de flecha que define el 
sentido del vector Lo acertado de la suposición se verá des¬ 
pués de resolver las ecuaciones de equilibrio para obtener la 
magnitud desconocida. Por definición, la magnitud de un 
vector es siempre positiva, de modo que si la solución da un 
escalar “negativo”, el signo menos indica que el sentido del 
vector es opuesto al que fue supuesto inicial mente. 

Antes de continuar, se recomienda revisar esta sección; y 
luego, estudiar con mucha atención los ejemplos que siguen. 
Después, trátese de trazar los diagramas de cuerpo líbre para los 
objetos de las figuras 5.5 a 5,9 “sin ver” las soluciones. Para prac¬ 
ticar en el trazo de diagramas de cuerpo libre se recomienda re¬ 
solver todos los problemas al final de esta sección. 


http://librosysolucionarios.net 



194 CAP. 5 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RÍGIDO 

EjemploS.L ^ 

Trace el diagrama de cuerpo libre de la viga uniforme 
mostrada en la figura 5.5 a. La viga tiene una masa de 100 kg. 


\ ~ 


2 m 



J 1200 N 

1 


- 6 m - 


(a) 


SOLUCIÓN 

El diagrama de cuerpo libre de la viga se muestra en la 
figura 5.5b. Puesto que el apoyo en A es una pared fija, son 
tres las reacciones que actúan sobre la viga en A, denotadas 
A„ Ay, y M*. Las magnitudes de estos vectores son desconoci¬ 
das, y se ha supuesto el sentido de los vectores. (¿Cómo obte- 
ner su sentido correcto?). El peso de la viga, 
W = 100 (9.81)= 981N, actúa por el centro de gravedad de la 
viga G, a 3 m de A puesto que la viga es uniforme. 



(b) 


Fig.5.S 
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■ Ejemplo 5.2 

Trace el diagrama de cuerpo libre para la palanca ABC 
mostrada en la figura 5.6a. 


SOLUCIÓN 

El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 5.66. 
El apoyo de pasador en B ejerce componentes de fuerza B v y 
B y sobre la palanca; cada componente tiene una línea de 
acción conocida, pero magnitud desconocida. El eslabón en C 
ejerce una fuerza ¥ c que actúa en la dirección del eslabón y 
tiene una magnitud desconocida. Las dimensiones de la 
palanca se indican también en el diagrama de cuerpo libre, ya 
que esta información será de utilidad para calcular los mo¬ 
mentos de las fuerzas. Como de costumbre, los sentidos de las 
tres fuerzas desconocidas han sido supuestos. El sentido co¬ 
rrecto se verá claramente después de resolver las ecuaciones 
de equilibrio. 

Aunque no son parte de este problema, en la figura 5.6c 
se muestran las imágenes en tres dimensiones de los 
diagramas de cuerpo libre del pasador y las dos hojas del pa¬ 
sador que se encuentran en B. Dado que las hojas están fija¬ 
mente unidas a la pared, hay tres incógnitas que la pared ejer¬ 
ce sobre cada hoja; a saber, W' xí B" y , M%. Se muestran que 
estas reacciones son iguales en magnitud y dirección en cada 
hoja debido a ia simetría de las cargas y de la geometría. 
Obsérvese con atención cómo el principio de acción-reacción 
igual, colíneal y opuesta se usa al aplicar las Fuerzas B’ r y a 
cada hoja y al pasador. Todas estas incógnitas se pueden 
obtener de las ecuaciones de equilibrio una vez que se hayan 
obtenido B* y B r 



500 N 




Fig. 5.6 
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I Ejemplo 53 

Dos tubos lisos, A y B, cada uno de masa 2 kg, se 
encuentran en reposo entre los planos inclinados mostrados 
en la figura 5.7a. Trace los diagramas de cuerpo libre para los 
tubos^í, B\ y los tubos A y B en conjunto. 


20 



20 - 


ía) 


SOLUCIÓN 

El diagrama de cuerpo libre para el tubo A aparece en la 
figura 5.1b. Su peso es W = 2(9.81) = 19.62 N. Dado que todas 
las superficies en contacto son lisas , las fuerzas reactivas T, F, 
R actúan en dirección normal a la tangente en las superficies 
de contacto. 

El diagrama de cuerpo libre del tubo B se muestra en la 
figura 5,7c. ¿Puede el lector identificar cada una de las tres 
fuerzas que actúan sobre el tuhol En particular, obsérvese que 
R, que representa la fuerza de! tubo^í sobre eí tubo B , figura 
5.7c, es igual y opuesta a R que representa la fuerza del tubo 
B sobre el tubo A, figura 5.7¿. Ésta es una consecuencia de la 
tercera ley de Newton del movimiento. 

El diagrama de cuerpo libre de la combinación de los dos 
tubos (“sistema*'), se muestra en la figura 5,7 d. Aquí la fuerza 
de contacto R que actúa entre A y B se considera como fuerza 
interna y, por tanto, no mostrada en el diagrama de cuerpo lí¬ 
bre. Esto es, representa un par de fuerzas colineales de la 
misma magnitud, pero opuestas, que se cancelan mutuamente. 


efecto dt la pared 



19,62 N 



P 

(c) 

Fifi. 5,7 


19,62 N 



íd) 
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I Ejemplo 5,4 


El diagrama de cuerpo libre de cada objeto en la figura 
5.8 ha sido trazado e identificadas las fuerzas que actúan en el 
objeto, El peso de los objetos será ignorado donde se indique, 

500 Nm 


SOLUCIÓN 






efecto del momento de un por 
aplicado sobre el miembro 


efecto de 
eslabón corto 
sobre el mismo 


7f 



efecto del pasador 
sobre el miembro 

íb) 





Nota: Las fuerzas inlernas de un 
mie mbro sobre olro son de la 
misma magnitud, cois nenies, 
pero opuestas, y no incluidas aquí. 

íd) 


(c) 


Fíg. 5*8 


http://librosysolucionarios.net 





















m CAP. 5 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RÍGIDO 


5.s 

La señal de autopista mostrada en la figura 5.9 a tiene una 
masa de 100 kg con centro de gravedad en G, Está sostenida 
por los pasadores en C y D y ei cable AB . Trace un diagrama 
de cuerpo libre del letrero y su estructura de apoyo. Ignore el 
peso de la estructura. 



SOLUCIÓN 

Se observa fácilmente que la estructura, la señal y las cargas 
son simétricas respecto al plano vertical x — y, por lo tanto el 
problema puede analizarse usando un sistema de fuerzas co - 
plana res. El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 
5.9 b. Nótese que la fuerza T que ejerce el cable sobre la es¬ 
tructura tiene línea de acción conocida e indicada por el trián¬ 
gulo de pendiente 3—4 — 5. Las componentes de fuerza C' r y 
C f y representan las reacciones horizontal y vertical de ambos 
pasadores C y Z>, respectivamente. En consecuencia, después 
de obtener la solución para estas reacciones se aplicará la mi¬ 
tad de su magnitud en C y la mitad en D . 
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PROBLEMAS 


5.1. Trace el diagrama de cuerpo libre del tubo de 50 
kg soportado por los contactos lisos en A y B. Expli¬ 
que el significado de cada fuerza en el diagrama, 
(véase la figura 5.2¿>). 



BX Trace el diagrama de cuerpo libre de la viga. El 
soporte en B es Uso. Explique el significado de cada 
fuerza en el diagrama. 


500 N 



53. Trace el diagrama de cuerpo Ubre dd automóvil 
que tiene masa de 5 Mg y centro de masa en G. Las 
ruedas giran libremente de modo que puede ignorar¬ 
se la resistencia al rodamiento. Explique el significa¬ 
do de cada una de las fuerzas en el diagrama. 


T 



* 5*4. Trace el diagrama de cuerpo libre de la viga que 
soporta la carga de SO kg» la cual se apoya por el pa¬ 
sador en A, y está sostenida por un cable que pasa 
por la polea en D. Explique el significado de cada 
fuerza en el diagrama. (Véase la figura 5.5 b). 



5.5. Trace el diagrama de cuerpo libre de la llave de 
gancho que está sometida a una fuerza de 20 Ib en la 
empuñadura. La llave está sujeta en y la superficie 
de contacto en B es lisa. Explique el significado de 
cada fuerza en el diagrama. (Véase la figura 5.2¿). 


20 \b 



Prob. 53 Pri>h. 5.5 
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5.6. Trace el diagrama de cuerpo libre de la pluma 
ABC , que tiene masa de 45 kg, centro de gravedad en 
G y soporta una carga de 30 kg. La pluma está unida 
por medio de un pasador a la estructura en B y a una 
cadena vertical CD . La cadena que sostiene la carga 
está sujeta a la pluma en A. 


5$. Trace el diagrama de cuerpo libre de la barra lisa 
que tiene puntos de contacto en A, B y C, 



Prob. 5.6 


5.7. Trace el diagrama de cuerpo libre de la viga. El 
plano indinado en B es liso. 




Prob. 5.7 


0.6 fi 


4UD Ib 


Prob. 5.9 


* 5*8. Trace el diagrama de cuerpo libre del montacar¬ 
gas que consiste en un tambor de radio de 4 in. Está 
sujeto con un pasador en su centro C y en su borde 
exterior tiene un mecanismo de trinquete con radio 
promedio de 6 in. El retén AB sirve como un miem¬ 
bro de dos fuerzas (eslabón corto) e impide la rota¬ 
ción del tambor. 


5,10. Trace el diagrama de cuerpo libre de la viga 
uniforme, que tiene una masa de 100 kg y se apoya 
por contacto en las superficies lisas en^L B y C. 






Prob. 5 JO 
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5.3 Ecuaciones de equilibrio 


Eli la sección. 5,1 desarrollamos las dos ecuaciones que son nece¬ 
sarias y suficientes para el equilibrio de un cuerpo rígido, a saber, 
EF “ 0 y EM 0 - 0. Cuando el cuerpo está sometido a un sistema de 
fuerzas que están todas contenidas en el plano x—y t entonces las 
fuerzas se pueden resolver en sus componentes x, y . En consecuen¬ 
cia, las condiciones para el equilibrio en dos dimensiones son 


EF V - 0 
LF V = 0 
IAÍ 0 = 0 


(5.2) 


Aquí y LF y representan, respectivamente, las sumas algebrai¬ 
cas de las componentes x, y de todas las fuerzas que actúan sobre 
el cuerpo, IM 0 representa la suma algebraica de los momentos 
de par y los momentos de todas las componentes de fuerzas alre¬ 
dedor de un eje perpendicular al planox— y que pasa por el pun¬ 
to arbitrario O que puede encontrarse en el cuerpo o fuera de el. 

Conjuntos alternativos de ecuaciones de equilibrio. 

Aunque las más utilizadas son las ecuaciones 5.2 para resolver 
problemas de equilibrio que incluyen sistemas coplanares de 
fuerzas, pueden usarse dos conjuntos alternativos más. Uno de 
ellos es 


LF„ = 0 

IM a = 0 (5.3) 

lm d = o 


It 



(a) 


a 



Cuando se usan estas ecuaciones se requiere que los puntos de 
momento A y B no estén sobre una recta perpendicular al eje a , 
Para demostrar que las ecuaciones 5.3 proporcionan las condi¬ 
ciones de equilibrio, consideremos el diagrama de cuerpo libre 
de un cuerpo de forma arbitraria, figura 5.1ün. Si se usan los mé¬ 
todos de la sección. 4.8, la acción de las cargas sobre el cuerpo 
puede reemplazarse por una sola fuerza resultante F /{ = EF, que 
actué en ei punto A, y un momento de un par resultante 
= EM W , figura 5,10 Para el equilibrio se requiere que 
¥ r = 0 y M Ra = 0, Por lo tanto, si se satisface IM A = 0 será necesa¬ 
rio que M Ra = 0, Además, para que F R satisfaga EF„ = 0, debe no 
tener componente a lo largo del eje a y, por lo tanto, su línea de 
acción debe ser perpendicular al eje a f figura 5,10c. Finalmente, 
si se requiere que TM B = 0, donde B no está en la línea de acción 
de Ffl, entonces Fj? = 0 y, de hecho, el cuerpo que se ve en la figu¬ 
ra 5.10a debe estar en equilibrio. 


a 



Fig, 5,10 
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El otro conjunto alternativo cíe ecuaciones de equilibrio es 
1M a = 0 

IM b ^0 ( 54 ) 

ZM C = 0 

Aquí es necesario que los puntos A í B y Cno se encuentren en la 
misma recta. Para demostrar que cuando estas ecuaciones son 
satisfechas implican el equilibrio, consideremos nuevamente el 
diagrama de cuerpo libre en la figura 5.10b. Sí TM A = 0 debe sa¬ 
tisfacerse, entonces* el momento de un par resultante = 0. 
YM b ” 0 se satisface si la recta de acción de pasa por el punto 
B como se muestra y t finalmente, si requerimos XM C - 0, donde 
C no se encuentra sobre la recta AB t es necesario que - <1, y el 
cuerpo de la figura 5.10 a debe estar entonces en equilibrio. 

PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento proporciona un método para re* 
solver problemas de equilibrio de fuerzas coplanares: 

Diagrama de cuerpo libre , Trace un diagrama de cuerpo libre 
del cuerpo, como se explicó en la sección 5.2. En pocas pala¬ 
bras, esto requiere mostrar todas las fuerzas externas y mo¬ 
mentos de par que actúan .sobre el cuerpo ♦ Las magnitudes de 
estos vectores se etiquetarán y se especificarán sus direccio¬ 
nes. Las dimensiones del cuerpo requeridas para calcular los 
momentos de las fuerzas se incluirán también en el diagrama 
de cuerpo libre. Identifique las incógnitas. Se puede suponer 
el sentido de cada fuerza o momento de par que tenga una 
magnitud desconocida, pero línea de acción conocida. 

Ecuaciones de equilibrio. Establezca los ejes x, y, z, y aplique las 
ecuaciones de equilibrio: LF X = 0, ZF y = 0, IM a = 0 (o, como al¬ 
ternativa, los conjuntos de ecuaciones 5.3 o 5.4). Para evitar te¬ 
ner que resolver ecuaciones simultáneas, aplique la ecuación 
de momentos 1ÁÍ 0 * 0 alrededor de un punto (O) que esté en la 
intersección de las líneas de acción de dos fuerzas desconocidas. 
En esta forma, los momentos de estas incógnitas son cero alre¬ 
dedor de O y uno puede obtener una solución directa para la 
tercera incógnita. Cuando se apliquen las ecuaciones de fuerza 
ZF X = 0, y LF y - 0, oriente los ejes x y y a lo largo de las líneas 
que proporcionen la resolución más simple de las fuerzas en 
sus componentes x, y. Si la solución de las ecuaciones de equili¬ 
brio diera un escalar negativo para una fuerza o momento de un 
par desconocido, esto indicaría que el sentido es contrarío al su¬ 
puesto en el diagrama de cuerpo libre. 

Los siguientes ejemplos ilustran numéricamente este proce¬ 
dimiento. 





Fig. 5.1ft 
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■ Ejemplo 5,6 

Determine las componentes horizontal y vertical de la reac¬ 
ción para la viga cargada que se muestra en la figura 5.11 a. Se 
ignorarán el peso y el grosor de la viga en los cálculos. 


600 N 200 N 600 sen 45 a N 



Diagrama de cuerpo libre . ¿Puede identificar el lector cada una 
de las fuerzas mostradas en el diagrama de cuerpo libre de la 
viga, figura .5*1167 Por sencillez en la aplicación de las 
ecuaciones de equilibrio, la fuerza de 600 N se representa por 
sus componentes x 7 y, como se muestra en esa ilustración. 
También, debe observarse que en B actúa sobre la viga una 
fuerza de 20Ü N y que es independiente de las componentes 
de fuerza IÍ T y b y que representan el efecto del pasador sobre 
la viga. 

Ecuaciones de equilibrio ♦ A! Sumar fuerzas en la dirección jc, se 
obtiene 

XLF x = 0; 600 eos 45° N-i? r = 0 

B x « 424 N Resp. 

Puede obtenerse una solución directa para A,, y aplicando 
la ecuación de momentos IM B = 0 alrededor del punto J3, Pa¬ 
ra llevar a cabo los cálculos se ve de inmediato que las fuerzas 
de 200 N, de 600 eos 45* N, y las reacciones B T , B } producen 
momentos nulos alrededor de B. Con la rotación de sentido con¬ 
trario al de las manecillas del reloj alrededor de B , definida 
como positiva (en la dirección +k), figura 5.116, tenemos 

l + EA/fl = 0; 100 N(2 m) + (600 sen 45° N)(5 m) -A f ( 7 m) - 0 
A y - 332 N Resp. 

Si se suman fuerzas en la dirección, y, se utiliza el resulta¬ 
do A y = 332 N, obtenemos 

+í LFy = 0; 332 N - 600 sen 45° N - 100 N - 200 N + £,. = 0 

By = 393 N Resp. 
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0 Ejemplo 5-7 



100 íb T 

ib) 

DJ fi 



le) 


Fig, 5.12 


La cuerda que se ve en la figura 5.12r/ soporta una fuerza 
de 100 Ib y pasa por la polea sin fricción. Determine la tensión 
en la cuerda en Cy las componentes horizontal y vertical de la 
reacción en el pasadorA 



SOLUCIÓN 


Diagramas de cuerpo Ubre. Los diagramas de cuerpo libre 
para la cuerda y la polea se muestra en la figura 5.126. Debe 
tenerse cuidado con el principio de la acción y la reacción al 
trazar estos diagramas; igual en magnitud y dirección, pero en 
sentido opuesto: la cuerda ejerce una presión distribuida p que 
se desconoce a lo largo de una parte de la superficie de la 
polea, en tanto que la polea ejerce un efecto de la misma magni¬ 
tud, pero en sentido opuesto sobre la cuerda. Para la solución, 
sin embargo, es más simple combinar los diagramas de cuerpo 
libre de la polea y una parte de la cuerda, de modo que la 
distribución de presiones se convierte en interna al sistema y, 
por tanto, se elimina del análisis, figura 5. i2c* 

Ecuaciones de equilibrio. Al sumar momentos alrededor del 
punto A para eliminar A r y Ay, figura 5*12 c, tenemos 


l + ZM a = 0; 100 lb(Ü*5 ft) - TX05 ft) - 0 

T = 1001b Resp, 


Se ve que la tensión permanece constante al pasar la cuerda 
por la polea. (Esto, desde luego, es verdad para cualquier án¬ 
gulo & de dirección de la cuerda y para cualquier radio r de la 
polea). Si se usa el resultado para T, se hace una suma para 
determinar las componentes de la reacción en la articulación A 


+ LF, = 0; -A r + 100 sen 30° Ib = 0 

A k = 50*0 ib 

+ 1 LF y = 0; Ay - 100 Ib - 100 eos 30° Ib - 0 

A y = 187 Ib 
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B Ejemplo 5*8 

Determine las reacciones en el apoyo fijo A para la es- 
tructura cargada en la figura 5.13 a. 


4ÍH)N 



SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre * El diagrama de cuerpo libre pura la 
estructura total es como se muestra en la figura 5,13 b. Exis¬ 
ten tres incógnitas en el apoyo fijo, representadas por las mag¬ 
nitudes A x , A,, y M a . 

Ecuaciones de equilibrio 


±XF x = 0; 

A x = 0 

Resp. 

+1 £F V = 0; 

A v - 400 N - 200 N = 0 



A y - 600 N 

Resp. 

i +IM a = 0; 

M Á - 400 N(1 m) - 200 N(2 m) = 0 



M a = 800 N ■ m 

Resp. 


El punto A fue elegido para sumar momentos, ya que las lí¬ 
neas de acción de las fuerzas desconocidas A f y A^ pasan por 
este punto y, por tanto, estas fuerzas no se incluyeron para la 
suma de momentos. Es importante darse cuenta, sin embargo, 
de que M A debe ser incluido en la suma de momentos. Este 
momento de un par es un vector libre y representa el efecto 
del soporte fijo sobre la estructura. 

Aunque sólo pueden escribirse tres ecuaciones de equili¬ 
brio independientes para un cuerpo rígido, es una buena cos¬ 
tumbre verificar los cálculos usando una cuarta ecuación de 
equilibrio. Por ejemplo, ios cálculos precedentes pueden veri¬ 
ficarse sumando momentos alrededor del punto C: 

i + Uií c = 0; 400 N(1 m)- 600 N(2m) + 800 N ■ m = 0 
400 N ♦ m - 1200 N ■ m + SCO N - m - 0 


400 N 



íb) 


F*fr5.n 
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B Ejemplo 5.9 



Fi&. 5.14 


La barra uniforme que se muestra en al figura 5.14 a está 
sujeta a una fuerza y un momento de un par. Si la barra se 
apoya en A sobre una pared lisa y en B y en C, por contactos 
lisos, arriba y abajo, determine las reacciones en estos apoyos. 
Deberá ignorarse el peso de la varilla. 



SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre . Como se muestra en la figura 5.14 b, 
todas las reacciones de apoyo actúan normalmente a la su¬ 
perficie de contacto, dado que las superficies en cuestión son 
üsas. Las reacciones en B y en C se muestran cuando actúan 
en la dirección positiva/. De esta manera, se supone que sólo 
los contactos de la parte inferior de la barra se usan de apoyo. 

Ecuaciones de equilibrio. Si se usa eí sistema de coordenadas jq 
y en la figura 5.14 b, tenemos 

+ EF, = 0; C y sen 30° + B y sen 30° -A x « 0 (1) 

4 T LF y = 0; -300 N + C y eos 30° + B y eos 30° - 0 (2) 

i» = 0; -B v .(2 m) + 4000 N ■ m - C y (6 m) 

+ (300 eos 30° N)(8 m) “ 0 (3) 

Al escribir la ecuación de momentos, se observará que la línea 
de acción de la componente de fuerza 300 sen 30° N pasa por 
el punto A y, por tanto, esta fuerza no se considera en la 
formación de ía ecuación de momentos. 

Al resolver simultáneamente las ecuaciones 2 y 3, obtenemos 


B y = “ 1000.0 N Resp . 

C y = 1346,4 N Resp. 

Puesto que B y es un escalar negativo, el sentido de B y es 
opuesto al que se mostró en el diagrama de cuerpo líbre en la 
figura 5.14 £?. Por tanto, el contacto superior en B sirve de 
apoyo en lugar del inferior. Si se conserva el signo negativo 
para B v < (¿Por qué?) y sustituyen los resultados en la ecuación 
1, obtenemos 

1346.4 sen 30° N - 1000.0 sen 30° N -A, = 0 

A x = 173.2 N Resp . 
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■ Ejemplo 5.10 

La viga que se muestra en la figura 5.15 a está articulada 
en A y descansa sobre un apoyo liso en B. Calcule las compo¬ 
nentes horizontal y vertical de la reacción en el pasador A. 



Ay 


ib) 


Fig. 5 JS 


SOLUCIÓN 

Diagrama del cuerpo libre. Como se muestra en la figura 5.156, 
la reacción N B es perpendicular a la viga en B. También, las 
componentes horizontal y vertical de la reacción se repre¬ 
sentan cnA> aunque la base de la articulación esté inclinada. 

Ecuaciones de equilibrio. Al sumar momentos alrededor de A, 
obtenemos una solución directa para N& 

i +LM a = 0; -60 N ■ m - 60 N(1 m) + N g {0.15 m) = 0 
N b =160 N 

Con es le resultado 


i,TF r = 0; A x - 160 sen 30° N = 0 

A x = 80.0 N 

+1LF 7 = 0; A, - 160 eos 30° N - 60 N = 0 

A y «199 N 


Resp. 


Resp. 
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Ejemplo 5.11 

Una fuerza de 150 Ib actúa en el extremo de ia viga que se 
muestra en la figura 5.16a. Determine la magnitud y el sentido 
de la reacción en la articulación^ y la tensión del cable. 



SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre , Las fuerzas que actúan en ia viga se 
Fig. 5,16 muestran en la figura 5A6b, 

Ecuaciones de equilibrio. La suma de momentos alrededor de 
A para obtener una solución directa para la tensión del cable 
dará 

l +IA7, = 0; - (¿7X2 ft) - (¿7)(3 ft) + 150 lb(i0 ft) = 0 

-3.67 + 150 lb(10 ft) = 0 (1) 

7= 416.7 Ib Resp. 

Si se usa el principio de iransmisibilidad también es posi¬ 
ble localizar T en C, aunque este punto no se encuentre en la 
viga, figura 5.161?. En este caso, la componente vertical de T 
crea momento cero alrededor de A, y el brazo de momento de 
la componente horizontal (¿7) viene a ser 4.5 ft. Por tanto, 
1 'M a = 0 da directamente la ecuación 1, pues (¿7X4.5) = 3.67. 

Al sumar fuerzas para obtener A x y A v , si se usa el 
resultado para 7, tenemos 

ÍEF t = 0; -A,. + 0fX416.7 Ib) = 0 

A t = 333.3 Ib - 

+1LF, = 0; (¿)416.7 Ib - 150 lb-A y = 0 

Ay = 100 Ib 1 


Así, 


F A ~ X333.3 Ib)-+ (100 ¡b)- 

= 348.0 Ib Resp. 

fl=tan ‘S =i6? ^ Reg p- 
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■ Ejemplo 5.12 

La viga uniforme AB de 100 kg que se muestra en la figu¬ 
ra 5.17a se apoya en una articulación de pasador en A y se 
sostiene en B y C t mediante un cable que pasa por una polea 
sin fricción situada en D. Si en el cable puede desarrollarse 
una fuerza de tensión máxima de 800 N antes de la ruptura, 
determine la distancia máxima d a la que puede aplicarse una 
fuerza de ó kN sobre la viga, ¿Cuáles son las componentes ho¬ 
rizontal y vertical de la reacción en A justo antes de la ruptu¬ 
ra? Ignore el espesor de la viga en el cálculo. 



SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo Ubre. Puesto que el cable es continuo y 

pasa por una polea sin fricción, todo el cable estará sujeto a su 5:17 

tensión máxima de 800 N cuando la fuerza de 6 kN actúe en d . 

Por tanto, el cable ejerce una fuerza de 800 N en los puntos C 
y B t en la viga y en la dirección del cable, figura 5,17b. 

Ecuaciones de equilibrio . Al sumar los momentos del sistema 
de fuerzas alrededor de A es posible obtener una solución di¬ 
recta para la dimensión d. ¿Por qué? 

I +ZM a - 0; 

“(6000 N )(d) - 981 N(5 m) + (800 sen 60° N)(8 m) + 800 N(1Ü m) = 0 

d “ 1.44 m Resp. 

Si se suman las fuerzas en las direcciones x y y, tenemos 

= 0; -A x + 800 eos 60° N = 0 

A x = 400 N Resp. 

+T LF y = 0; A y - 6000 N - 981 N + 800 sen 60° N + 800 N = 0 
A y = 5.49 kN Resp . 
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5.4 Miembros de dos y de tres fuerzas 


La solución de algunos problemas de equilibrio puede simplifi¬ 
carse si es posible reconocer miembros sujetos tan sólo a dos o a 
tres fuerzas. 



Fig, 5.18 





miembro de dos Tuerzas 


Miembros de dos fuerzas. Cuando un miembro no se halla 
sometido a ningún momento de un par y las fuerzas se aplican so¬ 
lamente en dos puntos del miembro, éste se denominará miem¬ 
bro de dos fuerzas . La figura 5.1&z representa un ejemplo de esta 
situación. Lo primero es sumar las fuerzas en A y en B para obte¬ 
ner sus respectivas resultantes F A y F Bl figura 5>18£>. Estas dos 
fuerzas mantendrán el equilibrio de fuerzas o equilibrio translacio- 
nal (EF = 0) a condición de que sea de igual magnitud y direc¬ 
ción opuesta a F B . Además, el equilibrio de momentos o equilibrio 
rotacional (EM 0 = 0) se tendrá si F^ es coüneal con F^. Como 
consecuencia, la línea de acción de las dos fuerzas será conocida, 
porque es la que pasa por ,4 y por B. Por tanto, solamente habrá 
que determinar o establecer la magnitud de la fuerza. La figura 
5.19 presenta otros ejemplos de miembros de dos fuerzas mante¬ 
nidos en equilibrio. 

Miembros de tres fuerzas* Si un miembro está sujeto a tres 
fuerzas coplanares, entonces es necesario que las fuerzas sean, 
concurrentes o paralelas , si el miembro va a estar en equilibrio. 
Para demostrarlo, consideremos el cuerpo de la figura 5.20 y su¬ 
pongamos que dos cualesquiera de las tres fuerzas que actúan 
sobre el cuerpo tienen líneas de acción que se intersecan en el 
punto O . Para satisfacer el equilibrio de momentos de par con 
respecto a O, es decir, EA/ 0 = O f la tercera fuerza también debe 
pasar por O, lo que hace que el sistema de fuerzas sea concurren¬ 
te. Si dos de las tres fuerzas son paralelas, el punto de concurren¬ 
cia, O, se considera que está en el “infinito” y la tercera fuerza 
debe ser paralela a las otras dos para intersecarse en este “pun¬ 
to”. Si las tres fuerzas son concurrentes en un punto, solamente 
debe satisfacerse el equilibrio de fuerzas (EF = 0). 



miembro de lies fuerjíii 


Fig. 5.19 


Fig. 5.20 
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SEC. 5,4 MIEMBROS DE DOS Y DE TRES FUERZAS 2U 


1 Ejemplo 5.13 

La palanca ABC está articulada en.4 y unida a un eslabón 
corto BD como se índica en la figura 521a. Si los pesos de los 
miembros son despreciables, determine la fuerza desarrollada 
sobre la palanca por la articulación A 


SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre . Como se indica en el diagrama de 
cuerpo líbre, figura 5.216, el eslabón corto BD es un miembro 
de dos fuerzas^ de modo que las fuerzas resultantes en las arti¬ 
culaciones B y D deben ser iguales, opuestas y colineajes. 
Aunque la magnitud de la fuerza es desconocida, la línea de 
acción se conoce, ya que pasa por B y D. 

La palanca ABC es un miembro de tres faenas y, por con¬ 
siguiente, para satisfacer el equilibrio de momentos, las tres 
fuerzas no paralelas que actúan sobre él deben ser concurren¬ 
tes en 0, figura 5.21c. En particular, nótese que la fuerza ¥ so¬ 
bre la palanca es igual, pero opuesta a la F que actúa en B so¬ 
bre el eslabón. ¿Por qué? La distancia CO debe ser de 0.5 m, 
ya que se conocen las lincas de acción de la fuerza F y la de 
400 N. 

Ecuaciones de equilibrio. Al requerirse que el sistema de 
fuerzas sea concurrente en 0, de modo que el 

ángulo 0que define la línea de acción de F A puede determi¬ 
narse por trigonometría. 


6 = 


tan -1 


f°- 7 l 
0.4 
l J 


- 603° 




Resp* 


Si se aplican las ecuaciones de equilibrio de fuerzas podemos 
obtener F y F A . 

i*LF v = 0; F a eos 60.3° -F eos 45° + 400 N - 0 

+ f LF V = 0; F a sen 60.3° - F sen 45° - 0 

al resolver, obtenemos 


F a - 1075 N Resp. 

F = 1320 N 

Nota: También podemos resolver este problema repre¬ 
sentando la fuerza en A mediante sus dos componentes A, y 
A,,, y aplicando ZM A = 0, LF t - 0, IF f = 0. Una vez que se han 
determinado^ * y A yr ¿cómo podrían encontrarse F A y 61 




Fíg. 5.21 
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PROBLEMAS 


5*11. Determine las reacciones en los apoyos de la vi¬ 
ga en el problema 5.2, El apoyo en B es liso. 


* 5*12. Determine la fuerza T en el cable de remolque 
en C y la reacción en cada una de ias cuatro llantas 
del automóvil del problema 5.3, 


5.13, Determine la tensión en el cable y las compo¬ 
nentes horizontal y vertical de reacción en la articula- 
ciónvl de la viga en el problema 5.4* La polea en D 
no tiene fricción. Ignore el espesor de la viga* 


5*14. Determine la reacción en la articulación en>í y 
la fuerza en la superficie lisa de contacto en B de la 
llave de gancho del problema 5*5. 


5,19. Determine las reacciones en ios apoyos. 


75 N/m 



S ni 


Prob. 5.19 

* 5*20. Determine las reacciones en los apoyos. 


5.15, Determine las reacciones en los apoyos de la vi¬ 
ga del problema 5.7. 


*5.16. Determine Jas componentes horizontal y verti¬ 
cal de la reacción en el pasador C del malacate del 
problema 5.8. 


5*17. Determine las reacciones en ios puntos A, B , y 
C de la barra del problema 5.9, requeridas para so¬ 
portar la fuerza horizontal de 10 Ib. Ignórese el espe¬ 
sor de La barra para los cálculos. 


250 ib/rt 


rrmi 



Prob. 5.20 


5*18. Determine ias reacciones en los apoyos, 5*21* Determine las reacciones en los pasadores en>í 

y B. El resorte tiene longitud inextendida de 80 mm* 



k = 600 N/m 



Prob* 5*18 


Prob. 5*21 
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5,22. Determine Jas reacciones en el apoyo fijo A . 


3 kN 



0 


5 kN m 


5,25, La rueda está sujeta a un torque (par de tor¬ 
sión) de 500 N ■ m. Determine la fuerza F que actúa 
a lo largo del ejeyífí del fijador atravesado para im¬ 
pedir el movimiento. También, determíne Ja magni¬ 
tud de la fuerza resultante que actúa en el eje pasa¬ 
dor que esta en C, 


500 N-ni 



Pr<d>, 5.25 


5,23. Determine las reacciones en el rodillo y en el 5,2fi. Determine las componentes horizontal y verü- 


pasador en B . 


cal de la reacción en el pasador A y la fuerza en el ca¬ 
ble BC, 


3V0 Ib 



8 kjN 



k 5.24. La varilla uniforme en AB tiene un peso de 15 5,27. Determine tas componentes horizontal y vertí- 

Ib. Determine la fuerza en el cable cuando la varilla cal de la reacción en el pasador A y la fuerza en el cs- 


estó en la posición mostrada. 


labón corto BD. 
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* 5.28. Determine las reacciones en A y en B que ao 5,31. Para sujetar el tubo se utiliza la abrazadera en 

túan sobre el rollo de papel de 50 kg, con centro de K Si la fuerza que ejerce el tomillo sobre el tubo es 

masa en G y que descansa en la hoja lisa dei acarrea- F = 85 N como se muestra, determine las fuerzas nor- 

dor males que ejerce la abrazadera sobre el tubo en A y 

en B. Trace un diagrama de cuerpo libre del anillo y 
calcule las reacciones verticales en C y D. Suponga 
que todos los puntos de contacto son lisos. 



2 kím n ___ 2 ktbtfi 

n i IimTTL 


3 klbrti 


600 klb‘ fi 


12 n 


12 ft 



60 


Prob.531 


* 5,32. El cortador está sujeto a una fuerza horizontal 
de 580 Ib y una fuerza normal de 350 Ib. Determine 
las componentes horizontal y vertical de la fuerza 
que actúa sobre el pasador en A y la fuerza a lo largo 
del cilindro hidráulico BC (miembro de dos fuerzas). 


Prob. 5,29 


5,30. Determine las reacciones de soporte sobre la vi¬ 
ga. 


20 kN 20 kN 20 kN 20 kN 




580 ib- 


1.75 fi 


P*ob, 5-32 
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53 3. La grúa tiene ires partes, que pesan respectiva¬ 
mente W A = 3500 Ib, Wg - 900 Ib, W c - 1500 Ib y cen¬ 
tros de gravedad en B y C, respectivamente. Sin 
tomar en cuenta el peso de la pluma, determine (a) 
las reacciones en cada una de las cuatro llantas si la 
carga se levanta a velocidad constante y tiene un peso 
de 800 Ib, y (¡b ) con la pluma en la posición que sé 
muestra, la carga máxima que puede levantar la grúa 
sin bascularse. 



J ii i ti 


Prob. 533 


5*34. Determine la fuerza normal resultante que ac¬ 
túa sobre cada juego de ruedas del aeroplano. Hay 
un juego de ruedas al frente,/!, y otro bajo cada una 
de las alas B. Las dos alas tienen un peso total de 50 
klb y centro de gravedad en G Wf el fuselaje tiene un 
peso de 180 klb y centro de gravedad en ó/, y ambos 
motores (uno de cada lado) tienen un peso de 22 klb 
y centro de gravedad en G c . 


5.35. Una grúa levanta una carga L de 400 kg. Si la 
pluma principal AB tiene una masa de 1.20 Mg y cen¬ 
tro de masa en G\, en tanto que la pluma secundaría 
BC tiene una masa de 0.6 Mg y centro de masa en 
Gi, determine la tensión en el cable BD y las compo¬ 
nentes horizontal y vertical de reacción en la articula¬ 
ción^. 



* 5.36, Una mesa de campo tiene un peso de 50 Ib y 
centro de gravedad en tí. Si un hombre que pesa 225 
Ib tiene centro de gravedad en Gm y está sentado en 
la posición centrada que se muestra, determine la re¬ 
acción vertical en cada una de las dos patas de la me¬ 
sa en B. Ignore el espesor de las patas ¿Qué se puede 
concluir de los resultados? 



Prob. 534 


Prob. 536 
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5.37. Una puerta uniforme tiene un peso de 100 Ib y 
centro de gravedad en G. Determine las reacciones 
en las bisagras, si la que está en A soporta solamente 
una reacción horizontal sobre la puerta; mientras que 
la de B ejerce reacciones horizontal y vertical 


5.39. Un rodillo de 25 kg deberá ser subido al esca¬ 
lón de 100 mm, Compare las magnitudes de las fuer* 
zas P requeridas para (a) empujarlo y (b) jalarlo para 
subirlo al escalón, si en cada caso la fuerza se dirige a 
$ = 30* a lo largo del miembro AB , como se muestra. 

* 5.40. Determine la magnitud mínima de la fuerza P y 
su ángulo asociado 0 requerida para jalar el rodillo de 
25 Hg sobre el escalón de 100 mm. 



Prob. 537 


Prohs. 539/5.40 


538. Una prensa ejerce una fuerza de compresión de 
400 N en el bloque de madera en C. Si la prensa se 
sujeta con dos tornillos flojos B simétricamente situa¬ 
dos (de los cuales puede verse uno), determine la 
fuerza a lo largo del eje de cada perno y la reacción 
vertical de la mesa sobre la prensa en^l. 


5.41. Calcule la tensión del cable en B requerida para 
soportar la carga de 200 kg. El cable pasa por la po¬ 
lea sin fricción situada en C. Ignore ei tamaño de es¬ 
ta polea y el peso de Ja pluma. 



Prob. 538 


Prob. 5.41 
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5.42. La caja del camión de volteo, D, tiene un peso 
de 5000 Ib y centro de gravedad en G. Determine las 
componentes vertical y horizontal de la reacción en 
la articulación A y a lo largo de) cilindro hidráulico 
BC (miembro de dos fuerzas). 


* 5*44. El pescante sirve para suspender el bote salvavi¬ 
das en la parte lateral de un barco. Si el bote ejerce 
una fuerza de 800 Ib en el cable en D, determine la 
fuerza que actúa a lo largo del cilindro hidráulico BC 
(miembro de dos fuerzas) y las componentes hori¬ 
zontal y vertical de la reacción en la articulación en 
A. 



Prob. 5.42 


5,43. El aguilón soporta las dos cargas verticales. Ig¬ 
nore el tamaño de los collares en D y en B y ei grosor 
del aguilón, y determine las componentes horizontal 
y vertical de la fuerza en la articulación A y la fuerza 
en el cable CB. 



Prob. 5.44 



Proii. 5.43 


5.45. Una cadena descansa sobre los planos inclina¬ 
dos lisos, que hacen un ángulo recto. Si la cadena tie¬ 
ne peso/longitud de w 7 demuéstrese que no resbalará. 



Prcib. 5.45 
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5.46, Determine las componentes horizontal y vertí- 5.49. Una varilla de vidrio uniforme de longitud L se 
cal de la reacción en la articulación^ y la reacción en coloca en el tazón hemisférico liso de radio r* Deter- 
el rodillo B para soportar el arco semicircular, mine el ángulo de inclinación #para el equilibrio. 




* 5*47. Un motor tiene un peso de 850 Ib* Determine la 
fuerza que cada una de las cadenas debe ejercer en 
los ganchos en A y B t y C. Ignore el tamaño de los 



Prob. 5*4? 


5*50. Determine la intensidad wi y W 2 de la distribu¬ 
ción trapezoidal de cargas si los apoyos en A y en B 
ejercen fuerzas de 4 kN y 4*5 kN, respectivamente, 
sobre la viga* 


* 5*48* Un hombre tiene un peso W y se encuentra pa¬ 
rado en el centro del tablón. Si los planos en A y B 
son lisos, determine la tensión en la cuerda en térmi¬ 
nos de Wy 0. 



Prob* 5*48 



4 kN 4.5 kN 


Prob* 5.50 
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5.51. La tira de metal rígida y de peso insignificante 
es utilizada como parte de un interruptor electro¬ 
magnético. Si los resortes en/í y en B tienen constan¬ 
te de rigidez k = 5 N/m, y la tira está horizontal origi¬ 
nalmente con los resortes inextendí dos* determine la 
fuerza vertical mínima que es necesaria para cerrar la 
separación en C. 

*5.52. La tira de metal rígida de peso insignificante se 
usa como parte de un interruptor electromagnético. 
Determine la rigidez máxima k de los resortes en vi y 
B\ de modo que e! contacto en C se cierre cuando la 
fuerza vertical desarrollada sea de 0.5 N. La tira me¬ 
tálica es horizontal originalmente, como se muestra. 


50 mm-+- 50nmi 



Prob. 5.51/5.52 


5.53. Determine la magnitud de la fuerza en la articu¬ 
lación A y en el cable BC. requerida para sostener el 
peso de 500 Ib. Debe ignorarse el peso del aguilón 
Atí. 


5.54. Determine el ángulo 8 en que el eslabón ABC 
se mantiene en equilibrio si el miembro BD se mueve 
dos pulgadas a la derecha. Los resortes están sin 
elongación originalmente cuando 8= 0 o . Cada resorte 
tiene la rigidez que se indica. Los resortes permane¬ 
cen horizontales porque se sujetan a guías rodantes. 



Prob. 5.54 


5.55, Una máquina de ejercicio consiste en una barra 
rígida articulada a la estructura en vi. Al empujar la 
barra hacia arriba estira la banda de hule BC. Si la ri¬ 
gidez de la banda elástica es k = 500 lb/ft, üeLcrminc 
la fuerza vertical aplicada F necesaria para mantener 
la barra en la posición 8 - 30°, La banda de hule está 
inextendida cuando d-0\ 



Prob. 5.53 


Prob. 5.55 
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* 5.56. Determine lo tensión en el cable de soporte BC 
y las componentes horizontal y vertical de la reacción 
en la articulación A para sostener el cubo de peso W, 
Exprese los resultados en términos de W y los ángu¬ 
los 6y <P, 



5.51, Tres libros uniformes de peso W y longitud a ca¬ 
da uno están apilados como se muestra. Determine 
la distancia máxima posible, d , del libro superior ha¬ 
cia fuera del inferior sin que caiga la pila. 



Prob. 5.57 

5,58. La varilla uniforme de longitud L y peso M / está 
apoyada en los planos lisos orientados con ángulos \jt 
y <P. Determine la posición de la varilla 6 para el 
equilibrio. Se debe ignorar el espesor de la varilla. 


5.59. Una fuerza horizontal P se aplica al extremo de 
la barra uniforme de peso W. Cuando la barra está en 
equilibrio, la fuerza se desplaza a distancia d, como 
se muestra. Determine la magnitud de la reacción en 
la articulación^! en términos de W, d y yi 



Prob. 5.50 


* 5*60. La viga rígida de peso insignificante es soporta¬ 
da horizontalmente por dos resortes y un pasador. Si 
los resortes están inextendidos, al retirar la carga, de¬ 
termine la fuerza en cada resorte cuando se aplica la 
carga distribuida. Calcule también la deflexión verti¬ 
cal del extremo C Suponga que la rigidez de los re¬ 
sortes es tan grande que sólo ocurren pequeñas de¬ 
flexiones. 



5,61, La varilla uniforme AB tiene un peso de 15 Ib y 
el resorte está inextendido cuando 6= 0 o . Si 0=3O O P 
determine la rigidez A* del resorte. 




http://librosysolucionarios.net 



















































SEC, 5.5 DIAGRAMAS DE CUERPO UBRE 221 


*5,62. Un disco tiene una masa de 10 kg, Si esta sus¬ 
pendido de un resorte de longitud inexiendida de 
400 mm, determine c] ángulo 0para equilibrio. 


5.63. La varilla ligera de longitud 21 se encuentra sus¬ 
pendida de un punto fijo O utilizando dos cuerdas 
OA y OB cada una con longitud de 1.5/. Si se suspen¬ 
den pesos de 3W y Wúe los extremos /I y B , respecti¬ 
vamente, determine el ángulo de inclinación & 



k - 600 N/m 


Pr üb. 5,62 



m 


Prob. 5,63 


Equilibrio en tres dimensiones 

5.5 Diagramas de cuerpo libre 


El primer paso en Ja resolución de los problemas de equilibrio en 
tres dimensiones consiste, como para el caso de dos dimensiones, 
en trazar un diagrama de cuerpo líbre del cuerpo (o del conjunto 
de cuerpos considerado como sistema). Antes de demostrar esto, 
sin embargo, es necesario estudiar los tipos de reacciones que 
pueden darse en los apoyos. 

Reacciones de soporte* Las fuerzas y momentos de par reac¬ 
tivos que actúan en los diversos apoyos y conexiones, cuando se 
consideran los miembros en tres dimensiones, pueden verse en la 
lista de la tabla 5.2. Es importante reconocer los símbolos que se 
usan para representar cada uno de los apoyos, así como entender 
claramente cómo se desarrollan las fuerzas y los pares en cada 
apoyo. Como en el caso bidimensional, la fuena se desarrolla en 
un apoyo , que restringe la traslación del miembro conectado , mien¬ 
tras que el par se desarrolla cuando se impide la rotación del miem¬ 
bro conectado , Por ejemplo, en la tabla 5.2 la articulación de ró¬ 
tula (4) impide cualquier traslación del miembro conectado; por 
consiguiente, debe actuar una fuerza sobre el miembro en el 
punto de conexión. Esta fuerza posee tres componentes que tie¬ 
nen magnitudes desconocidas, F yi y F ¿ . Siempre que se conoz¬ 
can estas componentes, se puede obtener la magnitud de la fuer’ 
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za, F = VíJ + Fj +F¡ , y la orientación de la fuerza definida por 
los ángulos directores coordenados a, y ; ecuación 2.7*.Como 
el miembro conectado puede girar libremente alrededor de cual¬ 
quier eje, en este lipo de apoyo no se opone resistencia a ningún 
momento de par. 

Debe observarse que los apoyos de chumacera individual (5) 
y (7), la articulación individual (8) y la bisagra individual (9) se 
muestra que soportan componentes de fuerza y de momento de 
pan Sin embargo, si estos apoyos se utilizan conjuntamente con 
otras chumaceras, pasadores o bisagras para mantener el cuerpo 
en equilibrio, y a condición de que el cuerpo físico mantenga su 
rigidez bajo la carga y de que los apoyos estén debidamente ali¬ 
neados al conectarlos al cuerpo, entonces las reacciones de fuerza 
en estos apoyos pueden por sí solas ser adecuadas para soportar 
el cuerpo. Dicho de otra forma, los momentos de un par se ha¬ 
cen redundantes y pueden ser omitidos en el diagrama de cuerpo 
libre. La razón de esto quedará clara después de estudiar los 
ejemplos que siguen; pero en esencia, no se desarrollarán los 
momentos de un par en estos apoyos, ya que la rotación del cuer¬ 
po es impedida por las reacciones desarrolladas en los otros apo¬ 
yos y no por los momentos de par de apoyo. 


Tabla 5.2 Apoyos para cuerpos rígidos sujetos a sistemas de fuerzas en tres dimensiones. 


Tipos de conexiones 

Reacción 

Número de incógnitas 

01 



% 

cable 

c 

Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa hacia afuera del miembro en la direc¬ 
ción del cable. 

(2) 

Tu 


/ 

apoyo de superficie lisa 


Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa perpendicularmente a la superficie en 
el punto de contacto. 


{ 3 ) 



rodillo 



Una incógnita. La reacción es una fuerza que 
actúa perpendicularmente a la superficie en 
el punto de contacto. 


* Las tres incógnitas también pueden quedar representadas por la magnitud F des¬ 
conocida de la fuerza, y dos ángulos directores coordenados. Él tercer ángulo director 
puede obtenerse usando la identidad eos 2 a + cm 2 + eos 2 7 = l t ecuación 2 . 10 . 
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Tabla 5.2 (continuación) 


Reacción Número de incógnitas 


Tipos de conexiones 



articulación de rótula 


Tres incógnitas. Las reacciones son tres 
componentes rectangulares de una fuerza. 



chumacera Usa individual 



Cuatro incógnitas. Las reacciones son dos fuer¬ 
zas y dos componentes de momento de un par 
que actúan perpendicularmente a la flecha. 



Cinco incógnitas. Las reacciones son dos 
componentes de fuerza y tres componentes 
de momento de un par. 


(7) 

M 4- 


chumbera individuo! 


Cinco incógnitas. Las reacciones son tres 
componentes de fuerza y dos componentes de 
momento de un par. 

de empuje 




Cinco incógnitas. Las reacciones son tres 
componentes de fuerza y dos componentes de 
momento de un par. 



Cinco incógnitas. Las reacciones son tres 
componentes de fuerza y dos componentes de 
momento de un par 



Seis incógnitas. Las reacciones son tres com¬ 
ponentes de fuerza y tres componentes de 
momento de un pan 
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Diagramas de cuerpo libre. El procedimiento general para 
establecer el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rígido fue 
indicado en la sección 5.2. Requiere, en esencia, que se “aísle” el 
cuerpo trazando el contorno de su forma. Después, se etiquetan 
con cuidado todas las fuerzas y momentos de par con referencia 
a un sistema establecido de coordenadas x, y, z. En términos ge¬ 
nerales, las componentes de reacción de magnitud desconocida , 
como se muestra en el diagrama, actúan en el sentido positivo. 
Siendo así, los escalares negativos que resulten indicarán que las 
componentes correspondientes actúan en sentido negativo de los 
ejes de coordenadas. 


Ejemplo 5.14 

La figura 5.22 muestra varios ejemplos de objetos con dia¬ 
gramas de cuerpo libre asociados. Se establecen ejes de coor- 
c nadas x, y, z, en cada caso, y las componentes de las fuerzas 
de reacción desconocidas se ponen con sentido positivo. Se 
desatiende el peso de los objetos. 



Chumaceras debidnrmuiie 
.i lineadas tu A . B. C 




2001b ft 

T 


Anitulívrióit <¡nA y cable BC. La articulación desarrolla componen!es 

de momento sobre la varilla para impedir 
rotación alrededor de lo* ejes xy r. 


3001b 


300 Eb 


Las reacciones de fuerza desarrolladas 
por las chumaceras bastan 
para el equilibrio de fueras y de 
momentos, pues impiden la rotación 
de la Dccha alrededor de cada eje 
de coordenadas 


fb) 


Fíg. 5,22 
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4001b 



B 


Chumacera en A y bis^grrt en t~ 
debidamente alineadas Rodillo en & 


(c) 


z 



B, 

Líi chumacera y la bisagra sólo 
desarrollan reacciones de fuerza 
sobre ln palanca para impedir la 
rotación respecto a cada eje de 
coordenadas. 


I 



Chumacera de empuje en A y 
cable BC 




\ 


y 


La chumacera desarrolla compone ni es 
de momento sobre la varilla para 
impedir la rotación respecto a los ejes 
(d) VY*- 
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5*6 Ecuaciones de equilibrio 


Como se dijo en la sección 5*1, las condiciones de equilibrio de 
un cuerpo rígido sujeto a un sistema de fuerzas de tres dimensio¬ 
nes requieren que tanto la fuerza resultante como el momento de 
un par resultante que actúan en el cuerpo sean iguales a cero. 

Ecuaciones vectoriales de equilibrio. Las dos condiciones 
de equilibrio de un cuerpo rígido pueden expresarse matemática¬ 
mente en forma vectorial como 


EF-Ü 
IM 0 - 0 


(5.5) 


donde EF es la suma vectorial de todas las fuerzas externas que 
actúan en el cuerpo y EM 0 es la suma de los momentos de pares 
y momentos de todas las fuerzas respecto a cualquier punto O si¬ 
tuado en el cuerpo o fuera de él* 


Ecuaciones escalares de equilibrio. Si todas las fuerzas 
externas aplicadas y los momentos de un par son expresados en for¬ 
ma vectorial cartesiana y sustituidos en las ecuaciones. 5.5, tenemos 


EF = EF t i + EFjj + EF z k = 0 
EM 0 = 1M X i + EA/j + LM ¿ k - 0 


Ya que las componentes correspondientes a las direcciones de i, 
j, k son independientes entre sí, las ecuaciones de arriba se satis¬ 
facen a condición de que 


EF V “ 0 

ZF y = 0 (5*6a) 

EF r = 0 


EM t = 0 
IM, = 0 


(5.6b) 


Las seis ecuaciones de equilibrio escalares pueden usarse para re¬ 
solver y determinar a lo más seis incógnitas mostradas en el dia¬ 
grama de cuerpo libre. Las ecuaciones 5.6a expresan el hecho de 
que la suma de las componentes de las fuerzas externas que ac¬ 
túan en las tres direcciones coordenadas deben ser cero, y las 
ecuacione. 5,6¿> requieren que la suma de componentes de mo¬ 
mentos en las tres direcciones de coordenadas sean iguales a cero* 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento proporciona un método para re¬ 
solver problemas de equilibrio en tres dimensiones. 

Diagrama de cuerpo libre , Construya ci diagrama de cuerpo 
libre para el cuerpo. Es importante que se incluyan todas las 
fuerzas y momentos de pares que actúan sobre el cuerpo. 
Estas interacciones son causadas comúnmente por las cargas 
aplicadas exteriormente, las fuerzas de contacto que ejercen 
los cuerpos adyacentes, las reacciones de apoyo y el peso del 
cuerpo, si es de consideración en comparación con las magnitu¬ 
des de las otras fuerzas aplicadas. Establezca el origen de las 
coordenadas x 7 y,z en un punto conveniente, y oriente los ejes 
de coordenadas de modo que sean paralelos al mayor número 
posible de fuerzas externas y momentos. Identifique las incóg- * 
nitas y asigne, en general, sentido positivo a las componentes 
desconocidas, s¡ no es posible determinar el sentido. También 
se incluyen en el diagrama las dimensiones del cuerpo, pues 
son necesarias para calcular los momentos de las fuerzas. 

Ecuaciones de equilibrio. Aplique las ecuaciones de equili¬ 
brio. En muchos casos, los problemas pueden resolverse por 
aplicación directa de las sets ecuaciones escalares LF X = 0, 
LF y = 0, LE - 0, LM f = 0, LM y = 0, LAí ¿ = 0, ecuaciones 5,6; 
sin embargo, si las fuerzas componentes o los brazos de pa¬ 
lanca parecen difíciles de determinar, se recomienda que la 
solución se obtenga usando ecuaciones vectoriales: LF^Ü, 
ZM 0 = 0, ecuaciones 5.5, En cualquier caso, no es necesario 
que el sistema de ejes escogido para la suma de fuerzas coin¬ 
cida con el sistema de ejes escogidos para la suma de mo¬ 
mentos. En vez de ello, se recomienda escoger la dirección de 
un eje de momentos de tal manera que corte la línea de acción 
de tantas filenas desconocidas como sea posible. Los momem 
tos de las fuerzas que pasan a través de puntos situados so¬ 
bre este eje o las fuerzas que son paralelas al eje serán cero. 
Además, cualquier conjunto de tres ejes no ortogonales puede 
escogerse tanto para suma de fuerzas como pura suma de 
momentos. Mediante la elección adecuada de los ejes, puede 
ser posible resolver y determinar directamente una cantidad 
desconocida o, por lo menos, reducir la necesidad de resolver 
un gran número de ecuaciones simultáneas en las incógnitas. 


5.7 Restricciones para un cuerpo rígido 


Para asegurar el equilibrio de un cuerpo rígido, no sólo es nece¬ 
sario que se satisfagan las ecuaciones de equilibrio, sino también 
que el cuerpo esté adecuadamente sujeto o restringido por sus 
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soportes* Algunos cuerpos pueden tener más soportes que los 
necesarios para el equilibrio, en tamo que otros pueden no tener 
los suficientes o estar dispuestos en una forma que puede causar 
la destrucción del cuerpo. A continuación se tratarán estos as¬ 
pectos del equilibrio de un cuerpo rígido* 


Restricciones red undantes. Cuando un cuerpo tiene apoyos 
redundantes, es decir, más apoyos que los necesarios para man¬ 
tenerlo en equilibrio, se convierte en estáticamente indetermina¬ 
do* Estáticamente indeterminado significa que habrá más cargas 
desconocidas sobre el cuerpo que ecuaciones de equilibrio dispo¬ 
nibles para su solución. Por ejemplo, el problema de dos dimensio¬ 
nes, figura 523a, y el de tres dimensiones, figura 523b , que se 
exhiben con sus diagramas de cuerpo libre, ambos son estática¬ 
mente indeterminados debido a reacciones de soporte adicionales. 
En el caso de dos dimensiones, existen cinco incógnitas, es decir, 
M Á , A yi Á x , B y , y C y> para las cuales solamente pueden escribirse 
tres ecuaciones de equilibrio (LF W = 0, ZF y = 0, y ZM 0 = 0, ecua¬ 
ciones 52), El problema de tres dimensiones tiene ocho incógnitas 
para las que sólo pueden escribirse seis ecuaciones de equilibrio, 
tas ecuaciones 5*6* Las ecuaciones adicionales requeridas para 
resolver problemas indeterminados del tipo que se muestra en la 
figura 5.23 suelen obtenerse de las condiciones de deformación 
en los puntos de apoyo* Estas ecuaciones incluyen las propieda¬ 
des físicas del cuerpo que se estudian en temas que tratan de me¬ 
cánica de las deformaciones, como la “mecánica de materiales’ 5 .* 


50Ü-N 



H C 


Fíg* 5*23 



* Vdase R. C Hibbeler, Mecánica de materiales (CECSA, 1993). 


http://librosysolucionarios.net 



SEC. 5.7 RESTRICCIONES PARA UN CUERPO RÍGIDO 229 

Restricciones impropias. En algunos casos, puede haber 
tantas fuerzas desconocidas sobre el cuerpo como ecuaciones de 
equilibrio; sin embargo, puede desarrollarse inestabilidad del 
cuerpo debido a restricciones inapropiadas por los apoyos. En el 
caso de problemas en tres dimensiones, el cuerpo está impropia¬ 
mente restringido si las reacciones de apoyo intersecan todas un 
mismo eje. Para problemas de dos dimensiones, este eje es per¬ 
pendicular al plano de las fuerzas y, por tanto, aparece como un 
punto. Entonces, cuando todas las fuerzas restrictivas concurren 
en este punto, el cuerpo está impropiamente restringido. Ejem¬ 
plos de ambos casos se dan en la figura 5.24<r. A partir de los dia¬ 
gramas de cuerpo libre se ve que la suma de los momentos res¬ 
pecto al eje x, figura 5.24a, o el punto O, figura 5.24b, no serán 
¡guales a cero; de modo que habrá rotación respecto al eje x o al 
punto O.* En ambos casos, además, se hace imposible resolver 
completamente y obtener todas las incógnitas, ya que es posible 
escribir una ecuación de momentos que no contenga ninguna de 
las reacciones de apoyo desconocidas y, como resultado, esto viene a 
reducir el número de ecuaciones de equilibrio disponibles en uno. 



• Para el problema de tres dimensiones, IM X ” {400 NX0.6 m) * 0, y para el 
problema de dos dimensiones, LMo = (100 NX0.2 m) * 0. 


Fig. S.24 
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V 



Fig. 5.26 


Otra forma en que las restricciones impropias conducen a 5a 
inestabilidad se da cuando las fuerzas de reacción son todas para¬ 
lelas. Las figuras 5.25a y 5.256 son ejemplos de ello en dos y en 
tres dimensiones. En ambos casos, la suma de fuerzas a lo largo 
del eje* no da cero. 

En ciertos casos, un cuerpo puede tener menos fuerzas de 
reacción que ecuaciones de equilibrio por satisfacer. El cuerpo 
se convierte así en cuerpo parcialmente restringido. Por ejemplo, 
considérese el cuerpo de la figura 5.26a con su correspondiente 
diagrama de cuerpo iibre en la figura 5.266. Si O es un punto no 
localizado en la línea AB, las ecuaciones EF, = 0 y IM a = 0 se sa¬ 
tisfarán mediante una elección apropiada de las reacciones y 
F b . La ecuación TJF y = 0, sin embargo, no será satisfecha para las 
condiciones de carga y, por tanto, no se mantendrá el equilibrio. 

La restricción propia requiere, por tanto, que (1) las líneas 
de acción de las fuerzas de reacción no corten puntos de un de¬ 
terminado eje, (2) las fuerzas de reacción no deben ser paralelas 
entre sí. Cuando el número de fuerzas de reacción necesarias pa¬ 
ra restringir propiamente el cuerpo en cuestión es un mínimo, el 
problema estará estáticamente determinado y, por tanto, las 
ecuaciones de equilibrio pueden usarse para determinar todas las 
fuerzas de reacción. 


http://librosysolucionarios.net 


















SEC. 5.7 RESTRICCIONES PARA UN CUERPO RJG IDO 231 


I Ejemplo 5.15 


La placa homogénea que se ve en la figura 521a tiene 
una masa de 100 kg y está sujeta a una fuerza y momento de 
un par a lo largo del borde. Si esta soportada en el plano hori¬ 
zontal por medio de un rodillo en A t por una articulación de 
rótula en B y una cuerda en C, determine las componentes de 
reacción en los apoyos. 


SOLUCIÓN {ANÁLISIS ESCALAR) 

Diagrama de cuerpo Ubre . Hay cinco reacciones desconocidas 
que actúan sobre la placa, como se ve en la figura 5.276. Cada 
una de estas reacciones se supone que actúa en una dirección 
de coordenadas positiva. 

Ecuaciones de equilibrio. Ya que la geometría en tres 
dimensiones en este caso es un tanto simple, con análisis 
escalar obtendremos una solución directa del problema. Una 
suma de fuerzas a lo largo de cada eje dará 


XF, = 0; 

fi t = 0 

Resp. 

IF r = 0; 

V o 

Resp. 

IF f = 0; 

A, + B, + T c - 300 N - 981 N = 0 

(i) 


Recuérdese que el momento de una fuerza alrededor de 
un eje es igual aí producto de ía magnitud de la fuerza y la dis¬ 
tancia perpendicular (brazo de palanca) desde la línea de ac¬ 
ción de la fuerza hasta el eje x. El sentido del momento está 
determinado por la regla de la mano derecha. Por tanto, si se 
suman los momentos de las fuerzas del diagrama de cuerpo li¬ 
bre con los momentos positivos que actúen por los ejes x, y po¬ 
sitivos, tenemos 



Fig. 5,27 


ZM, - 0; T¿2 m) - 981 N{ í m) + B £2 m) = 0 (2) 

LM v = 0; 

300 N(1 5 m) + 981 N(L5 m)^£,(3 m) -A 2 (3 m)-200 N ■ m - 0 

(3) 

Las componentes de la fuer¿a en B pueden eliminarse si se 
utilizan los ejes xf,y', z' Obtenemos 

IM S . = 0; 981 N(1 m) + 300 N(2 m) -A ¿ (2 m) = 0 (4) 

-300 N( 1.5 m)-981 N(1.5 m) - 200 N * m + 7^3 m) = 0 (5) 

AI resolver las ecuaciones 1 a 3 o las más convenientes 
ecuaciones 1» 4, y 5 se tiene 


A t = 790 N B 2 = -217 N T c = 707 N Resp. 


El signo negativo indica que B, actúa hacía bajo. 

Debe observarse que la solución de este problema no re¬ 
quiere usar una suma de momentos alrededor del eje z. La 
placa está parcialmente restringida, dado que los apoyos no 
impedirán que gire alrededor del eje z si se le aplica una fuer¬ 
za en el plano Jt—y. 


http://librosysolucionarios.net 









232 CAP. 5 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RÍGIDO 


Ejemplo 5.16 

El malacate indicado en la figura 5.28# está apoyado en 
dos chumaceras lisas A y B , que están debidamente alineadas 
con la flecha. Determine la magnitud de la fuerza vertical P que 
debe aplicarse a la manija, para mantener en equilibrio el cubo 
de 100 kg. Calcule también las reacciones en las chumaceras. 



Fig. 5.28 

SOLUCIÓN (ANÁLISIS ESCALAR) 

Diagrama de cuerpo libre. Como las chumaceras en>l y B están 
bien alineadas, solamente aparecen fuerzas de reacción en estos 
apoyos, figura 5.28 /l ¿Por qué no hay momentos de reacción? 

Ecuaciones de equilibrio . Si se suman momentos con respecto 
al eje*, se obtiene como resultado una solución directa para 
P. ¿Por qué? Para esta suma escalar de momentos, es necesa¬ 
rio calcular el momento de cada fuerza como el producto de 
la magnitud de la fuerza por la distancia perpendicular desde 
el eje x a la línea de acción de la fuerza. Si se aplica la regla de 
la mano derecha y se supone que los momentos positivos ac¬ 
túan en la dirección +¡, tenemos 

YM X = 0; 981 N(G. 1 m) - P(03 eos 20° m) - 0 

P = 348.0 N Resp. 

Al usar este resultado y sumar momentos con respecto a los 
ejesyyz, se llega a 

LM V = 0 ; 

-981 N(0.5 m) +4(0.8 m) + (348.0 N)(Q,45 m>= 0 

A z ~ 417.4 N Resp. 

1M Z = 0; -Ají 0.8 m) - 0 A y = G Resp . 


Las reacciones en B se obtienen mediante una suma de 
fuerzas, usando los resultados calculados anteriormente: 


ZFx=0; 

A = o 

Resp. 


0 + £, = Ü B y =* 0 

Resp. 

£F, = 0; 

417.4 * 981 + - 348.0 = 0 B , = 911.6 N 

Resp. 
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Ejemplo 5.17 


Determine las tensiones en los cables BC y BD y las reac¬ 
ciones en la articulación de rótula^ para el mástil indicado en 
la figura 529a, 

SOLUCIÓN (ANALISIS VECTORIAL) 

Diagrama de cuerpo libre - Hay cinco magnitudes de fuerzas 
desconocidas indicadas en el diagrama de cuerpo libre, figura 
5.29b. 

Ecuaciones de equilibrio . Si se expresa cada fuerza en forma 
vectorial cartesiana, tenemos 

F = {-lOOOj} N 

T c = 0.707r c i-0.707r c k 


T D =r 0 


rno) 


'BD 


- - 0,333 T^í + 0.6677flj - 0.6677' c k 


Al aplicar la ecuación de equilibrio de fuerzas nos da 


£F = 0; 

F + F^ + T c + T o = 0 


(A c + 0.707 T c - 

0.333 r fl )i + (-1000 +A y + 0.667T fl )j 



+ (A z - 0.101T C - 0.667r w )k 

= 0 

EF t = 0; 

A z + 0.7077^-0.3337^ = 0 

(1) 

£F V = 0; 

A y + 0.667 7" d - 1000 = 0 

(2) 

IF, = 0; 

A z - 0.7077’c - 0.6677' D = 0 

(3) 


Al sumar momentos alrededor ai punió A, tenemos 

EM¿ = 0; r B x (F +T C + T D ) = 0 

6k x C-lOOOj + 0,7077'ci - 0.707T c k 

-0.3337^ + 0.667T¡j - 0,667T w k) = 0 

Si se evalúa el producto vectorial y se combinan términos da 
por resultado 


(~4T d + 6000)1 + (4.24 T c - 2T D \) = 0 
EAf,-0; -47^ + 6000 = 0 (4) 

IM y = 0; 4.247 c = 2T D = 0 (5) 

La ecuación de momentos alrededor del eje z, = 0, se sa¬ 
tisface automáticamente. ¿Por qué? al resolver las ecuaciones 
1 a 5 se llega a 


T c = 707 N 
A =0N 


T d -1500 N 
v4 y = 0 N 


Resp. 

A 2 = 1500 N Resp. 



F= I0U0N 


6 fu T ® 

íb) 

Fig, 5.19 


Como el mástil es un miembro de dos fuerzas, nótese que los va¬ 
lores A x =A y = 0 podían haberse determinado por inspección. 
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Ejemplo 5.18 

La barra Ai? que se ve en la figura 5.30n está sujeta a la 
fuerza de 200 N. Determine las reacciones en la articulación 
de rótula en A y la tensión en los cables BD y BE . 





SOLUCIÓN {ANÁLISIS VECTORIAL) 

Diagrama de cuerpo libre . figura 5.30b. 

Ecuaciones de equilibrio. Si se expresa cada fuerza del diagra¬ 
ma de cuerpo libre en forma vectorial cartesiana, tenemos 

¥ A ^A x i+A } j+A^k 
T*= T e í 
^D = Td 
F = {-200k} N 


Ahora, al aplicar la ecuación de equilibrio de fuerzas, se llega a 


EF = 0 

F/4 + T £ + T D + F = 0 



(A' + T e )\ + (A y + T d )Í + (A t - 200)k = 0 


IF, = 0; 

A x + T e -0 

(O 

EF y -0; 

Ay + T D - 0 

(2) 

^ = 0; 

A z -200 = 0 

(3) 



Al sumar momentos alrededor del puntos se tiene 
— O; Vq * F + x {T¿ + r D ) = 0 

Dado que r c = |r e , entonces 

(li + lj - 0.5k) x (-200k) + (2i + - Ik) * (T E i + 27J) - 0 

SÍ se desarrollan y rearreglan términos 


LM X = 0; 

(T d - 200}i + (~T e + 2001| + (2 T D - 27»k = 0 

r o -200 = 0 

(4) 

TMy = 0; 

-T e + 200 = 0 

(5) 

IM t = 0; 

2T d -2T e = Q 

(6) 


Al resolver las ecuaciones 1 a ó, obtenemos 


A x ~A y - -200 N Resp . 

Aj = 7 £ = 7£>= 200 N Resp. 


Fig. 5.30 


El signo negativo indica que A t y A^. tienen sentido opuesto al 
que se ve en el diagrama de cuerpo libre, figura 5.30b. 
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■ Ejemplo 5.19 

La barra doblada indicada en la figura 5.31o está apoyada 
en/4 en una chumacera lisa, en£> en una articulación de rótu¬ 
la y en B por medio de un cable BC. Usando sólo una ecua¬ 
ción de equilibrio , obténgase una solución directa para la ten¬ 
sión en el cable BC. La chumacera lisa es capaz de ejercer 
fuerzas componentes sólo en las direcciones z y y, ya que está 
alineada debidamente sobre la flecha. 


SOLUCIÓN {ANÁLISIS VECTORIAL) 

Diagrama de cuerpo libre. Como se indica en la figura 5.310, 
hay seis incógnitas; las tres fuerzas componentes en la articu¬ 
lación de rótula, dos en la chumacera lisa y una fuerza de ten¬ 
sión en el cable. 

Ecuaciones de equilibrio. La tensión en el cable T fl puede obte¬ 
nerse directamente sumando momentos con respecto a un eje 
que pasa por los puntos .4 y O. ¿Por qué? La dirección del eje se 
define mediante el vector unitario u, donde 


u = 




rf /i 3 


füA 

= -0.707i - 0.707j 


Por tanto, la suma de los momentos con respecto a este eje es 
cero, con tal de que 


IM da = u ■ E(r x F) = O 


Aquí r representa un vector de posición trazado desde cual¬ 
quier punto sobre el eje DA hasta cualquier punto sobre la lí¬ 
nea de acción de la fuerza F (véase la ecuación 4.11). Por con¬ 
siguiente, con referencia a la figura 5,31b, podemos escribir 



u • (r B x fj; + i£ x W) - O 
(-0.7071 - 0.707j) • t(-lj) x (H7 B i - gTJ + %T B k) 

+ (-0.5j) x {—9Slk)] = 0 

(-7071 —0.707j) ■ [(-0.857 + 490.5)i + 0.2S6T B k] = 0 

-0,707(-0.S57r B + 490.5) + 0 + 0 = 0 

r *-üiH 72N Resp - 

Debe observarse la ventaja de usar vectores cartesianos para 
esta solución. Obviamente, sería muy tedioso determinar las 
distancias perpendiculares desde el eje DA hasta ia línea de 
acción de T B para los métodos escalares. 

Nota: En el ejemplo 5,17, es posible una solución directa 
para A z sumando momentos respecto a un eje que pasa por 
los soportes en C y D, figura 5,29a. Si se hace esto, solamente 
el momento de F y de X z será considerado. Vuélvase a ese 
ejemplo y trátese de aplicar la técnica para determinar el re¬ 
sultado s 1500 N. 


a. 
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PROBLEMAS 

* 5.64. Determíne las componentes x, y , z, de la reac- 5.66. Un taladro de potencia está sometido a las fuer- 
ción en la pared fija A. zas que actúan en los soportes. Determine las com¬ 

ponentes x, y, z de fuerza de reacción y las compo¬ 
nentes y, z del momento de reacción que actúa en la 
broca en A, 


f, = i«a + sqi-:oiti n 




] h | Ib 


Prob. 5.64 


Prob. 5.66 


5.65. La puerta no homogénea de un gran recipiente 
de presión tiene un peso de 125 ib y centro de grave¬ 
dad en G. Determine las magnitudes de la fuerza re¬ 
sultante y momento de par resultante desarrollados 
en la bisagra ,4, requeridos para soportar la puerta en 
cualquier posición abierta. 


5*67. Determine la reacción dei suelo en cada rueda 
del pedestal de la máquina. La máquina pesa 750 Ib y 
tiene centro de gravedad en G, 



Prob. 5.65 


Prob. 5.67 
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* 5.6S. La placa triangular se apoya en una articulación 
de rótula en B y rodillos en A y C. Determine las 
componentes x, y t z de la reacción en estos apoyos 
debidas a las cargas mostradas. 



Prob.5.68 


5.69. Una losa de concreto es levantada a velocidad 
constante con los cables, como se muestra. Si la losa 
pesa 32 000 Ib y tiene centro de gravedad en G, de¬ 
termine la tensión en los cables de soporte AC, BC , y 
DE. 



5.70. Im placa tiene masa de 50 kg/m 2 . Determine la 
fuerza en cada cable, si se encuentra suspendida en 
el plano horizontal. 



5.71, El aguilón se encuentra sostenido por una arti¬ 
culación de rótula en A y un tensor en B , Si las cargas 
en los cables son cada una de 5 kN y se encuentran 
en un plano que es paralelo al plano x—y> determine 
las componentes x r y, z t de reacción en A y la tensión 
en el cable en B, 



Prob. 5.69 


Prob. 5.71 
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* 5,72. El silo tiene peso de 3500 Ib y centro de grave¬ 
dad en G . Determine la componente vertical de la 
Tuerza que cada uno de tos soportes envi, B t C ejerce 
sobre el silo si está sujeto a un empuje resultante det 
viento de 250 Ib y que actúa en la dirección mostrada. 


5,74. La puerta uniforme pesa 50 Ib y está sostenida 
en bisagras en^ y en /?. La bisagra en A soporta sola¬ 
mente fuerzas en e! plano horizontal, en tanto que la 
bisagra en B soporta componentes horizontales y ver¬ 
ticales de fuerza. Si la fuerza normal de 35 Ib se apli¬ 
ca a ía manija de la puerta, determine la reacción ho¬ 
rizontal en el tope liso de la puerta que está en C y 
las componentes de reacción en las bisagras A y B. 
No se toma en cuenta el tamaño del tope en C, 



5,73. La flecha está apoyada en una chumacera de 
empuje en A y una chumacera lisa en 3. Determine 
Jas componentes*, y, z de la reacción en estos sopor¬ 
tes y la magnitud de la fuerza que actúa en el engra¬ 
ne en C, necesaria para mantener la flecha en equili¬ 
brio. Las chumaceras están debidamente alineadas y 
sólo ejercen fuerzas de reacción en la flecha* 



Proh, 5*74 


5,75. Un malacate está sujeto a una carga de 150 Ib. 
Determíne la fuerza horizontal P requerida para sos¬ 
tener la manija en Ja posición que se muestra y las 
componentes*,y, z de reacción en la articulación de 
rótula en A y la chumacera lisa en B. La chumacera 
está debidamente alineada y sólo ejerce fuerzas de 
reacción sobre la flecha. 



Proh. 5.73 


Prob. 5.75 
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5.77 


Prob.5.78 


Prob. 5.79 


* 5.76. La flecha se apoya eo tas chumaceras en A y B. 
Se inserta una llave en la chumacera en B para impe¬ 
dir la traslación a lo largo de su eje y la rotación alre¬ 
dedor del mismo. Determine las reacciones compo¬ 
nentes en las direcciones dex, y, z, en las chumaceras, 
al aplicar la fuerza de 600 N en el brazo. Las chuma¬ 
ceras están debidamente alineadas y ejercen sólo 
fuerzas de reacción sobre la flecha. 


m\b 

so Ib 


Prob, 5.76 


* 5.77. La varilla doblada se soporta en A , B> y C me¬ 
diante chumaceras. Determine las componentes de 
reacción, x, y ; z, en las chumaceras, si la varilla está 
sujeta a una fuerza vertical de 200 Ib y un momento 
de par de 30 Ib ■ ft como se muestra. Las chumaceras 
están debidamente alineadas y sólo ejercen fuerzas 
de reacción sobre la varilla. 


5.79. La varilla bifurcada está apoyada por un colla¬ 
rín en A , una chumacera de empuje en B y un cable 
CD. Determine la tensión en el cable y las tres com¬ 
ponentes cartesianas de las reacciones en A y en B 
debidas a las cargas mostradas. Los apoyos en A y en 
B están debidamente alineados y sólo ejercen fuerzas 
de reacción sobre ia varilla. 


5.78. La varilla se apoya en las chumaceras en A, B , y 
C. Determine las tres componentes cartesianas de la 
reacción en estos apoyos debidas a las cargas mostra¬ 
das. Las chumaceras están debidamente alineadas y 
no ejercen sino reacciones sobre la varilla. 
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5.80. La tapa uniforme de 20 kg del baúl se mantiene 
alzada mediante la varilla ligera CD. Si la bisagra en 
A impide que se deslize la tapa a lo largo del eje x, 
mientras que la bisagra en B no ofrece resistencia en 
esta dirección, calcule la fuerza de compresión en CD 
y las componentes x, y, z de reacción en las bisagras A 
y B. Las bisagras están debidamente alineadas y sólo 
ejercen fuerzas de reacción sobre la tapa. 



Prob. 5.80 


5.82. La placa metálica triangular soporta una carga 
de 150 Ib. Determine la tensión en los cables BD y 
CD y las componentes cartesianas de la reacción en 
la articulación de rótula en A. 


z 



* 5.81. En A, B y C se encuentran las chumaceras lisas 
que sirven de apoyo a la varilla doblada. Determine 
las componentesx,y, z de reacción en las chumaceras 
si la varilla está sujeta a una fuerza de 
F = {—5001 + 400j + 200k} N y un momento de par 
de M = {600j} N • m. Las chumaceras están alineadas 
para no ejercer sino fuerzas reactivas en la varilla. 



Prob. 5.81 


5.83. El miembro AB se sostiene por un cable BC y 
en A por una barra cuadrada lisa y floja dentro del 
hueco cuadrado del collarín. Si F = {201 - 40j - 75k} 
Ib, determine la tensión en el cable BC y las compo- 
nentesx,y, z de la reacción en A. 

* 5.84. El miembro AB se sostiene por un cable BC y 
en A por una barra cuadrada lisa y floja dentro del 
hueco cuadrado del collarín. Si la fuerza F = - {45k} 
Ib, determine la tensión en el cable BC y las compo- 
nenlesx,y,z de la reacción en A. 
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5.85, La varilla se encuentra apoyada por una chuma¬ 
cera de empuje en A y el cable BC. Determine la 
fuerza en el cable y las componentes x, y, z de la reac¬ 
ciónen A, 



5.86. El miembro AB es soportado por un cable BC y 
apoyado en A en una barra cuadrada que ajusta sin 
apretar en el apoyo de i extremo del miembro, como 
se muestra. Determine las componentes x ; y, z de la 
reacción en A y la tensión en el cable. 



5.87. El aguilón soporta una carga que pesa 
W = 850 Ib. Determine las componentes x, y, z de la 
reacción en la articulación de rótula A y la tensión en 
los cables BC y DE, 

* 5.88. El cable BC o DE puede soportar una tensión 
máxima de 700 Ib antes de la ruptura. Determine el 
peso máximo W que se puede suspender del extremo 
del aguilón. Determine también las componentes x, y, 
z de reacción en la articulación de rótula A, 



Prohs. 5.87/5.88 


Prob. 5.86 
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PROBLEMAS DE REPASO 


5.89. La viga horizontal está sostenida por resortes en 
sus extremos. Tienen, cada uno, una rigidez de 
k = 5 kN/m, y originalmente sin estirar de modo que 
la viga se encuentra en posición horizontal. Determi¬ 
ne el ángulo en que se inclinará la viga si se aplica 
una carga de 800 N en el punto C como se ve. 



— I in —*|*-2 m 


Prob. 5.89 


5.90. La viga horizontal está sostenida por los resor¬ 
tes en sus extremos. Si el resorte en A tiene rigidez 
de kA = 5 kN/m, determine la rigidez requerida del 
resorte en B , de manera que si la viga se carga con la 
fuerza de 800 N permanezca horizontal antes y des¬ 
pués de la carga. 


5.91. Una fuerza de 80 Ib actúa sobre el cigüeñal. De¬ 
termine la fuerza horizontal de equilibrio P que debe 
aplicarse a la manija y las componentes x y y, z de fuer¬ 
za en la chumacera lisa ,4 y la chumacera de empuje 
B. Las chumaceras están debidamente alineadas para 
ejercer sólo fuerzas de reacción en la flecha. 



Prob. 5.91 


* 5.92. La barra uniforme tiene longitud / y peso W. Es¬ 
tá apoyada en un extremo A, en una pared lisa y en el 
otro sostenida por una cuerda de longitud s atada a la 
pared, como se muestra. Demuestre aue para el 
equilibrio es necesario que h - [(r — / 2 )/3] . 




Prob. 5.90 


Prob. 5.92 
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5.93, Una viga uniforme con un peso de 200 Ib sopor- 5.95* Determíne las reacciones en los apoyos^ y B del 
la una carga vertical de 800 Ib. Si la presión del suelo marco, 
varía linealmente como se muestra, determine las in¬ 
tensidades de carga wy y W 2 f medidas en Ib/ft, necesa¬ 
rias para el equilibrio. 



Proh. 5,93 


Prob. 5.95 


T 5.96, La grúa fija que se usa en los barcos está sopor¬ 
tada por una articulación de rótula en D y dos cables 
BA y BC. Los cables se atan a un collarín liso en B 
5*94. Determine las reacciones sobre la viga* que permite la rotación de Ja grúa alrededor del eje 

z, Si Ja grúa sostiene un huacal con masa de 100 kg # 
determine Ja tensión en los cables de soporte y las 
tres componentes cartesianas de reacción en D t 



Prob . 5.94 
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5*97. En la figura 5.97 se ve un diagrama esquelético h 
de la pierna. Puede verse que la parte inferior de la 
pierna es levantada por el cuadríceps, músculo que se 
inserta por arriba en la cadera, en A, y abajo en la ró¬ 
tula, en B. Este hueso resbala libremente sobre el 
cartílago en la coyuntura de la rodilla. El cuadríceps 
se extiende más abajo para insertarse en la tibia, en 
C. Mediante el sistema mecánico que se muestra en 
la figura superior como un modelo de la parte infe¬ 
rior de la pierna, determine la tensión T en el cuadrí¬ 
ceps y la magnitud de la fuerza resultante en el fémur 
(pasador), D, para poder mantener la parte inferior 
de La pierna en la posición mostrada. La parte infe¬ 
rior de la pierna tiene una masa de 3,2 kg y centro de 
masa en Gu el pie tiene una masa de 1.6 kg y centro 
de masa en <72- 


75 trun 



5.98. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de reacción en e! pasador^ y la fuerza en el cable 
BC. Se deberá ignorar el grosor de los miembros. 



Prob. 5.98 



5.99. Determine las componentes vertical y horizon¬ 
tal de reacción en el pasador y la reacción en el rodi¬ 
llo de apoyo de la viga. 



Prob, 5.99 
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Análisis estructural 


En este capitulo usaremos las ecuaciones de equilibrio para 
analizar estructuras compuestas de miembros articulados. El 
análisis se basa en el principio de que si una estructura está en 
equilibrio, entonces cada uno de sus miembros está en equilibrio 
también, Al aplicar las ecuaciones de equilibrio a las partes de 
una armadura simple, un marco o una máquina, podremos de¬ 
terminar todas las fuerzas que actúan en las uniones. 

Los temas de este capítulo son muy importantes pues pro¬ 
porcionan práctica en el trazado de los diagramas de cuerpo li¬ 
bre, en el uso del principio de acción con reacción colineal, pero 
opuesta, y en la aplicación de las ecuaciones de equilibrio. 


6.1 Armaduras simples 


La armadura es una estructura compuesta de miembros delgados 
unidos por sus puntos extremos. Los miembros que comunmen¬ 
te se usan en ia construcción de las armaduras consisten en rios¬ 
tras de madera o barras de metal. Las uniones se forman usual¬ 
mente remachando o soldando Jos extremos de los miembros a 
una placa común, llamada placa de unión , como se indica en la fi¬ 
gura 6,1a, o simplemente haciendo pasar un perno largo o pasa¬ 
dor a través de cada uno de los miembros, figura 6.1¿> 
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(a) 




Armaduras piañas. Las armaduras planas se localizan en un 
solo plano y suelen utilizarse para soportar techos y puentes. La 
armadura ABCDE mostrada en la figura 6.2# es un ejemplo de 
una armadura representativa para soporte de techo. En esta fi¬ 
gura, la carga de! techo se transmite a la armadura en las jimias 
por medio de una serie de largueros, tales como la viga DD\ Co¬ 
mo la carga aplicada actúa en el mismo plano de la armadura, fi¬ 
gura 62b, el análisis de las fuerzas desarrolladas en los miembros 
de la armadura es de dos dimensiones. 

En el caso de un puente, tal como el mostrado en la figura 
la carga sobre la cubierta se transmite primero a los largue¬ 
ros , después a las vigas de piso y, finalmente, a las uniones B,C y 
D de las dos armaduras laterales de apoyo. Análogamente al ca¬ 
so de la armadura para techo, el sistema de carga para una arma¬ 
dura de puente es coplanar, figura ó.3d. 

Cuando las armaduras para puente o para techo se extien¬ 
den sobre grandes claros, se usa comunmente un balancín o un 
rodillo para apoyar un extremo, unión E en las figuras 62a y 
6,3fl. Este tipo de apoyo permite la expansión o la contracción 
debidas a los cambios de temperatura o a la aplicación de cargas. 
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Hipótesis para diseño. Para diseñar tanto los miembros co¬ 
mo las uniones de una armadura, es necesario determinar prime¬ 
ro las fuerzas desarrolladas en cada uno de los miembros cuando 
la armadura se sujeta a la acción de un sistema de cargas dado. 
Con relación a esto, se harán dos importantes hipótesis: 

1. Todas las cargas se aplican en las uniones. En la mayoría de 
las situaciones, tales como en las armaduras para puentes o 
para techos, esta hipótesis es válida. Frecuentemente, en el 
análisis de las fuerzas, el peso de los miembros se desprecia, 
ya que la fuerza soportada por los miembros es grande en 
comparación con su peso. Si se va a incluir el peso de los 
miembros en el análisis, resulta satisfactorio aplicar la mi¬ 
tad del peso de cada miembro como una fuerza vertical 
que actúa en cada uno de sus dos extremos. 

2. Los miembros están unidos por medio de pasadores lisos. En 
los casos en que se usen juntas remachadas o soldadas, esta 
hipótesis es satisfactoria con tal de que los ejes centrales de 
los miembros que se unen sean concurrentes en un punto, co¬ 
mo en el caso del punto.4 en la figura 6.1a. 

Debido a estas dos hipótesis, cada miembro de una armadura 
se comporta como un miembro de dos fuerzas y, por consiguiente, 
las fuerzas que actúan en los extremos del miembro deben estar 
dirigidas a lo largo del eje del miembro. Si la fuerza tiende a alar¬ 
gar al miembro, es una fuerza de tensión (T), figura 6.4a; mientras 
que si la fuerza tiende a acortar a] miembro, es una fuerza de 
compresión (C), figura 6.4ft. En el diseño real de una armadura 
es importante establecer si la naturaleza de la fuerza es de ten¬ 
sión o de compresión. Muy a menudo, los miembros sometidos a 
compresión deben hacerse más gruesos que los miembros someti¬ 
dos a tensión, debido al pandeo o efecto de columna que ocurre 
en los miembros sometidos a compresión. 



i c 


i i 

teititáfi coíTipresión 

¡a} (b) 

Fig f 6A 
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Armadura simple. Para impedir el desplome, la estructura de 
uña armadura debe ser rígida. Obviamente, el marco de cuatro 
barras ABCD de la figura 6.5 se desplomará, a menos que se aña¬ 
da una diagonal, tal como la AC. El marco más simple que es rí¬ 
gido o estable es el triángulo. En consecuencia, una armadura 
simple se construye partiendo de un elemento básico triangular, 
tal como el ABC de la figura 6.6, y uniendo dos miembros (AD y 
BD ), para formar un elemento adicional. Así se ve que al colocar 
en la armadura cada elemento adicional de dos miembros, el nú¬ 
mero de uniones se incrementa en uno. 



Fig. 6.5 Fig. 6.6 

6.2 El método de los nudos 


Si una armadura está en equilibrio, entonces cada uno de sus nu¬ 
dos debe estar en equilibrio, Por tanto, el método de los nudos 
consiste en satisfacer las condiciones de equilibrio para todas las 
fuerzas ejercidas sobre el pasador de cada uno de los nudos de la 
armadura. Como todos los miembros de la armadura son miem¬ 
bros rectos de dos fuerzas contenidos en el mismo plano, el siste¬ 
ma de fuerzas que actúan en cada pasador es coplanary concu¬ 
rrente , En consecuencia, ei equilibrio rotacional o de momento se 
satisface automáticamente en el nudo (o pasador) y solamente es 
necesario satisfacer LF X = 0 y LF y = 0 para asegurar el equilibrio 
de fuerzas o de traslación en el nudo. 

Cuando se usa el método de los nudos, es necesario primero 
trazar el diagrama de cuerpo libre del nudo antes de aplicar las 
ecuaciones de equilibrio. En relación con esto, recuérdese que la 
línea de acción de cada fuerza en un miembro que actúa sobre la 
unión se especifica a partir de la geometría de la armadura, ya 
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que la fuerza en un miembro se ejerce a lo largo del eje del 
miembro. Como ejemplo, consideremos la unión B de la arma¬ 
dura, figura 6 Ja. Son tres fuerzas las que actúan sobre el pasa¬ 
dor* a saber, la fuerza de 500 N y las ejercidas por los miembros 
BA y BC. El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 
6Jb * Como se indica, F BA está “tirando” sobre el pasador, io que 
significa que el miembro ¿14 está en tensión, mientras que V BC es¬ 
tá “empujando” sobre el pasador y, consecuentemente, el miem¬ 
bro BC está en compresión . Estos efectos se manifiestan clara¬ 
mente aislando el nudo con pequeños segmentos de los 
miembros conectados al pasador, figura ó Je. Nótese que el em¬ 
puje o la tracción sobre estos pequeños segmentos indica el efec¬ 
to del miembro, ya sea en comprensión o en tensión. 



ta> 


ÍCl 


Fig. 6,1 


En todos los casos, el análisis deberá empezar en un nudo 
que tenga por lo menos una fuerza conocida y, a lo más, dos 
fuerzas desconocidas, como en la figura 6.7 b. De esta manera, Ja 
aplicación de LF X - 0 y EF V = 0 da dos ecuaciones algebraicas que 
pueden resolverse para las incógnitas. Al aplicar estas ecuacio¬ 
nes, el sentido correcto de una fuerza desconocida en un miem¬ 
bro se puede determinar usando uno de dos métodos posibles. 

1 Considere siempre que las fuerzas desconocidas en un miem¬ 
bro que actúan en el diagrama de cuerpo libre del nudo es¬ 
tán en tensión, es decir, “tirando” el pasador Sí se hace así, 
entonces la solución numérica de las ecuaciones de equili¬ 
brio dará escalares positivos para miembros en tensión y esca¬ 
lares negativos para miembros en compresión . Una vez que se 
encuentre un miembro de fuerza desconocido, utilice su 
magnitud correcta y sentido correcto (T o C) en los diagra¬ 
mas subsecuentes de las uniones. 

2. El sentido de dirección correcto de una fuerza en un miem¬ 
bro, desconocida, puede en muchos casos determinarse “por 
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inspección", Por ejemplo, en la figura 6.7 b debe empujar 
sobre el pasador (compresión) ya que su componente hori¬ 
zontal, F nc sen 45°, debe equilibrar la fuerza de 500 N 
(£F r = 0). Asimismo, F llA es una fuerza de tensión, pues equi¬ 
libra la componente vertical F BC eos 45° (TFj, = 0)* En casos 
más complicados, el sentido de una fuerza desconocida en 
un miembro puede ser supuesto 1 , y después de que se hayan 
aplicado las ecuaciones de equilibrio, el sentido supuesto po¬ 
drá verificarse a partir de los resultados numéricos. Una res¬ 
puesta positiva indica que el sentido es conecto mientras que, 
si es negativa , indica que el sentido supuesto en el diagrama de 
cuerpo libre debe cambiarse . Éste es el método que usare¬ 
mos en los siguientes problemas de ejemplo. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento describe una manera represen¬ 
tativa de realizar el análisis de una armadura por el método 
de los nudos. 

Trace el diagrama de cuerpo libre de un nudo que tenga 
al menos una fuerza conocida y, a io más, dos fuerzas desco¬ 
nocidas. (Si este nudo se encuentra en uno de los apoyos* en 
general será necesario conocer las reacciones externas en el 
apoyo de Ja armadura). Utilícese uno de los métodos antes 
descritos para establecer ei sentido de una fuerza desconoci¬ 
da, Oriéntense los ejesxy de modo que las fuerzas en el dia¬ 
grama de cueipo libre puedan resolverse fácilmente en sus 
componentes x y, y apliqúense las dos ecuaciones de equili¬ 
brio de fuerzas £F r = 0, TF y = 0. Resuélvase para obtener las 
dos fuerzas desconocidas en miembros y verifiqúese su senti¬ 
do correcto. 

Continúe analizando cada uno de los nudos restantes, 
entre los cuales es nuevamente necesario elegir uno que ton¬ 
ga a lo más dos fuerzas desconocidas y, por lo menos, una 
conocida. Debe tenerse en cuenta que una vez que se en¬ 
cuentre la fuerza en un miembro a partir def análisis de uno 
de sus nudos extremos, el resultado puede usarse para anali¬ 
zar las fuerzas que actúan en el otro nudo. Desde luego, hay 
que apegarse rigurosamente al principio de la acción y la re¬ 
acción de Igual magnitud, colineales, pero opuestas. Recuér¬ 
dese que un miembro en compresión “empuja" en el nudo y 
un miembro en te fisión “tira" en el nudo. 

Una vez completo el análisis de fuerzas de la armadura, 
pueden determinarse los tamaños de los miembros, así como 
sus conexiones, mediante el uso de Ja teoría de la mecánica 
de materiales junto con la Información que se da en los códi¬ 
gos de diseño de ingeniería. 
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■ Ejemplo 6*1 

Determine la fuerza en cada miembro de la armadura 
mostrada en la figura 6 . 8 a e indique, para cada miembro, si 
está en tensión o en compresión. 

SOLUCIÓN 

Al examinar la figura 6 . 8*2 vemos que hay dos fuerzas que 
se desconocen en el nudo B, dos fuerzas desconocidas y una 
fuerza de reacción desconocida en el nudo C, y dos fuerzas en 
miembros desconocidos junto con dos fuerzas de reacción 
desconocidas en el nudo A. Ya que no debemos tener más de 
dos incógnitas en el nudo y, a lo menos, una fuerza conocida que 
actúe en él, debemos iniciar el análisis en el nudo B. 

Nudo B. El diagrama de cuerpo libre del pasador en B es el 
que aparece en la figura 6 . 8 &. Tres fuerzas actúan sobre el 
pasador: la fuerza extema de 500 N y las dos fuerzas 
desconocidas desarrolladas por los miembros BA y ¿ÍC. 
Aplicando las ecuaciones del equilibrio del nudo, tenemos 

±>LF X = 0; 500 -F x sen 45° = 0^ c = 707.1 N (C) Resp. 

+1 ZF y - 0; F bc eos 4 5 o -F^ - 0 F M = 500 N (T) Resp . 

Ya que la fuerza en el miembro BC ha sido calculada, podemos 
proceder al análisis del nudo C para determinar la fuerza en el 
miembro AC y la reacción de apoyo en el balancín. 

Nudo G Del diagrama de cuerpo libre en el nudo C, figura 
6 . 8 c, tenemos 

X1F V = 0; -F ac + 707.1 eos 45° - 0 F ÁC = 500 N (T) Resp * 

+1 IF y - 0; C y - 7Q7,lsen 45° = 0 C, - 500 N Resp . 

Nudo A. Aunque no es necesario, podemos determinar las 
reacciones de apoyo en el nudo A usando los resultados 
Fac 500 N y f 4 500 Ni Del did^r^ms de cuwpo libre* 
figura 6 . 8 rí, tenemos 

JvEF^O; 500 -A„ - 0 A x = 500 N 

+ IIF,-0; 500 -A, = 0 ^, = 500N 

Los resultados del análisis se resumen en la figura 6 .Se. 
Nótese que el diagrama de cuerpo libre de cada pasador 
muestra ios efectos de todos los miembros conectados y 
fuerzas externas aplicadas al pasador, en tanto que el 
diagrama de cuerpo libre de cada miembro muestra solamen¬ 
te los efectos de los pasadores extremos sobre el miembro. 



Fig. 6.8 
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■ Ejemplo 6*2 


Determine las fuerzas que actúan en todos los miembros 
de la armadura mostrada en la figura 6.9¿i* 




SOLUCIÓN 

En cada nudo hay más de dos incógnitas, como se verifica 
por inspección* En consecuencia, las reacciones de apoyo so¬ 
bre la armadura se determinarán primero* Demuestre que han 
sido correctamente calculadas en la figura 6.9b, Ahora pode¬ 
mos iniciar el análisis en el nudo C. ¿Por qué? 

Nudo C. Del diagrama de cuerpo libre, figura 6.9c. 

+>LF X = 0; -F CÜ eos 30° + F CB sen 45° = 0 

+T ZF V = 0; 1.5 + Foi sen 30° - F CB eos 45° = 0 

Estas dos ecuaciones deben resolverse simultáneamente para 
cada una de las dos incógnitas* Nótese, sin embargo, que pue¬ 
de obtenerse una solución directa para una de las fuerzas 
desconocidas aplicando una suma de fuerzas a lo largo de un 
eje que sea perpendicular a la dirección de la otra fuerza des¬ 
conocida* Por ejemplo, una suma de fuerzas a Lo largo del eje 
/ que es perpendicular a la dirección de Fcd, figura 6.9c, da 
por resultado una solución directa para Fea- 

+ ZF y = 0 ; 

1.5 eos 30° - F CB sen 15° = 0 F CB = 5. 02 kN (C) Resp . 

De manera semejante, la suma de fuerzas a ío largo del eje/', 
figura 6*9t/, da por resultado una solución directa para F CD . 

+ / ZF r = 0 ; 

1*5 eos 45° - F CD sen 15 p - 0 F cú - 4*10 kN (T) Resp, 



F m 4.IOkN 
(U 


Fig. 6*9 



{c) 1*5 kN íd) 1.5 kN 


Nudo D. Ahora podemos proceder al análisis del nudo D * El 
diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 6*9/* 

i*£F r - 0; -F ÜÁ eos 30° + 4.10 eos 30° - 0 

F da - 4.10 kN (T) Resp, 

+ T LF y = 0; F DB - 2(4*10 sen 30°) - 0 

Fon - 4.10 kN (T) Resp, 

La fuerza en el último miembro, BA, puede obtenerse a partir 
del nudo B o A. Como ejercicio, trace el diagrama de cuer¬ 
po libre del nudoB, sume las fuerzas en la dirección horizon¬ 
tal, y demuestre que F^ = 0.777 kN (C). 
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■ Ejemplo 6.3 

Determine la fuerza en cada miembro de la armadura 
mostrada en la figura 6*lüa. Indique si los miembros están en 
tensión o en compresión* 



400 N 


2 ^ 

600 N 



SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. No puede analizarse ningún nudo 
hasta que se determinen primero las reacciones en los apoyos* 
¿Por qué? En la figura ó.lOfr se da un diagrama de cuerpo 
libre de toda la armadura* Aí aplicar las ecuaciones de 
equilibrio, tenemos 

ÓÜO-Q-0 C t -ÓO 0N 
UEAf c = 0; -A s (6) + 400(3) + 600(4) = 0 A y = 600 N 
+1 ZF y = 0; 600 - 400 - C y = 0 C y = 200 N 

Ahora, el análisis puede empezar, ya sea en el nudo A o en el 
nudo C* La elección es arbitraria, ya que hay una fuerza 
conocida y dos fuerzas en miembros desconocidas que actúan 
en cada uno de estos nudos. 

Nudo A (figura 6*10c). Como se indica en el diagrama de 
cuerpo libre, hay tres fuerzas que actúan en el nudo A. La 
inclinación de F AB se determina a partir de la geometría de la 
armadura. Por inspección, ¿puede ver el lector por qué esta 
fuerza se supone de compresión y F¿q como una tensión? Si se 
aplican las ecuaciones de equilibrio, tenemos 

+ T£F y -0; 600-¿F^ = 0 F^ = 750N (C) Resp , 

iEF^O; 750) = 0 F^ = 45QN (T) Resp. 



F¡g. 6*10(3-1) 
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450 N D 600 N 
(d) 


Nudo D (figura 6.10d). Enseguida se escoge este nudo ya que, 
por inspección de la figura 6.10a, se conoce la fuerza en AD y 
se pueden determinar las dos fuerzas desconocidas en BD y 
CD. Si se aplican las ecuaciones de equilibrio, figura 6.10d, te¬ 
nemos 

J;LF r = 0; -450 + $F DB + 600 = 0 F D * = -250N 

El signo negativo significa que F DB actúa en el sentido opuesto 
al indicado en la figura 6.1CW.* Por tanto, 


V 


fe» C' 

200 N 

600 N 


200 N 


F DB = 250 N (T) Resp. 

Para determinar F/>o podemos, ya sea corregir el sentido de 
Fdb y después aplicar EF V = 0, y al aplicar la ecuación a la 
figura 6.1 Oí/ y conservar el signo negativo para F DB ; es decir, 

+ lLF y = 0; -Foc - í(-250) = 0 Foc = 200 N (C) Resp. 


Nudo C. (figura 6.10e) 


+ EF, = 0; F cb - 600 = 0 F CB = 600 N (C) Resp. 

+ í LF y = 0; 200-200 = 0 (verificar) 


El análisis se resume en la figura 6.10/, que muestra el diagrama 
de cuerpo libre correcto para cada nudo y cada miembro. 



(0 


* La dirección y sentido adecuados podía haberse determinado por 
inspección, antes de aplicar la ecuación » 0. 
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6.3 Miembros de fuerza cero 


El análisis de armaduras por el método de los nudos se simplifica 
notablemente si es posible determinar primero ios miembros que 
no soportan carga . Estos miembros de fuerza cero se usan para in¬ 
crementar la estabilidad de la armadura durante la construcción 
y dar apoyo en caso de que la carga aplicada se modifique. 

Los miembros de fuerza cero de una armadura generalmente 
pueden determinarse por inspección de cada nudo. Por ejemplo, 
considérese la armadura mostrada en la figura 6.11«. Si se traza un 
diagrama de cuerpo libre dd pasador en el nudo >4, figura 6.11b, se 
constata que los miembros AB y AF son miembros de fuerza cero. 
Por otra parte, debe señalarse que no podíamos haber llegado a es¬ 
ta conclusión si hubiésemos considerado los diagramas de cuerpo 
libre del nudo F o el nudo B , simplemente porque hay cinco in¬ 
cógnitas en cada uno de estos nudos. De manera semejante, con¬ 
sidérese el diagrama de cuerpo libre del nudo D\ figura 6.11c. 
Aquí encontramos de nuevo que DC y DE son miembros de 
fuerza cero. Como regla general, entonces, si sólo dos miembros 
forman un nudo de afinadura y no hay carga externa o reacción de 
apoyo aplicada en el nudo , los miembros deben ser miembros de 
fuerza cero. La carga en la armadura en la figura 6.11a es sopor¬ 
tada por tan sólo cinco miembros, como se ve en la figura 6.1 UL 





+T 


+ \ ZF Í = 0: Fpf vtn ¿1*0. Ff)c ' n yn que ven Q * 0 
+ «'IF,=Ó:r Df +O = 0;F MÉ -0 

(el 



Flg-6.11 
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Ahora consideremos la armadura mostrada en la figura 
6.12#* El diagrama de cuerpo libre del pasador en el nudo D se 
muestra en la figura ó*12¿>. Si se orienta el eje y a lo largo de los 
miembros DC y DE y el ejejr a lo largo del miembro DA, se ob¬ 
serva que DA es un miembro de fuerza cero* Nótese que esto 
también es el caso del miembro CA , figura 6* 12c. En general* en¬ 
tonces, si tres miembros constituyen un nudo de armadura para el 
que dos de los miembros son colímales, el tercer miembro es de 
fuerza cero, a condición de que no se aplique fuerza exlema o reac¬ 
ción de apoyo en el nudo. La armadura mostrada en la figura 
6.12d es, por tanto, adecuada para soportar la carga P* 






Id.) 



Fig. 6*12 


http://librosysolucionarios.net 









SEC. 6.3 MIEMBROS DE FUERZA CERO 257 


I Ejemplo 6.4 

Con el método de los nudos, determine todos los miem¬ 
bros de fuerza cero de la armadura Fink que se muestra en la 
figura 6.13a. 


5 kN 



Fig. 6.13 


SOLUCIÓN 

Si se buscan geometrías de nudos que se asemejen a las 
presentadas en las figuras 6.11 y 6.12, encontramos 

Nudo G (figura 6.136) 

+ T 'LFy = 0; F cc = 0 Resp. 

Debe tenerse en cuenta de que no podríamos concluir que 
GC es un miembro de fuerza cero considerando el nudo C, 
donde hay cinco incógnitas. E! hecho que GC sea un miembro 
de fuerza cero significa que la carga de 5 kN en C debe apo¬ 
yarse en los miembros CB t CU , CF, y CD, 

Nudo D (figura 6.13c) 

+ S LF X * 0; F df = 0 Resp. 

NudoF (figura 6.l3d) 

+ t ZF y - 0; F fc eos 6 = 0, ya que 6* 0; F fc = 0 Resp. 

Nótese que si analizamos el nudoB, figura 6.13e, 

+ \ ZF X = 0; 2 - F bh = 0 E w =2kN (C) 

En consecuencia, el valor numérico de F HC debe satisfacer 
LF y = ü s figura 6,13/ y, por tanto, HC no es un miembro de 
fuerza cero, 


y 





(d) 

2 kN 



2 kN 



<í) 
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PROBLEMAS 


6.1. Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. 


1501b 



6,2. Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. 



Prob. 6.2 


63, Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. Suponga que todos los miembros es¬ 
tán sujetos por pasadores. 


10 klb 



Prob. 6 3 


* 6.4. Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura de estructura en forma de A utilizada para 
soportar la carga de la plataforma del puente mostra¬ 
do e indique si los miembros están en tensión o en 
compresión. 


H 
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6.5, Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. 

6.6, Cada miembro de la armadura es uniforme y tie¬ 
ne masa de 8 kg/m. Retírense las cargas externas y 
determínese la fuerza aproximada en cada miembro 
debida ai peso de la armadura. Indique si los miem¬ 
bros están en tensión o en compresión. Resuelva el 
problema suponiendo que el peso de cada miembro 
puede representarse como una fuerza vertical. Ja mi¬ 
tad de la cual se aplica en cada extremo del miembro. 



6,7. Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. 

* 6,8. Cada miembro de la armadura es uniforme y tie¬ 
ne una masa de 8 kg/m. Quíte las cargas externas y 
determine la fuerza aproximada en cada miembro 
debida al peso de la armadura. Indique si los miem¬ 
bros están en tensión o en compresión. Resuelva el 
problema suponiendo que eí peso de cada miembro 
puede representarse como una fuerza vertical, la mi¬ 
tad de la cual se aplica en cada extremo del miembro. 
También, suponga que todos los miembros están arti¬ 
culados. 



Probs. É.7/6.8 


6,9. El anuncio está parcialmente sujeto por medio 
de la armadura mostrada. El viento que actúa sobre 
una de las caras del anuncio transmite una carga de 5 
kN a las juntas D y E de la armadura. Determine la 
fuerza en cada miembro e indique si éstos se encuen¬ 
tran en tensión o en compresión. 



Prob. 6.9 


6J0. Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique, para cada miembro, sí está en ten¬ 
sión o en compresión- Suponga que lodos los miem¬ 
bros están sujetos por pasadores. 

li kN 
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6*11. Determine la fuerza en cada miembro de ia ar¬ 
madura c indique para cada miembro, si está en ten¬ 
sión o en compresión. 


2G0(b 



* íU2. Determine (a fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. 



900 N 


6.14. La viga soportada por la armadura está sujeta a 
una carga uniformemente distribuida de 4 kN/m. Su¬ 
poniendo que los 2 m centrales de la carga se apoyan 
en el nudo C y las parles restantes en los apoyos B y 
£>, demuestre que la fuerza vertical en C debida a la 
carga distribuida es 8 kN y que en B y D la fuerza es 4 
kM. Calcule entonces la fuerza en los miembros BC, 
GB t GC t GA, y AB, e indique si los miembros están 
en tensión o en compresión. Sugerencia: Inicie el aná¬ 
lisis en el nudo G y demuéstre que la fuerza en el 
miembro GB es cero. 


- 2 m 


2 m —*j 



Proh, 6.14 


6.15, Determine la fuerza en cada miembro de la ar- 
Prob. 6.12 madura en términos de la carga P, e indique si los 

miembros están en tensión o en compresión. 


6.13. Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura c indique si los miembros están en tensión o 
compresión. 


SOG I b 




d 

Prut. 6.15 
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* 6-16. Determine ¡a fuerza en cada miembro e indique 6.19. Determine la fuerza en cada miembro de la ar- 
si los miembros están en tensión o en compresión, madura para techo e indique si los miembros se en¬ 
cuentran en tensión o en compresión. 


1500 Ib 1500 Ib 



6.17. Determine ia fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si ios miembros se encuentran en 
tensión o en compresión. Suponga que todos los 
miembros están articulados. 


3 klb 



Prob. 6.19 



Prab.6.17 


6.18. Determine ta fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros se encuentran en 
tensión o en compresión. 



* 6.20. Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. 


500 Ib 500 Ib 



Prob, 6.20 
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262 CAP. 6 ANÁLISIS ESTRUCTURAL 

6.4 El método de las secciones 


El método de las secciones se usa para determinar las cargas que 
actúan dentro de un cuerpo. Se basa en el principio de que si un 
cuerpo está en equilibrio, entonces cualquier parte del cuerpo 
está en equilibrio. Para aplicar este método, se pasa una sección 
imaginaría por el cuerpo, cortándolo así en dos partes. Cuando 
un diagrama de cuerpo libre de una de las partes sea trazado, las 
cargas que actúan en la sección deben ser incluidas en el diagra¬ 
ma de cuerpo libre; después, se aplican las ecuaciones de equili¬ 
brio a la parte para determinar la carga en la sección. Por ejem¬ 
plo, consideremos los dos miembros de armadura en la figura 
6.14. Las cargas internas en la sección indicadas por la línea pun¬ 
teada pueden obtenerse usando uno de los diagramas de cuerpo 
libre mostrados a la derecha. Claramente puede verse que el 
equilibrio requiere que el miembro en tensión esté sujeto a una 
“tracción” T en la sección, mientras que el miembro en compre¬ 
sión está sujeto a un “empuje” C. 






i 


i 


füerzns 
¡nk-frtns de 
¡tínstón 




I 

^ T 

f 




fuerzas 
Inlemn^ u tí 
enmprc&ión 








compresión 


Fig. 6.14 


El método de las secciones puede usarse también para “cor¬ 
tar” o seccionar varios miembros de una armadura entera* Si 
cualquiera de las dos partes de la armadura es aislada como dia¬ 
grama de cuerpo libre podemos entonces aplicar las ecuaciones 
de equilibrio a esa parte para determinar las fuerzas en miem¬ 
bros en !a “sección de corte”. Como sólo pueden aplicarse (res 
ecuaciones de equilibrio independientes (£F X = 0, LF y - 0, 
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IM 0 = 0) a )a porción aislada de la armadura, uno trataría de es¬ 
coger una sección que, en general, pase a través de no más de 
tres miembros en los cuales se desconozcan las fuerzas. Por ejem¬ 
plo, consideremos la armadura de la figura 6.15n. Si se va a de¬ 
terminar la fuerza en el miembro GC, la sección aa sería la apro¬ 
piada. En las figuras 6.15& y 6.15c se indican los diagramas de 
cuerpo libre de las dos partes. En particular, nótese que la línea 
de acción de la fuerza de cada miembro cortado se especifica se¬ 
gún la geometría de la armadura, ya que la fuerza en el miembro 
pasa a lo largo del eje del miembro. También, las fuerzas en los 
miembros que actúan en una parte de la armadura son iguales en 
magnitud, pero opuestas a aquellas que actúan en la otra parte 
(tercera ley de Ncwton). Como se indica, los miembros que se 
supone están en tensión ( BC y GC) están sujetos a un “tirón”, 
mientras que tos miembros en compresión ( GF) se sujetan a un 
“empuje”. 





Fig. 6.15 
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264 CAP, 6 ANÁLISIS ESTRUCTURAL 


Las tres fuerzas en miembros desconocidas Feo Fcc y F cf 
pueden obtenerse aplicando las tres ecuaciones de equilibrio al 
diagrama de cuerpo libre de la figura 6.15b. Sin embargo, si se 
considera el diagrama de cuerpo libre de la figura 6.15c, tendrán 
que determinarse primero las reacciones en los apoyos D„ D y y 
E t . ¿Por qué? (Esto, por supuesto, se hace de la manera usual 
considerando un diagrama de cuerpo libre de toda la armadura), 
AJ aplicar las ecuaciones de equilibrio, se debe considerar for¬ 
mas de escribir las ecuaciones de tal manera que conduzcan a 
una solución directa para cada una de las incógnitas, para no te¬ 
ner que resolver ecuaciones simultáneas. Por ejemplo, sumando 
momentos con respecto a C en la figura 6.15b se obtiene como 
resultado una solución directa para F Cf , ya que F fiC y F cc produ¬ 
cen momento cero con respecto a C. Análogamente, F BC puede 
obtenerse directamente sumando momentos con respecto a C. 
Finalmente, F Cf; puede obtenerse directamente a partir de una 
suma de fuerzas en !a dirección vertical, ya que F cf y F flC no tie¬ 
nen componentes verticales. Esta capacidad de determinar direc¬ 
tamente la fuerza en un miembro particular de la armadura es 
una de las principales ventajas del uso del método de secciones.* 

Como en el método de los nudos, hay dos formas de determinar 
el sentido correcto de una fuerza de miembro desconocida. 

1. Suponga siempre que Jas fuerzas desconocidas en miembros 
en la sección de corte se encuentran en tensión, es decir, 
“ejerciendo tracción” sobre el miembro. Al hacerlo, la solu¬ 
ción numérica de las ecuaciones de equilibrio dará escalares 
positivos para miembros en tensión y escalares negativos para 
miembros en compresión. 

2. El sentido correcto de una fuerza en un miembro puede en 
muchos casos determinarse por “inspección”. Por ejemplo, 
F bc es una fuerza de tensión en su representación en la figu¬ 
ra 6.15b, pues ei equilibrio de momentos respecto a G re¬ 
quiere que F flt - cree un momento opuesto al de la fuerza de 
1000 N. También, F ac es de tensión, pues su componente 
vertical debe equilibrar la fuerza de 1000 N que actúa hacia 
abajo. En casos más complicados, el sentido de una fuerza 
desconocida en un miembro puede ser supuesto. S¡ la solu¬ 
ción da un escalar negativo, ello indica que c! sentido de la 
fuerza es el contrario al que se muestra en el diagrama de 
cuerpo libre, Éste es el método que usaremos en los siguien¬ 
tes problemas de ejemplo. 


'En comparación, ai se usara el método de los nudos para determinar, diga¬ 
mos, la fuerza en el miembro CC, sería necesario analizar sucesivamente los nu¬ 
dos/!, fl, y G. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento proporciona un medio en el que 
se aplica el método de las secciones, para determinar las 
fuerzas en los miembros de una armadura» 

Diagrama de cuerpo libre. Tome una decisión en cuanto a có¬ 
mo “cortar” o seccionar la armadura a través de ios miem¬ 
bros donde se determinarán las fuerzas» Antes de aislar la 
sección adecuada, primero es necesario determinar las reac¬ 
ciones exteriores de la armadura, de modo que las ecuaciones 
de equilibrio se usen solamente para resolver las fuerzas en 
los miembros de la sección cortada. Trace un diagrama de 
cuerpo libre de la parte de la armadura seccionada que ten¬ 
ga el menor numero de fuerzas actuando sobre ella* Use uno 
de los dos métodos antes descritos para establecer el sentido 
de una fuerza en un miembro desconocida H 

Ecuaciones de equilibrio. Trate de aplicar las tres ecuaciones 
de equilibrio de tal forma que se evite resolver medíante 
ecuaciones simultáneas* En relación con esto, deben tomar¬ 
se momentos con respecto a un punto que se localice en la 
intersección de las líneas de acción de dos fuerzas desconoci¬ 
das, de manera que la tercera fuerza desconocida se deter¬ 
mine directamente a partir de la ecuación de momentos. St 
dos de las fuerzas desconocidas son paralelas, pueden sumar¬ 
se fuerzas en una dirección perpendicular a la de esas fuerzas 
desconocidas para determinar directamente ¡a tercera fuerza 
desconocida. 

Los ejemplos siguientes ¡lustran numéricamente estos con¬ 
ceptos * 
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Ejemplo 6.5 ■■■ 

Determine la fuerza en los miembros GE , GC y 2?C de la 
armadura mostrada en la figura 6.16c. Indique si los miem¬ 
bros están en tensión o compresión. 


SOLUCIÓN 



Se ha escogido la sección aa de la figura 6.16c, ya que pa¬ 
sa a través de los tres miembros cuyas fuerzas se van a deter¬ 
minar. Sin embargo, para usar el método de las secciones, es 
necesario primero determinar las reacciones exteriores en A o 
en D. ¿Por qué? En la figura 6.16¿? se muestra un diagrama de 
cuerpo libre de toda la armadura. Al aplicar las ecuaciones de 
equilibrio, tenemos 

ÍLF X = 0; 400 N -A x * 0 >1 JC = 400N 

i +LA/4 = 0; -1200 N(8m)-400 N(3m) + Z>/12m) = 0 
D y = 900 N 

+ í YF y = 0; A y - 1200 N + 900 N = 0 ,4 V = 300N 



Diagramas de cuerpo libre. En las figuras 6.16c y 6.1 6d se mues¬ 
tran los diagramas de cuerpo libre de la armadura seccionada. 
Para el análisis se usará el diagrama de cuerpo libre de la fi¬ 
gura 6.16c, ya que involucra el menor numero de fuerzas. 

Ecuaciones de equilibrio. Al sumar los momentos alrededor del 
punto G se elimina F C£ y F cc y se obtiene como resultado una 
solución directa para F BC . 





{ +£A/ g = 0; -300 N(4 m) - 400 N(3 m) + F BC { 3 m) = 0 

F bc = 800 N (T) . Resp . 

De la misma manera, sumando los momentos con respecto al 
punto C, se obtiene una solución directa para F CE 

i. +1M C = 0; -300 N(8 m) + F C£ {3 m) = 0 

F ce = 800 N (C) Resp. 



Kig. 6.16 


Como F bc y F C£ no tienen componentes verticales, la suma de 
fuerzas en la dirección y conduce directamente al valor de 
F cc ; es decir, 

+ í IFy = 0; 300 N - \F GC = 0 

Fcc = 500 N (T) Resp. 

Obtenga estos resultados aplicando las ecuaciones de 
equilibrio al diagrama de cuerpo libre mostrado en la figura 
6.16d. 
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M Ejemplo 6,6 

Determine la fuerza en el miembro CF de la armadura 
mostrada en la figura 647a. Indique si el miembro está en 
tensión o en compresión. 




33 m 


5kN 

íb) 


3 kN 475 JcN 


SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo Ubre. La sección aa en la figura 647a será 
utilizada, ya que dicha sección “expondrá” la fuerza interna 
en el miembro CF como “exlema” en el diagrama de cuerpo 
libre, tanto de la porción derecha como de la porción izquier¬ 
da de la armadura. Sin embargo, es necesario determinar pri¬ 
mero las reacciones externas, tanto del lado derecho como del 
lado izquierdo de la armadura. Verifique los resultados mos¬ 
trados en el diagrama de cuerpo libre de la figura 6.176. 

El diagrama de cuerpo libre de la porción derecha de la 
armadura, que es la más fácil de analizar, se muestra en la 
figura 647c. Hay tres incógnitas, F fg , F CF y F CJ} . 

Ecuaciones de equilibrio , El método más directo para resolver 
este problema requiere una aplicación de la ecuación de mo¬ 
mentos respecto a un punto que elimine dos de las fuerzas 
desconocidas. Asi, para obtener F Cfj eliminaremos F^- y F CD 
mediante suma de momentos respecto al punto O, figura 
647c. Nótese que la localización del punto O midiendo desde 
E se determina por medio de triángulos proporcionales, es de¬ 
cir, 4/(4 +x) = 6/(8 +x), x = 4 m. O, dicho de otra forma, la 
pendiente del miembro GF es un descenso de 2 m por una 
distancia horizontal de CD -4m. Ya que FD es 4 m, figura 
647c, entonces desde D hasta O la distancia debe ser 8 m. 

Una manera fácil de determinar el momento de Per res¬ 
pecto al punto O es resolver en sus dos componentes rec¬ 
tangulares y entonces usar el principio de transmisibilidad pa¬ 
ra mover PCF al punto C. Tenemos 



Rg. 6.17 


l +IM 0 = 0; - -j=F C[ {\2 m) + (3 kN)(8 m) - (4.75 kN)(4 m) = 0 

F cf - 0.589 kN (C) Resp. 
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Ejemplo 6,7 


nm n 


VKXJ N 


(OOON 



i 

. í 


E 

rt 

a 

-•—2iti —- 

— 2 ni -i 

* T 

i 

n 

_L 


4000 N 


la» 


1000 N 


VHK1 N 


1000 N 



Determine la fuerza en el miembro EB de la armadura 
mostrada en la figura 6.18m Indique si el miembro está en 
tensión o en compresión, 

SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre . Por el método de las secciones, 
cualquier sección vertical imaginaria que corte EB , figura 
6.18a, también tendrá que cortar otros tres miembros en que 
lüooN son desconocidas las fuerzas. Por ejemplo, la sección aa corta 

ED, EB, FByAB. Si las componentes de reacción en ,4 se cal¬ 
culan primero (A x - 0, A y ~ 4000N) y se considera un 
diagrama de cuerpo libre del lado izquierdo de esta sección, 
figura 6.186, es posible obtener sumando momentos res¬ 
pecto a B para eliminar las otras tres incógnitas; sin embargo, 
¥ eb no puede determinarse de las dos restantes ecuaciones de 
’iMM n equilibrio. Una manera posible de obtener F EB es determinar 
primero Feo de la sección aa, y después usar este resultado en 
la sección bb, figura 6.18a, lo que se muestra en la figura 
6.18c. Aquí el sistema de fuerzas es concurrente y nuestro dia¬ 
grama seccionado de cuerpo libre es el mismo que el diagra¬ 
ma de cuerpo libre para el pasador en E (método de los 
nudos). 


1 I® F m CAsJtf 

— 2 m —U - 2 m -j-4 m -- 


4ÍHH» N 




/>p «.'ti VI 



Pig. 6.18 


Ecuaciones de equilibrio. Para determinar el momento de 
respecto a B f figura 6,1 Sb, resolveremos la fuerza en sus 
componentes rectangulares y, por e! principio de transmisíbilL 
dad, la extenderemos hasta el punto C, como se muestra. Los 
momentos de las fuerzas de 1 DDO N, F^, F fb , F ebs y F ED eos 
30° todos son nulos respecto a B. Por tanto, 

S. +IM e = 0; 1000(4) + 3000(2) - 4000(4) + F ED sen 30°(4) = 0 
Feo = 3000 N (C) 

Considerando ahora el diagrama de cuerpo líbre de la 
sección bb, figura 6.18c, tenemos 


iLF r -0; 


+ TEF r = 0; 


Fef eos 30° - 3000 eos 30° = 0 
F ef = 3000 N (C) 

2(3000 sen 30°) — 1000 ~F fb = 0 
= 2000 N (T) 


Resp. 
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PROBLEMAS 

6*21. Determine la fuerza en los miembros GF 3 FQ y 6*23. Determine la fuerza en los miembros CF y GC 
CD de la armadura de puente e indique si los míem- de la armadura e indique si los miembros están en 
bros están en tensión o en compresión* tensión o en compresión* 




Prob* 6.23 


Prob. 6*21 


6*22. Determine la fuerza en los miembros HG t GC t 
y HC de la armadura e indique si los miembros está 
en tensión o en compresión. 


* 6*24. Determine la fuerza en los miembros BE y EF 
de la armadura e indique si los miembros están en 
tensión o en compresión. Luego de seccionar la ar¬ 
mad ura, resuelva para obtener directamente cada 
fuerza* usando una sola ecuación de equilibrio para 
determinar cada fuerza* 


H G F 




4 m-1 


Prob. 622 


Prob* 6.24 
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425. La armadura Howe está sujeta a las cargas mos¬ 
tradas. Determine la fuerza en los miembros GF, 
CD, y GC e indique sí los miembros están en tensión 
o en compresión. 


6,27. Determine la fuerza en los miembros CE, FE, y 
CD o indique si los miembros están en tensión o en 
compresión. 

* 4 28. Determíne (a fuerza en tos miembros BC, EB * y 
AF e indique en cada caso, si el miembro está en ten¬ 
sión o en compresión. 



Prob, 6.25 


424 La armadura Warren es utilizada para soportar 
una escalera. Determine la fuerza en los miembros 

CE t ED t y DF e indique si los miembros están en ten- Probs. 6,27/6,28 

sión o en compresión. Suponga que todas tas uniones 
son articuladas. 



u 

25ÍKI Ib 



6,29. Determine la fuerza desarrollada en los miem¬ 
bros BC y CH de la armadura de techo e indique pa¬ 
ra cada miembro sí es de tensión o de compresión. 



Prob.426 


Prob. 429 
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630. Determíne la fuerza en los miembros FE, FB, y 
BC de la armadura e indique en cada caso si es de 
tensión o si es de compresión. Luego de seccionar la 
armadura, resuelva para obtener cada fuerza directa- 
mertíe, usando una sola ecuación de equilibrio para 
cada fuerza. Suponga que todas las uniones son arti¬ 
culadas. 


1000 Ib 1000 Ib 



Prob 630 


631. Para las cargas que se dan, determine la fuerza 
en los miembros CD, CJ t y KJ de la armadura de te¬ 
cho Howe. Indique, para cada miembro, si está en 
tensión o en compresión. 


* 632. Determine la fuerza en los miembros BG, HG, 
y BC de la armadura e indique para cada miembro, si 
está en tensión o está en compresión. 


G 



12 ni. 4 @ 3 m 


Proh. 6.32 


633. Indique todos los miembros de fuerza cero, de¬ 
termine luego ia fuerza en ios miembros IC y CG de 
la armadura e indique si están en tensión o en com¬ 
presión, 

634. Indique todos los miembros de fuerza cero y 
determine en seguida la fuerza en los miembros JE y 
GF de la armadura, indicando también si está en ten¬ 
sión o en compresión. 


400 N 




Prob.631 


Probs. 633/634 
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6.35. Determine la fuerza en ios miembros BC t HC y 6.38. Determíne la fuerza en los miembros GF y GD 
HG e indique si están en tensión o en compresión, de la armadura e indique si ios miembros están en 
Luego de seccionar la armadura, use una sola ecua- tensión o en compresión, 
ción de equilibrio para obtener cada fuerza. 

+ 6.36. Determine la fuerza en los miembros CD , CF, y 
CG e indique si están en tensión o en compresión. 




Prob. 6.38 


Probs, 635/636 

639. Determine la fuerza en los miembros DE, 31, y 
DO de la armadura K e indique si los miembros es- 
tán en tensión o en compresión. Sugerencia: Use las 
secciones aa y bb . 

637. Determine la fuerza en los miembros KJ, JN , y 

CD e indique si están en tensión o en compresión. * 6.40. Determine la fuerza en los miembros CD y KJ 

de la armadura K e indique si los miembros están en 
tensión o en compresión. Sugerencia: obsérvese que 
la sección aa puede ser usada para encontrar la fuer¬ 
za en los miembros DE yJL 




Prob, 637 


Probs. 639/6.40 


http://librosysolucionarios.net 





































































SEC. 6.5 ARMADURAS ESPACIALES 273 


*6.5 Armaduras espaciales 


Una armadura espacial consiste en miembros unidos en sus ex¬ 
tremos para formar una estructura estable de tres dimensiones. 
Ei elemento más simple de una armadura espacial es un tetrae¬ 
dro, formado al conectar seis miembros, como se muestra en la 
figura 6.19. Cualquier miembro adicional añadido a este elemen¬ 
to básico sería redundante para soportar la fuerza P. Una arma¬ 
dura espacial simple puede construirse a partir de este elemento 
tctraédrico básico añadiendo tres miembros adicionales y una 
unión, formando un sistema de tetraedros multiconectados. 



Fig. 6.19 


Hipótesis para diseño. Los miembros de una armadura es¬ 
pacial pueden tratarse como miembros de dos fuerzas, con tal de 
que las cargas exteriores se apliquen en las uniones y estas sean 
articulaciones de rótula. Estas hipótesis se justifican si las cone¬ 
xiones soldadas o remachadas de los miembros unidos se interse¬ 
can en un punto común y se puede pasar por alto el peso de ios 
miembros. En los casos en los que se incluirá el peso de un 
miembro en el análisis, generalmente es satisfactorio aplicarlo 
como una fuerza vertical, aplicando la mitad de su magnitud en 
cada extremo del miembro. 
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CAP. 6 ANÁLISIS ESTRUCTURAL 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Cualquiera de los métodos, el de las secciones o el de ios nu¬ 
dos, puede usarse para determinar las fuerzas desarrolladas 
en los miembros de una armadura espacial simple. 

Método de las secciones. Si solamente se determinarán unos 
cuantos miembros, puede usarse el método de las secciones. 
Cuando una sección imaginaria pasa a través de una arma¬ 
dura y ésta se separa en dos partes, el sistema de fuerzas que 
actúa sobre una de Jas partes debe satisfacer las seis ecuacio¬ 
nes escalares de equilibrio: £F r = 0, LF V = 0, EF Í - 0, ZM X = 0, 
IM y = 0, YM Z “ 0 (ecuaciones 5.6). Mediante una elección 
adecuada de la sección y de los ejes, para sumar fuerzas y 
momentos, pueden calcularse directamente muchas de las 
fuerzas en miembros desconocidas en una armadura espa¬ 
cial, usando una sola ecuación de equilibrio. 

Método de los nudos. Generalmente, si deben determinarse 
las fuerzas en todos los miembros de la armadura, el método 
de los nudos es e! más adecuado para el análisis. Cuando se 
usa el método de los nudos, es necesario resolver las tres 
ecuaciones escalares de equilibrio, LF X = 0, LF y = 0 y LF Z = 0, 
en cada nudo. La solución de numerosas ecuaciones simultá¬ 
neas puede evitarse si el análisis de fuerzas comienza en un 
nudo que tenga por lo menos una fuerza conocida y, cuando 
más, tres fuerzas desconocidas. Si la geometría tridimensio¬ 
nal del sistema de fuerzas en el nudo es difícil de visualizar, 
se recomienda que se usen vectores cartesianos en la solu¬ 
ción. 

El ejemplo siguiente ilustra numéricamente este procedi¬ 
miento. 
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I Ejemplo 6,8 

Determine las fuerzas que actúan en cada uno de los 
miembros de la armadura espacial mostrada en la figura 6.20a, 
Indique si los miembros están en tensión o en compresión. 

SOLUCIÓN 

Ya que una fuerza conocida y tres fuerzas desconocidas 
actúan en la unión 4, el análisis de fuerzas de la armadura co¬ 
menzará en el nutlo>b 


Nudo A (figura 6.206), Expresando cada una de las fuerzas 
que actúan en el diagrama de cuerpo libre del nuda ,4 en no¬ 
tación vectorial, se llega a 


P - Mj> kN, F^ - j, F ac - - F ac k, 

= F ae = ^{0.5771 + 0.577J - 0.577k) 
Para equilibrio, 


£F = 0; P + + F ac + F^j7 = 0 

-4j + Faú - F ac k + 0.577/^i + 0.577F /ír j - 0.577/^k = 0 


XF^O 

0.577F /1£ = 0 


EF y = 0 

-4 + F^ + 0.577F^- = 0 


Y.F Z = 0 

-^-0.577^ = 0 



Pac = Pae = 0 

Resp . 


Pab = 4 kN (T) 

Resp, 

Como se conoceXt#, el nudo R se puede analizar en seguida. 

Nudo B (figura 6.20c) 


XF c = 0 

-R g eos 45° + 0.101 F be “ 0 


LF y = 0 

-4 + R b sen 45° = 0 


EF 2 = 0 

2 + F BD - 0.101 F be — 0 



R B = F be - 5,66 kN (T), F BD = 2 kN (C) Resp . 







Las ecuaciones escalares de equilibrio pueden aplicarse 
directamente a los sistemas de fuerzas indicados sobre los dia¬ 
gramas de cuerpo libre de los nudos D y C, ya que las compo¬ 
nentes de las fuerzas se determinan fácilmente. Se demuestra que 


Fde ~ F üC - F ce - 0 


Resp. 
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PROBLEMAS 


6*41, Determine la fuerza en cada miembro de la ar¬ 
madura espacial e indique para cada miembro si está 
en tensión o en compresión. 


6*43. Determine !a fuerza en cada miembro de la es¬ 
tructura espacial e indique si los miembros están en 
tensión o en compresión* La masa del huacal es de 50 

kg- 


{-SÜQk) Ib 


Prob* 6*42 


Prob. 6*44 


Prob* 6*43 

Prob* 6*41 

111 6,44. La armadura espacial está soportada en A por 
una articulación de rótula y eslabones cortos en D, E , 
6*42. Determine la fuerza en cada miembro de la ar- y F. Determine la fuerza en cada miembro e indique 
madura espacial e indique si los miembros están en si los miembros están en tensión o en compresión, 
tensión o en compresión. Las reacciones de soporte 
en A f C deben determinarse. 
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6.45, Determine la fuerza en cada miembro de la es- 6,47. Determine la fuerza en cada miembro de la ar- 
tructura espacial cuando la unión A se encuentra su- madura espacial e indique si los miembros están en 
jeta a la fuerza de 600 N. Indique si los miembros es- tensión o en compresión, 
tán en tensión o en compresión. Las reacciones de 
apoyo en B, C, y D están indicadas. 




I-2M kN 


-2k] kN 


Prob. 6.47 


* 6.4S. Determine la fuerza en los miembros FE y ED 
Prob. 6.45 de la armadura espacial e indique si los miembros es- 

tán en tensión o en compresión. Se indican fas reac¬ 
ciones de apoyo en/1, B y C. 


6,46. La armadura espacial se usa para soportar fuer¬ 
zas verticales en ios nudos D 7 E y F. Determine la 
fuerza desarrollada en cada miembro e indique si los 
miembros están en tensión o en compresión. 



I> ¡ 


0.5 m 

{-3k) kN 


0.5 rn 



Prob, 6.46 


Prob, 6.48 


http://librosysolucionarios.net 

















278 CAP. 6 ANÁLISIS ESTRUCTURAL 


6.6 Marcos y máquinas 


Los marcos y las máquinas son dos tipos comunes de estructuras 
que a menudo se componen de miembros multiforzados unidos 
por articulaciones; es decir, miembros que están sujetos a más de 
dos fuerzas. Los marcos (o bastidores) son generalmente estacio¬ 
narios y se utilizan para soportar cargas, mientras que las máqui¬ 
nas contienen partes móviles y se diseñan para transmitir y alte¬ 
rar el efecto de las fuerzas. En caso de que un marco o una 
máquina esté adecuadamente restringido y no contenga más 
apoyos o miembros que los necesarios, para impedir el desplo¬ 
me, entonces las fuerzas que actúan en los nudos y en los apoyos 
pueden determinarse aplicando las ecuaciones de equilibrio 
(LF X = 0, ZF y = 0 y IM 0 = 0) a cada miembro. Una vez que se han 
obtenido las fuerzas en los nudos, es posible diseñar el tamaño de 
los miembros, las uniones y los apoyos, usando la teoría de la 
mecánica de materiales y un código apropiado de diseño de inge¬ 
niería. 


Diagramas de cuerpo libre. Para determinar las fuerzas 
que actúan en las uniones o los apoyos de un bastidor o una má¬ 
quina hay que desarmar la estructura y trazar los diagramas de 
cuerpo libre de sus partes. Al respecto, deben observarse los si¬ 
guientes puntos: 

1. Aísle cada parte dibujando el contorno de su forma. Mostrar 
entonces todas las fuerzas y/o momentos de par que actúan 
sobre la parte en cuestión. Deben etiquetarse o identificarse 
todas las fuerzas y momentos de par conocidos y desconoci¬ 
dos e indicar las dimensiones usadas para tomar momentos. 
Por lo general, es más fácil aplicar las ecuaciones de equili¬ 
brio si se representan las fuerzas por sus componentes rec¬ 
tangulares. Como de costumbre, pueden suponerse los senti¬ 
dos de las fuerzas y los momentos que se desconozcan. 

2. Identifique todos los miembros de dos fuerzas en la estructu¬ 
ra, y representar sus diagramas de cuerpo libre con dos fuer¬ 
zas iguales, pero opuestas y que actúan en sus puntos de 
aplicación. La línea de acción de las fuerzas se define como 
la que une los puntos de aplicación de las fuerzas (véase la 
sección 5.4). Reconociendo los miembros de dos fuerzas, po¬ 
demos evitar resolver un número innecesario de ecuaciones 
de equilibrio, (Véase el ejemplo 6.14). 

3. Las fuerzas comunes a dos miembros en contacto cuales¬ 
quiera actúan con la misma magnitud, pero sentidos opues¬ 
tos en los miembros respectivos. Si los dos miembros son 
considerados como un “sistema”de miembros conectados , en- 
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lonces estas fuerzas son 'Internas” y no mostradas en el dia¬ 
grama de cuerpo libre del sistema ; sin embargo, si se traza el 
diagrama de cuerpo libre de cada miembro, las fuerzas son 
“extemas” y se deben mostrar en cada diagrama de cuerpo li¬ 
bre. 

Los ejemplos que siguen ilustran gráficamente la aplicación de 
estos puntos al trazado de diagramas de cuerpo libre de una má¬ 
quina o un bastidor desmembrados. En todos los casos se hace 
caso omiso del peso de los miembros, 


Ejemplo 6.9 

Para el bastidor mostrado en la figura 6.2 la, trace el 
diagrama de cuerpo líbre de (a) cada miembro, ( b ) el pasador 
en B, y (c) dos miembros conectados entre se 



SOLUCIÓN 

Parte (a). Por inspección, se comprueba que los miembros no 
son miembros de dos fuerzas; en vez de eso, como se ve en los 
diagramas de cuerpo libre de la figura 6:216, BC está sujeto a 
tres fuerzas, y no cinco; a saber: las resultantes de las dos com¬ 
ponentes de reacción en los pasadores B y C y la fuerza exter¬ 
na P, Así también, AB está sujeto a las fuerzas reactivas de pa- fig. 6.21 

sador en A y B y el momento externo de par M. 
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cteciodel 
miembro BC sobre 



el’eclo del 
miembro^ B sabré 
el pasador 



Parle (, b ), Se puede ver en la figura 6,21a que el pasador en B 
está sujeto solamente a dos fuerzas , esto es, la fuerza del 
miembro BC sobre el pasador y la fuerza del miembro AB en 
el pasador. Para equilibrio, estas dos fuerzas y, por tanto, sus 
componentes respectivas deben ser iguales, pero opuestas, fi¬ 
gura 6.21c, Obsérvese con atención cómo se aplica la tercera 
ley de Newton entre el pasador y sus miembros de contacto, 
esto es, el efecto del pasador sobre los dos miembros, figura 
6.21/;, y el efecto Igual, pero opuesto, de los dos miembros so¬ 
bre el pasador, figura 6.21c. También, obsérvese que B, y B v 
que se muestran iguales, pero opuestas, en la figura 6.21¿> so¬ 
bre los miembros AB y BC no es efecto de la tercera ley de 
Newton; antes bien, esto resulta del análisis de equilibrio del 
pasador, figura 6.21c. 

Parle (c). El diagrama de cuerpo líbre de ambos miembros 
conectados entre sí, pero retirados de los pasadores de apoyo 
A y C, se muestra en la figura 6.2 b?. Las componentes de 
fuerza B r y no se muestran en este diagrama, pues constitu¬ 
yen parejas de fuerzas internas iguales, pero colineales opues¬ 
tas (figura ó.216) y, por tanto, se cancelan.* También, para ser 
consistentes al aplicar más tarde las ecuaciones de equilibrio, 
las componentes de fuerza desconocidas en A y en C deben 
actuar en el mismo sentido que las mostradas en la figura 
6.216. 

* Esto se asemeja a la exclusión de las fuerzas inte mas ejercidas entre 
partículas adyacentes de un cuerpo rígido al trazar el diagrama de cuerpo 
Ubre del cuerpo rígido entero. 
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I Ejemplo 6.10. ■■■■■■■■■■■■■i 

Para el bastidor mostrado en la figura 6.22a, trace el 
diagrama de cuerpo libre de (a) cada uno de los tres 
miembros, y ( b ) los miembros ABC y BD en conjunto. 


SOLUCIÓN 

Parte (a). Por inspección, ninguno de los tres miembros del 
bastidor es miembro de dos fuerzas. Antes bien, cada uno de 
ellos está sujeto a tres fuerzas. Las componentes de estas fuer¬ 
zas se muestran en los diagramas de cuerpo libre de la figura 
6.22b. Obsérvese que en B, C, D ocurren fuerzas reactivas 
iguales pero opuestas. Trazar un diagrama de cuerpo libre de 
uno de los pasadores en B, C, oD y demuestre por qué es esto así. 

Parle ( b ). El diagrama de cuerpo libre de ABC y BD juntos se 
muestra en la figura 6.22c. Ya que el bastidor entero está en 
equilibrio, el sistema de fuerzas en estos dos miembros 
también satisface las ecuaciones de equilibrio. ¿Por qué no se 
muestran las fuerzas B, y B v en este diagrama? 





Flg. Í.22 
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■ Ejemplo 6.11 


Trace el diagrama de cuerpo líbre de cada parte del me¬ 
canismo de pistón-eslabón que se muestra en la figura 6.23 a. 


f =sao n 



SOLUCIÓN 

Por inspección, se comprueba que el miembro AB es un 
miembro de dos fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre de las 
partes se muestran en la figura 6.236. Ya que los pasadores en 
B y en D solamente conectan dos partes entre sí, las fuerzas ahí 
se muestran iguales, pero opuestas, en los diagramas separa¬ 
dos de cuerpo libre de sus miembros conectados. En particu¬ 
lar, cuatro componentes de fuerza actúan sobre el pistón: D x y 
B y representan el efecto del pasador (o la palanca EBD), N w 
es la fuerza resultante de la pared del cilindro, y P es la fuerza 
de compresión resultante causada por el material dentro del 
cilindro C. 



ib) 



Fig. 6.23 
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I Ejemplo 6.12 

Para el bastidor que se muestra en la figura 6.24a, trace 
ios diagramas de cuerpo libre de (a) el bastidor entero inclu¬ 
yendo las poleas y cuerdas, (6) el bastidor sin poleas ni cuer¬ 
das, y (c) cada una de las poleas. 



SOLUCIÓN 

Parte (a): Cuando se considera el bastidor entero, incluidos 
las poleas y las cuerdas, las interacciones en los puntos donde 
las poleas y las cuerdas se conectan al bastidor se convierten 
en parejas do fuerzas internas que se cancelan mutuamente y, 
por tanto, no se muestran en el diagrama de cuerpo libre, fi¬ 
gura 624b. 

Parte (A): Cuando se retiran las cuerdas y poleas, debe mos¬ 
trarse su efecto en el bastidor, figura 6.24c. 

Parte (c); Las componentes de fuerza B t , B^, C rl de los pasa¬ 
dores y las poleas, figura 6.24d, son iguales, pero opuestas, a 
las componentes de fuerzas ejercidas por los pasadores sobre 
el bastidor, figura 6.24c. ¿Por que? 
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■ Ejemplo 6*13 

La grúa hidráulica que se muestra en la figura 6,25a se 
usa para levantar una viga que tiene masa de 1 Mg, Trace los 
diagramas de cuerpo libre de cada una de sus partes, incluidos 
los pasadores en A y en C, 


Fig, 6,25 


(a) 

SOLUCIÓN 

Por inspección, HF f EC y AB son todos miembros de dos 
fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre se muestran en la figu¬ 
ra 6,2 5b. El pasador en A está sometido a dos fuerzas sola¬ 
mente, a saber, la fuerza del eslabón AB y la fuerza de apoyo. 
Para equilibrio, estas fuerzas deben ser de la misma magnitud, 
pero opuestas. El pasador en C, sin embargo, está sometido a 
tres fuerzas. La fuerza F^ es causada por el cilindro hidráuli¬ 
co, las componentes de fuerza y C^, están causadas por el 
miembro CBD , y, finalmente C' r y C^. son causadas por el apo¬ 
yo, Estas componentes pueden relacionarse por las ecuacio¬ 
nes del equilibrio de fuerzas aplicadas al pasador. 




(b) 
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Antes de proceder, se recomienda cubrir las soluciones a los 
ejemplos precedentes e intentar trazar los diagramas de cuerpo libre 
requeridos. Al hacer esto asegúrese de que esté con claridad y de que 
todas las fuerzas y pares de momentos se marquen debidamente. 

Ecuaciones de equilibrio* A condición de que la estructura 
(bastidor o máquina) esté debidamente apoyada y contenga no 
más miembros y apoyos de los que son necesarios para impedir 
el desplome, entonces pueden determinarse Jas fuerzas descono¬ 
cidas en los apoyos y las conexiones, a partir de las ecuaciones de 
equilibrio. Si la estructura está en el plano jc— y, entonces para 
cada diagrama de cuerpo libre trazado la carga debe satisfacer 
XF r = 0, ZF y = 0 y YM 0 - 0. La elección de los diagramas de cuer¬ 
po líbre usados para el análisis es totalmente arbitraria. Pueden 
representar cada uno de los miembros de la estructura, una por¬ 
ción de la estructura, o su totalidad. Por ejemplo, consideremos 
el problema de encontrar las seis componentes de las reacciones 
de pasadores enA,B y C para el bastidor de la figura 6.26a. Si se 
desmiembra el bastidor, figura 6,266, estas incógnitas pueden de¬ 
terminarse aplicando las tres ecuaciones de equilibrio a cada uno 
de los dos miembros (total de seis ecuaciones). El diagrama de 
cuerpo libre de todo el bastidor puede también usarse para parte 
del análisis, figura 6.26c, De tal forma que, sí se desea, las seis in¬ 
cógnitas pueden ser determinadas aplicando las tres ecuaciones 
de equilibrio al bastidor entero, figura 6.26c, y también a uno 
cualquiera de sus miembros. Además, las respuestas pueden ve¬ 
rificarse parcialmente, aplicando las tres ecuaciones de equilibrio 
al “segundo"’ miembro restante. Entonces, en general, este pro¬ 
blema puede resolverse escribiendo, a lo méis, seis ecuaciones de 
equilibrio, usando diagramas de cuerpo libre de ios miembros y/o 
la combinación de miembros conectados. Más de seis ecuaciones 
escritas no serian únicas a partir de ias seis originales y sólo ser¬ 
virían para verificar ios resultados. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El procedimiento siguiente proporciona un método para de¬ 
terminar las reacciones en las uniones de bastidores y máqui¬ 
nas (estructuras) compuestos de miembros muí ti forzados. 

Diagramas de cuerpo libre. Trace el diagrama de cuerpo libre 
de toda la estructura, una porción de la estructura o de cada 
uno de sus miembros. La elección deberá hacerse de modo 
que conduzca a la solución más directa del problema. 

Las fuerzas que son comunes a dos miembros que estén 
en contacto actúan con la misma magnitud, pero sentido 
opuesto, en los respectivos diagramas de cuerpo libre de los 
miembros. Recuerde que todos los miembros de dos fuerzas, 
sin importar a su forma, tienen fuerzas iguales en magnitud, 
pero opuestas, que actúan en los extremos del miembro. Las 
fuerzas desconocidas que actúan en las uniones de los miem¬ 
bros muJtiforzados deberán representarse por sus compo¬ 
nentes rectangulares. En muchos casos, es posible decir, por 
inspección, cuál es el sentido adecuado de las fuerzas desco¬ 
nocidas; sin embargo, si esto presenta dificultad, puede su¬ 
ponerse el sentido. 

Ecuaciones de equilibrio. Contar el número total de incógni¬ 
tas para asegurarse que puede escribirse un número equiva¬ 
lente de ecuaciones de equilibrio para solución. Recuerde 
que, en general, se pueden escribir tres ecuaciones de equili¬ 
brio para cada cuerpo rígido representado en dos dimensio¬ 
nes. Muchas veces, la solución para las incógnitas será direc¬ 
ta, si los momentos se suman respecto a un punto que está 
en la intersección de las líneas de acción de tantas fuerzas 
desconocidas como sea posible. Sí después de obtener la so¬ 
lución se encuentra una magnitud de fuerza negativa, esto 
significa que el sentido de la fuerza es el contrario del que 
aparece en los diagramas de cuerpo libre. 

Los ejemplos que siguen ilustran este procedimiento. Todos 
estos ejemplos deberán entenderse perfectamente antes de proce¬ 
der a resolver los problemas. 
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Ejemplo 6.14 


Determine la componente horizontal y la vertical de ia 
fuerza que ejerce el pasador C en el miembro CB del bastidor 
en la figura 6.27 íí. 

SOLUCIÓN I 

Diagramas de cuerpo libre. Por inspección, puede verse que AS 
es un miembro de dos fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre 
se muestran en 1a figura 6.27b. 

Ecuaciones de equilibrio. Las tres incógnitas C„ C,„ y F^ w se pue¬ 
den determinar aplicando las tres ecuaciones de equilibrio al 
miembro CB. 


F m = 1154.7 N 
C t = 577 N Resp. 
C ' - 1000 N Resp. 


i + ZM C = 0; 2000(2) - (F^ sen 60°)(4) = 0 
- 0; 1154.7 eos 60° - C T - 0 

+T IF y = 0; 1154.7 sen 60° - 2000 + C, = 0 

SOLUCIÓN II 

Diagramas de cuerpo libre. Si no se reconoce que AB es un 
miembro de dos fuerzas, entonces la solución del problema 
requiere más trabajo. En la figura 6.27c se muestran los dia¬ 
gramas de cuerpo libre. 


Ecuaciones de equilibrio. Las seis incógnitas, A„ A,„ B„ B p C„ 
C y , se determinan aplicando las tres ecuaciones de equilibrio a 
cada miembro. 

Miembro AB 


l = 0; 

XTF x = 0; 
+tZF, = 0; 

Miembro BC 
i, +IM C * 0; 
4Ef, = 0; 
+lZF y - 0; 


5,(3 sen 60°) -5 V (3 eos 60°) = 0 
A x -B, = 0 


Áy “ J By ~ 0 


2000(2)- 5/4) = 0 
5,-C, = 0 
B v - 2000 + C y = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 


Los resultados para C, y C y se pueden determinar resolviendo 
estas ecuaciones en la siguiente secuencia: 4, I, 5 y, por últi¬ 
mo, 6. Los resultados son 


By = 1000 N 
B, = 577 N 
C t = 577 N 
Cy = 1000 N 


Resp. 

Resp. 

La solución I es comparativamente más simple, ya que la con¬ 
dición de que en la figura 6.27b sea de igual magnitud, co- 
lineal, pero opuesta, en cada extremo automáticamente satisface 
las ecuaciones 1, 2 y 3 de antes y, por tanto, elimina la necesidad 
de escribir estas ecuaciones. ¡De aquí se concluye que siempre se 
buscará el miembro de dos fuerzas, antes de iniciar el análisis! 


2000 N 



2000 N 



2000 N 


1 


~* i i r ~ 

p— 2 n> —*4*— 2 m —^ 
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■ Ejemplo 6.15 

La viga que se ve en la figura 6.28a está articulada en B . 
Determine las reacciones en los apoyos. Se ignorarán su peso 
y espesor. 


10 kN 10 kN 



Fig. 6.28 


SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre . Por inspección, si consideramos un 
diagrama de cuerpo líbre de la totalidad de la viga ABC, ha¬ 
brá tres reacciones desconocidas en^4 y una en C. Estas cua¬ 
tro incógnitas no pueden obtenerse todas a partir de las tres 
ecuaciones de equilibrio y, por tanto, será necesario desarmar 
la viga en sus dos segmentos, como se ve en la figura ó«28¿. 

Ecuaciones de equilibrio. Las seis incógnitas se determinan co¬ 
mo sigue: 

Segmento BC 

±>TB X - 0 ; B x = 0 

l +ZM b = 0; -8 kN(l m) + C y (2 m) = 0 

+TZF í = 0 B y - 8 kN + C } . = 0 

Segmento AS 

J.EF, = 0; 10 kN(|) + £, = 0 

í. +IM a = 0; M a ~ 10 kN(i)(2 m) - 5,(4 m) = 0 
+1 EFj, = 0; A y - 10 kN(¿) -B y = 0 

Al resolver sucesivamente estas ecuaciones, cada una con los 
resultados obtenidos previamente, obtenemos 


yt T -ókN A y = 12 kN M a = 32 kN - m Resp. 

B x = 0 B, - 4 kN 

C y = 4 kN Resp, 
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I Ejemplo 6.16 

Determine las componentes horizontal y vertical de la 
fuerza que el pasador en C ejerce sobre el miembro ABCD del 
bastidor mostrado en la figura 629a. 


SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre. Por inspección, las tres 
componentes de reacción que los apoyos ejercen sobre ABCD 
se pueden determinar de un diagrama de cuerpo libre de la 
totalidad del bastidor, figura 6.29Ó. También, el diagrama de 
cuerpo libre de cada miembro del bastidor puede verse en la 
figura 6,29c. Nótese que el miembro BE es un miembro de dos 
fuerzas. Como se muestra mediante las líneas punteadas, las 
fuerzas en B, C y E tienen igual magnitud, pero direcciones 
opuestas en los diagramas, separados de cuerpo libre. 

Ecuaciones de equilibrio Las seis incógnitas, A yf F Bj C xf C y y 
A, se determinarán a partir de las ecuaciones de equilibrio 
aplicadas a todo el bastidor y después a! miembro CEF. 
Tenemos 

Todo el bastidor 

i +ZM A - 0; -981 N(2 m) + £>,{2.8 m) = 0 A = 700,7 N 

iLF, - 0; A v - 700.7 N - 0 A x = 700.7 N 

+ t£F y = 0; >4,--981N = 0 ¿4,-981 N 

Miembro CEF 

l + TM C = Ü; “981 N{2 m) ~ (F B sen 45°)(L6 m) - 0 



F fl =-1734,2 N 


±XF, = 0; 

-C T -(-1734.2 eos 45° N) = 0 



C t = 1230 N 

Resp. 

+1 ZF y = 0; 

C y - {-1734.2 sen 45° N>- 981 N = 0 



C y =-245 N 

Resp. 




Puesto que las magnitudes de las fuerzas F B y C y se calcu¬ 
laron como cantidades negativas, se supuso que actúan en el 
sentido direccional equivocado en los diagramas de cuerpo li¬ 
bre, figura 6.29c. La dirección correcta de estas fuerzas podría 
haberse determinado “por inspección” antes de aplicar las 
ecuaciones de equilibrio al miembro CEF, Como se muestra 
en la figura 6.29c, el equilibrio de momentos con respecto al 
punto E sobre el miembro CEF indica que debe actuar 
realmente hacia abajo, para contrarrestar el momento 
producido por la fuerza de 981 N 3 con respecto al punto E. 
Análogamente, sumando momentos con respecto al punto C, 
se ve que la componente vertical de la fuerza debe actuar 
realmente hacia arriba. 

Los cálculos anteriores pueden verificarse aplicando las 
tres ecuaciones de equilibrio al miembro ABCD, figura 6.29c. 



http://librosysolucionarios.net 
























290 CAR 6 ANÁLISIS ESTRUCTURAL 


Ejemplo 6*17 



.1.5 fl 


(a) 




h’M 

c 



3-5 t 


b l 



n 




Fig. 630 


El disco liso que se muestra en la figura 630a está articu¬ 
lado en D y tiene un peso de 20 Ib. Sin considerar el peso de 
los demás miembros, determine las componentes horizontal y 
vertical de la reacción en las articulaciones B y D. 

SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo Ubre. Por inspección, las tres componen¬ 
tes de reacción en los soportes pueden ser determinadas a 
partir de un diagrama de cuerpo libre de todo el bastidor, fi¬ 
gura 6.3Ü&. También se muestran diagramas de cuerpo libre 
de los miembros en la figura 6 30c. 

Ecuaciones de equilibrio * Las ocho incógnitas pueden 
obtenerse, por supuesto, aplicando las ocho ecuaciones de 
equilibrio que resultan para los miembros —tres para el 
miembro AB t tres para el miembro BCD y dos para el disco 
(el equilibrio de momentos se satisface automáticamente para 
el disco). Sin embargo, si se hace así, todos los resultados 
pueden obtenerse solamente a partir de una solución 
simultánea de algunas de las ecuaciones (trate de hacerlo y 
encontrarlas). Para evitar esta situación, es mejor determinar 
primero las tres reacciones en los apoyos, considerando todo el 
bastidor; después, usando estos resultados, las cinco ecuaciones 
de equilibrio restantes pueden aplicarse a otras dos de las partes 
para resolver sucesivamente las demás incógnitas. 

Todo el bastidor 


L +ZM a = 0; 

W-Of 

Miembro AB 
AIF.-O; 


-20 lb(3 ft) + C t (3.5 ft) = 0 C x = 17.1 Ib 
A x - 17.1 Ib = 0 A x = 17.1 Ib 
A, - 20 Ib = 0 A y = 20 Ib 


17.1 Ib- Bj, = 0 B, = 17.1 Ib 


i. m B = 0; -20 lb(6 ft) + N d (3 fl) = 0 N D = 40 Ib 


+ tIP,-0 


20 Ib - 40 Ib + B y = 0 B y = 20 Ib 


Disco 

±>LF X = 0; D x = 0 

+ T LF f = 0; 40 Ib - 20 Ib -D y = 0 D y = 20 Ib 


Resp. 

Resp. 

Resp. 

Resp. 
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■ Ejemplo 6.18 

Determine la tensión en los cables y también la fuerza P 
necesaria para soportar la fuerza de 600 N, utilizando el siste¬ 
ma de poleas sin fricción que se muestra en la figura 6,31*7* 



Fíg. 63 1 


SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre . Un diagrama de cuerpo libre de ca¬ 
da polea incluido su pasador y una porción del cable en con¬ 
tacto se muestra en la figura 6.3 Ib* Como el cable es continuo 
y se trata de poleas sin fricción, el cable tiene una tensión 
constante de P que actúa a lo largo de toda su longitud (véase 
el ejemplo 5.7), El eslabón de unión entre las poleas B y C es 
un miembro de dos fuerzas y, por consiguiente, tiene una ten¬ 
sión desconocida de T que actúa en él. Nótese que debe ob¬ 
servarse cuidadosamente el principio de la acción y reacción, 
iguales, pero opuestas, para las fuerzas P y T, cuando se tracen 
diagramas de cuerpo libre separados. 

Ecuaciones de equilibrio. Las tres incógnitas se obtienen como 
sigue: 

Polea A 


+ 1UF' y = 0; 
Polca B 

3P - 600 N = 0 

P = 200 N 

Resp. 

+ tZF y = 0; 
Polea C 

o 

1 

3 

r = 400N 

Resp . 

+t£F, = 0; 

R-2P-T = 0 

R = 800 N 

Resp. 
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B Ejemplo 6.19 



Un hombre que tiene un peso de 150 Ib se sostiene a sí 
mismo por medio del sistema de cable y polea en la figura 
6.32a. Si el asiento tiene un peso de 15 Ib, determínese la 
fuerza de equilibrio que él debe ejercer sobre el cable en A y 
la fuerza que ejerce sobre el asiento. No lome en cuenta el 
peso de los cables y las poleas. 

SOLUCIÓN I 

Diagramas de cuerpo libre . En la figura 6,32¿> se muestran los 
diagramas de cuerpo libre del hombre, del asiento y de la po¬ 
lea C. Los dos cables están sujetos a las tensiones 1a y 
respectivamente. El hombre está sujeto a tres fuerzas: su peso, 
la tensión del cable^4 C y la reacción N s del asiento. 


Ecuaciones de equilibrio . Las tres incógnitas se obtienen como 
sigue: 


Hombre 
+ VLF y = 0; 

T A +N t ~\50 Ib = 0 

(1) 

Asiento 
+TEF, = 0; 

r £ -A/>151b = 0 

(2) 

Polea C 
+tlF y = 0; 

2T b - T 4 = 0 

(3) 


La magnitud de la fuerza puede determinarse sumando 
miembro a miembro las ecuaciones 1 y 2 para eliminar N* y, 
después, usando la ecuación 3. Las otras incógnitas se obtie¬ 
nen después por resubstitución de T E , 


r,, = iioib 

Resp. 

T e = 55 Ib 


N, = 40 Ib 

Resp. 


SOLUCIÓN II 

Diagramas de cuerpo libre . Utilizando la sección indicada por 
la línea segmentada que se muestra en la figura 6.32a, puede 
considerarse como un solo sistema al hombre, la polea y el asien¬ 
to, figura 6.32c, Aquí N y son fuerzas interiores y, por tanto, 
no se incluyen en el diagrama de cuerpo libre “combinado”. 

Ecuaciones de equilibrio . Aplicando LF y = 0 da por resultado 
una solución directa para 7 £ . 


Fíg, 6*32 


+ !&P y = 0; 37^-15 Ib - 150 Ib = 0 T E ° 55 Ib 

Las otras incógnitas pueden obtenerse a partir de las ecuacio¬ 
nes 2 y 3, 
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I Ejemplo 6,20 

La mano ejerce una fuerza de 8 Ib en el soporte del compre¬ 
sor de resortes en la figura 6.33fl. Determíne la fuerza en el 
resorte requerida para mantener el mecanismo en la posición 
que se muestra. 



SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre . Por inspección, los miembros EÁ , 
ED y EF son todos miembros de dos fuerzas. Consecuente¬ 
mente, en la figura 6.33&, se muestran los diagramas de cuer¬ 
po libre para cada una de las partes. El pasador en E ha sido 
incluido aquí, ya que en dicho pasador ocurren tres fuerzas re¬ 
activas, Representan los efectos de los miembros ED, EA y 
EF ♦ Nótese con cuidado cómo actúan fuerzas opuestas de la 
misma magnitud entre las partes. 

Ecuaciones de equilibrio . Al estudiar los diagramas de cuerpo 
libre, la manera más directa de obtener la fuerza del resorte 
es aplicar las ecuaciones de equilibrio en el orden siguiente; 
Palanca ABG 

l +LM b = 0; Fe¿ 1) - 8 lb(4 in.) - 0 F ¥A = 32 Ib 
Pasador E 

+1LF = 0; F ED seo 60° - F ef sen 60° = 0 F ED ~ P EF = F 
AI F x - 0; 2F eos 60° - 321b - 0 F = 32 Ib 

Brazo EC 

i +IM C = 0; -F,(6 in.) + 32 Ib eos 30°(3 in.) = 0 

F, = 13.9 Ib Resp. 


http://librosysolucionarios.net 
























294 CAP. 6 ANÁLISIS ESTRUCTURAL 


I Ejemplo 6.21 



El bloque de 100 kg se mantiene en equilibrio por medio 
de la polea y sistema continuo de cables mostrado en la figura 
6.34 <í. Si el cable está sujeto en el pasador en B, calcule las 
fuerzas que ejerce este pasador en cada uno de los miembros 
conectados con él. 

SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre. Un diagrama de cuerpo libre de ca¬ 
da miembro del armazón se muestra en la figura 6.34b. Por 
inspección, los miembros AB y CB son miembros de dos fuer¬ 
zas. Además, el cable debe sujetarse a una fuerza de 490.5 N 
para que la polea D y el bloque estén en equilibrio. Se necesi¬ 
ta un diagrama de cuerpo libre del pasador en B, pues en este 
pasador ocurren cuatro interacciones. Son causadas por el ca¬ 
ble atado (490.5 N), el miembro AB (F, tfl ), el miembro CB 
(F cb ), y la polea B (I5 r y lí,). 

Ecuaciones de equilibrio, Al aplicar las ecuaciones de equilibrio 
de fuerzas a la polea i?, tenemos 

%ZF y = 0; B x - 490.5 eos 45° N = 0 B T ~ 346.8 N Resp. 
+ T ZF y = 0; B y ~ 490.5 sen 45 a N - 490,5 N = 0 

B y = S37.3 N Resp. 

Si se usan estos resultados, el equilibrio del pasador requiere 

+1 ZFy- 0; 1F €B -873 3 N-490.5 N -0 F CB - 1660N Resp. 
i£F T = 0; F m4B - £1600 N) - 346.8 N - 0 F AB = 1343 N Resp * 

Puede observarse que el miembro de dos fuerzas CB está 
sujeto a una flexión debido a la fuerza F C5 . Desde el punto de 
vista del diseño, sería mejor hacer recto este miembro (de C a 
B) de manera que la fuerza F cu solamente causaría tensión en 
este miembro. 


MI N 


Fig. 634 



■W0.5 N 



Antes de resolver los problemas que siguen, se recomienda 
repasar los ejemplos precedentes. Para ello, sin mirar las solucio¬ 
nes, se tratará de localizar los miembros de dos fuerzas, trazar 
los diagramas de cuerpo libre y encontrar la manera de aplicar 
las ecuaciones de equilibrio para obtener la solución. 
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PROBLEMAS 


6A9 . Determine iu fuerza reactiva en los pasadores A 
y C del bastidor de dos miembros. 


6*52. Determine la fuerza en los miembros AB y AC 
de la armadura voladiza usada pora sostener los mol¬ 
des de vaciado del concreto de la losa. Los moldes 
ejercen una carga uniforme de 400 N/m sobre el 
miembro superior del ensamble. En A hay un rodillo 
de apoyo y pasadores en A* B, C y D . 


m 0.25 m 


400 N/m 


6*51. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que actúa enyl, B, y C, del bastidor. 


N 


Proh, 6.51 


Prob, 6.53 


Frwb* 6.49 


6.50. Determine la componente vertical y la compo¬ 
nente horizontal de !a fuerza en los pasadores A y C 
del bastidor de dos miembros. 


Prob. 6.52 


6.53. Los dos aislantes AB y BC se usan como soporte 
de la línea de transmisión P. Si el peso de la línea es 
450 N, determine ía fuerza en cada aislador» si se 
unen en una articulación en sus extremos. Asimismo 
¿cuáles son las componentes de la reacción en el so¬ 
porte lijo DI 


200 N/m 


Proh. 6.50 
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6*54. Determine la tensión en el miembro BC del 
bastidor y las componentes horizontal y vertical de la 
fuerza que actúa en el pasador en D. 



6.57. La viga compuesta está fija en E y apoyada en 
rodillos en A y B, Determine las reacciones en todos 
estos apoyos. En C y en D hay bisagras (pasadores)* 


1200 Ib 



6.55* Determine las reacciones en los apoyos Ay B 

de Ja viga compuesta. En C hay un pasador* Prob. 6.57 


2 kN/m 



6.58. Cada cubo del cucharón de almeja tiene un pe¬ 
so de 350 ib y centro de gravedad en G* Determine la 
fuerza en el eslabón/1Z? y la reacción en el pasador C 
y el contacto liso en D, sin tener en consideración los 
pesos de los demás miembros. 


Prob. 6.55 


* 6*56. La estructura del puente consiste en tres seg¬ 
mentos que se pueden considerar articulados enA,D 
y E r apoyados por un balanceador en C y F T y por ro¬ 
dillo en B. Determine las componentes horizontal y 
vertical de la reacción en lodos estos apoyos, debida 
a la carga mostrada. 


2 k m\ 




Prob* 6*58 
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PROBLEMAS 297 





(Í.59. Determine la fuerza necesaria en en el cilindro 
hidráulico AB de las cizallas para desarrollar una 
fuerza normal de 4 MN en el agarre. Las mandíbulas 
están articuladas en C. Determine también la magni¬ 
tud de la fuerza desarrollada en el pasador en C 


6.6L Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que ejercen los pasadores C y D en el 
miembro ECD del bastidor 

6,62. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que los pasadores en B y en D ejercen 
sobre el miembro ABD del bastidor. 


50 N 


Proh. 6.60 


Prob. 6.64 


Proh.?. 6.61/6.62 


6.63. Determine la fuerza que aprieta el tubo liso en 
B si se aplica una fuerza de 100 N en el agarre de los 
alicates. Éstos se encuentran articulados en/1. 


* 6.60. La bomba de pie se usa para inflar uno llanto. Si 
la fuerza requerida para desarrollar la presión nece¬ 
saria en el cilindro es 70 Ib, determine la fuerza verti¬ 
cal P que se debe aplicar ai pedal. El ensamble esta 
articulado en A, B y C. 


\m N 


' 6.64. Determine la fuerza de compresión ejercida so¬ 
bre la muestra por una carga vertical de 50 N aplica¬ 
da a la prensa de rótula. 


Proh, 6,59 
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6.65. El cubo de la rctroexcavadora lleva una carga 
de masa de 500 kg, y tiene centro de gravedad en G. 
Determíne la fuerza en el eslabón DH y el cilindro 
hidráulico/IZf así como las componentes horizontal y 
vertical de la fuerza en los pasadores C y E necesa¬ 
rias para mantener el cubo en la posición que se 
muestra. No se consideren los pesos de los miem¬ 
bros. 


6.67. Una fuerza de 5 Ib se aplica a las manijas del 
agarre. Determine la fuerza compresiva desarrollada 
sobre el perno liso en la boca de la llave. 



ns 





Prnb. 6.67 


Proh. 6,65 * 6,68. Si una fuerza de 10 Ib se aplica en el agarre de 

la abrazadera, determine la fuerza F de compresión 
que ejerce el pedazo de madera sobre la abrazadera. 

6.66. Si el bloque A pesa 50 Ib y la plataforma B pesa 
30 Ib, determine la tensión en los cables y la fuerza 
normal que ejerce el bloque sobre la plataforma. 



0.75 m. 
L5 án. —!- - 
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PROBLEMAS 299 


6.69. Se aplica una fuerza de 4 Ib al mango de la 
abrazadera. Determine la fuerza normal F que ejerce 
el perno sobre la abrazadera. 


1.5 in. 41b 



6,70. Determine la componente horizontal y la com¬ 
ponente vertical de la fuerza que actúa en los pasado¬ 
res^ y C del bastidor. La polea en D es sin fricción. 


ISO tb 



6*72. La pala del tractor soporta la carga de 400 kg 
que tiene centro de masa en G. Determíne las com¬ 
ponentes horizontal y vertical de la reacción en el pa¬ 
sador^ y la fuerza en el cilindro hidráulico EF . To¬ 
dos los puntos denotados en el dibujo son 
articulaciones. Eí mecanismo es el mismo a ambos la¬ 
dos y soporta igual carga de cada lado. 



Prob.6.72 


6,73. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza en C que ei miembro ABC ejerce en 
el miembro CEF . 


6*71. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que el pasador ejerce sobre el miem¬ 
bro ABD. 


501b 


a $ 

A 


c 

A 


1*— 3 ft —4 




ñ ñ-3 ñ 


300 Ib 


Prob. 6.71 


Prob. 6.73 
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6*74. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que los pasadores de unión en B, E y 
D ejercen sobre el miembro BED. 


6,76* El elevador está operado por medio del cilindro 
hidráulico CD* Determine las componentes horizon¬ 
tal y vertical de la reacción en los pasadores A y B y la 
fuerza compresiva en el cilindro cuando se usa para 
mantener el elevador en la posición mostrada. El 
hombre tiene un peso de 230 Ib y un centro de grave¬ 
dad en G* 



Prob. 6.74 


Prob. 6.76 


6,75. La prensa tiene una capacidad de 1500 Ib. De¬ 
termine la fuerza compresiva que esto crea en la por¬ 
ción AB del tornillo y la magnitud de la fuerza ejerci¬ 
da en el pasador C. El tomillo está articulado en su 
extremo B y pasa por la articulación giratoria en A. 


6,77. La grúa está articulada en ,4 y ajusta en el collar 
liso en B. Determine las componentes horizontal y 
vertical de reacción en estos apoyos y la fuerza resul¬ 
tante que el pasador en C ejerce sobre la grúa para 
sostener el huacal, que tiene una masa de 175 kg. 



Prob* 6*75 



Prob. 6.77 
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6*78* Determine las reacciones en los pasadores A y 
B del bastidor, requeridas para soportar la carga de 
200 Ib. La polea grande está articulada en C y tiene 
un radio de 0,5 ft. La pequeña polea en D tiene radío 
de 0,25 fi. 


4 6,80. Determine las reacciones verticales en el sucio 
liso y las componentes horizontal y vertical de reac- 
ción en el pasador# cuando el hombre, que pesa 170 
Ib, se mantiene de pie en la escalera y en la posición 
que se muestra. Los dos segmentos de la escalera es¬ 
tán ligados por el cable DE. 



Prob. 6.78 


B 



Prob. 6.80 


6.79. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que los pasadores ejercen sobre el 
miembro ABCD. Nótese que el pasador en C está su¬ 
jeto al miembro ABCD y pasa por la ranura lisa en el 
miembro ECF. 


6.81. Dos tubos lisos A y del mismo peso ti'; están 
suspendidos de un punto común O por medio de 
cuerdas de la misma longitud* Un tercer tubo, C, se 
coloca entre A y B. Determíne el peso máximo de C 
que mantiene el equilibrio. 



Prob, 6.79 


Prob. 6.8Í 
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6*82. Determine Ja tensión T en la cuerda y el ángulo 
tfque el eslabón de sostén de la polea, AB, hace con 
la vertical. No se considere el peso de las poleas y del 
eslabón. El bloque tiene una masa de 30 kg, y la cuer¬ 
da está atada al pasador en B * 


* 6*84 Si cada eslabón del mecanismo tiene un peso de 
25 Ib, determine el ángulo Apara equilibrio. El resor¬ 
te, que se mantiene vertical, está sin extender cuando 
6 = 0 °. 




Prob. 6*82 


Prob* 6,84 


6.83. 1.a ménsula se usa para sostener un cilindro liso 
que tiene un peso de 40 Ib. Sí la ménsula se encuen¬ 
tra articulada en />, determine las reacciones norma¬ 
les en los pumos B y C y las componentes horizontal 
y vertical de la reacción en D, 


6.85. El pistón C se mueve verticalmente entre las 
dos paredes. Si el resorte tiene una rigidez de k ^ 15 
lb/ín y está incxtendjdo cuando B = 0 o , determine el 
momento de un par M que debe aplicarse &ÁR para 
mantener el equilibrio del mecanismo cuando 
6= 30°. 




Prob. 6.83 


Pmb. 6.85 
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6.86. El peso W se coloca en Ja mesa de modo que su 
centro de gravedad G se sitúe directamente arriba 
del pasador en F* Determine La fuerza compresiva en 
el cilindro hidráulico DE en términos de Wy la geo¬ 
metría de la plataforma. Cada miembro tiene una 
longitud ZL y se articula en su punto medio. 



6.87. El mecanismo de palanca para una prensa de 
máquina sirve como palanca acodada que desarrolla 
una fuerza grande en E , cuando se aplica una peque¬ 
ña fuerza en IL Para demostrarlo, determine la fuer¬ 
za en E, si alguien aplica una fuerza de 80 N en H . La 
cabeza lisa en D puede deslizarse libremente hacia 
abajo. Todos los miembros son articulados. 



Prt>b. 6.87 


6.88. El mecanismo de resortes se usa para absorber 
los choques para una carga que se aplica a la barra de 
tracción AB. Determine la longitud de equilibrio de 
cada resorte, cuando se aplica la fuerza de 50 N. Ca¬ 
da resorte tiene longitud sin carga de 200 mm y la ba¬ 
rra de tracción se desliza por los postes guía CG y EF 
que son lisos. Los extremos de Lodos los resortes se 
sujetan a los miembros respectivos. 



6.89. Determíne el momento de par M que debe apli¬ 
carse ai miembro DC para el equilibrio del mecanis¬ 
mo de retomo rápido. Exprese el resultado en térmi¬ 
nos de los ángulos <P y la dimensión L y la carga 
vertical aplicada P, El bloque en C está confinado a 
resbalar dentro de la ranura del miembro AB. 


6.90. Resuelva el problema 6.89 si la carga aplicada P 
es horizontal y dirigida hacia la derecha. 
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6.93. Los dos discos tienen cada uno un peso de IV y 
se encuentran conectados por una cuerda inextensi- 
ble. Si descansan sobre planos lisos, uno de los cuales 
se inclina un ángulo como se muestra, y el otro es 
vertical, determine el ángulo 6 para equilibrio (a) en 
términos de ios parámetros mostrados y (b) t con 
l?» 101b, #=60» 


631. Las tenazas tienen dos partes que se articulan 
con eslabones en A y B, C, D. Determine las compo¬ 
nentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida so¬ 
bre la piedra de 500 Ib en F y G para levantarla. 


Prob. 6 . 9 1 


* 6,92* Un hombre pesa 150 Ib y se mantiene de pie so¬ 
bre el tablón uniforme que pesa 40 Ib. Determine la 
fuerza que él ejerce sobre el tablón si lo tira con la 
fuerza justamente necesaria para levantar el tablón 
del apoyo B. El tablón está articulado con pasador en 
A . 


14 ft 


Prob. 631 


Prob. 6.93 


6.94. La estructura se encuentra sometida a las cargas 
mostradas. El miembrovlD está sostenido por un ca¬ 
ble ,4B y el rodillo en C, y se adapta a un orificio cir¬ 
cular liso en D. El miembro ED se apoya en un rodi¬ 
llo en D y una barra que pasa por el orificio circular 
en E. Determine las componentes x, y, z y de la reac¬ 
ción en £ y la tensión en el cable AB. 


Oim 


F=(-2.5k| kN 


Prob. 6.94 
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6*95. La estructura se encuentra sujeta a las cargas 
que se muestran. El miembro AB se apoya en una ar¬ 
ticulación de rótula en A y collarín liso en B. El 
miembro CD se apoya en un pasador en C. Determi¬ 
ne las componentes x,y t z de la reacción en/1 y en C. 



Prob, 6,95 


* 6*96, El bastidor de tres miembros se conecta en sus 
extremos usando articulaciones de rótula. Determine 
las componentes y 3 z de la reacción en B y la ten¬ 
sión en el miembro DE. La fuerza que actúa en D es 
F = {250Í - 350k} Ib. 

6*97. El bastidor de tres miembros se conecta en sus 
extremos usando articulaciones de rótula. Determine 
las componentes x t y, z de la reacción en B y la ten¬ 
sión en el miembro DE. La fuerza que actúa en D es 
F= {135i + 2O0j-lS0k}lb. 



X 


Probs. 6*96/6*97 


6*98.0 trípode descansa sobre la superficie lisa en/1, 
B, y C. Sus tres patas que son de la misma longitud 
están sujetas por las puntales DE y DF y FE. Si todos 
ios miembros están unidos por articulaciones de ró¬ 
tula, determine la fuerza en cada puntal para que ha¬ 
ya equilibrio. 


20Ü Ib 



Ü 


Prob. 6*9S 


6*99. La estructura de dos miembros tiene articula¬ 
ciones de rótula en los extremos de sus miembros. 
Determine las componentes de la reacción en ios 
apoyos A y C y la tensión en el cable DE. 



Pn>b, 6*99 
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PROBLEMAS DE REPASO 

* 6.100, Determine las reacciones en ios apoyos de ta 6.102. Determíne la fuerza en cada miembro de la ar- 
viga compuesta. Hay un eslabón corto vertical en C. madura e indique si los miembros están en tensión o 

en compresión. 


5 m 


0.5 



Prob. 6.100 


700 Ib 



Prob. 6.102 


6.101, El mecanismo de dos barras consiste en una pa¬ 
lanca AB y un eslabón liso CD 7 que tiene un collarín 
fijo en su extremo C y un rodillo en el otro extremo 
D. Determine la fuerza P requerida para mantener la 
palanca en la posición Q. El resorte tiene rigidez k y 
longitud inextendida 2L. El rodillo tiene contacto 
con la parte superior o la inferior de la guía horizon¬ 
tal. 



6.103. La armadura Howe para puente está sujeta a la 
carga mostrada. Determine la fuerza en los miem¬ 
bros HD , CD y GD, e indique si los miembros están 
en tensión o en compresión. 

* 6*104. La armadura Howe de puente se encuentra ba¬ 
jo las cargas mostradas. Determine la fuerza en los 
miembros HI , HB t y BC e indique si están en tensión 
o en compresión. 



Prob*. 6.103/6.104 
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6.105. Determine la componente horizontal y la com¬ 
ponente vertical de fuerza en los pasadores A , B y C 
del bast idor de dos miembros. 


6,107, La viga compuesta se apoya con un rodillo en 
B y está fija en el punto A del muro. Si está articulada 
en C, determíne las reacciones en los soportes. 



400 N/m 


Prob. tí. IOS 


Prob. 6.107 



6,106. Determine la fuerza en los miembros AB,AD 
y AC de la armadura espacial e indique si los miem¬ 
bros están en tensión o en compresión. 


6,108. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la reacción en A y en /?. El pasador en C está 
sujeto al miembro AE y pasa por una ranura lisa en el 
miembro BD. 



Prob. 6. im 


Prufo. 6.108 
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6J09, En cada caso, determine la fuerza P requerida 
para mantener el equilibrio. 



wn rh 


6*110, Determine la fuerza en cada miembro de ia ar¬ 
madura e indique si los miembros están en tensión o 
en compresión. 



Proh. 6,109 


Prob, 6,110 
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Fuerzas internas 


En este capítulo se desarrollará una técnica para encontrar la 
carga interna en punios específicos dentro de un miembro es¬ 
tructural, y se generalizará este método para encontrar la varia¬ 
ción, punto por punto, de la carga, a lo largo del eje del miem¬ 
bro. Una gráfica que muestre la variación de Ja carga interna nos 
permitirá encontrar los puntos críticos donde se da la carga in¬ 
terna máxima* En la ultima parte del capítulo se abordará el aná¬ 
lisis de los cables. 


7.1 Fuerzas internas desarrolladas en miembros estructurales 


El diseño de un miembro estructural requiere una investigación 
de las cargas dentro del miembro que son necesarias para equili¬ 
brar las cargas que actuán externamente. El método de las seccio¬ 
nes puede usarse con este fin. Para ilustrar el procedimiento, 
consideremos la viga de “apoyo simple” mostrada en la figura 
7.1a, que está sujeta a las fuerzas F 1 y F 2 . Las reacciones de apoyo 
A*, ^ y By pueden determinarse aplicando las ecuaciones de 
equilibrio, usando el diagrama de cuerpo libre de toda la viga , fi¬ 
gura 7.16. Si las cargas internas en el punto C deben ser determi¬ 
nadas, es necesario pasar una sección imaginaria a través de la 
viga , cortándola en dos segmentos en ese punto, figura 7.1a. Es¬ 
te procedimiento “expone” las cargas internas como extemas en 
el diagrama de cuerpo libre de cada segmento, figura 7.1c. Ya 
que se impidió que ambos segmentos (AC y BC) giraran y se 
trasladaran antes de la sección de la viga, el equilibrio de cada 
segmento se mantiene, si se desarrollan, en la sección de corte. 



(a) 



(b) 

Fíg. 7.1 
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componentes rectangulares de fuerza N c y V c y un momento de 
par resultante M c . Nótese que estas cargas deben ser iguales en 
magnitud y opuestas en dirección en cada segmento (tercera ley 
de Newton ). La magnitud de cada incógnita puede ahora ser de¬ 
terminada por aplicación de las tres ecuaciones de equilibrio al 
segmentóle o CB. Una solución directa para N c se obtiene apli¬ 
cando ZF X = 0; V c se obtiene directamente de UF y = 0; y M c se de¬ 
termina sumando momentos respecto al punto C, IM C = 0, con el 
fin de eliminar los momentos de las incógnitas N c y V 0 


Fig.7.2 


componentes deJ motiienio 
de flexión 


fueren normal 



nitmurnio positivo 


componen Isa de ía futrrüji cortante 


En mecánica, las componentes de la fuerza N; que actúan de 
forma normal a la viga en la sección de corte, y V, que actúa tan¬ 
gencialmente a la sección, se denominan la fuerza nonnal o axial , 
y la fuerza coilaníe, respectivamente. El momento de par M se 
denomina momento deflexión oflexioname, figura 7,2a. En tres 
dimensiones, una fuerza interna general y un momento de par 
resultantes actuarán en la sección. Las componentes y, z de es- 
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tas cargas se muestran en la figura 7.2í>. Aquí es la fuerza ñor - 
maly V T y son componentes de fuerza cortante. es un momen¬ 
to de torsión y M t y M, son componentes del momento de flexión „ 

En la mayoría de las aplicaciones, estas cargas resultantes se loca¬ 
lizarán en el centro geométrico o centroide (C) del área de la 
sección transversal. Aunque la magnitud para cada carga será, en 
general, diferente en puntos distintos a lo largo del eje del miem¬ 
bro, el método de las secciones puede siempre usarse para deter¬ 
minar sus valores. 



¥\g. 7,3 


Diagramas de cuerpo libre. Ya que los bastidores y las má¬ 
quinas se componen de miembros muítiforzados, cada uno de es¬ 
tos miembros estará sujeto, en general a cargas internas norma¬ 
les, cortantes y de flexión. Por ejemplo, considérese el bastidor 
mostrado en la figura 7,3a, Si se pasa la sección de línea segmen¬ 
tada a través del bastidor para determinar las cargas internas en 
los puntos H, G y F, el diagrama de cuerpo libre que resulta de la 
parte superior de esta sección se muestra en la figura 7.3 b. En 
cada punto donde se seccione un miembro hay una fuerza nor¬ 
mal, una fuerza cortante y un momento de flexión desconocidos. 
Consecuentemente, no podemos aplicar las tres ecuaciones de 
equilibrio a esta sección con el propósito de encontrar estas nue¬ 
ve incógnitas,* En vez de ello, para resolver este problema, tene¬ 
mos primeramente que desarmar la estructura y determinar las re¬ 
acciones en las uniones de los miembros, usando las técnicas de 
la sección ó.ó. Hecho esto, cada miembro puede entonces seccio¬ 
narse en su punto apropiado y se pueden aplicar las tres ecuacio¬ 
nes de equilibrio para determinar N, V, y M, Por ejemplo, el dia¬ 
grama de cuerpo libre del segmento DG , figura 7,3c, puede 
usarse para determinar las cargas internas en G si se conocen las 
reacciones del pasador, D r y D v . 


* Recuérdese que este método de análisis es apropiado para las armaduras, 
pues los miembros de armaduras son miembros rectos de dos fuerzas que soportan 
tan sólo carga normal o axial. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento sirve para aplicar el método de 
secciones a la determinación de las cargas internas en una 
localización específica en un miembro. 

Reacciones en los apoyos. Antes de que el miembro se “corte 5 * 
o seccione, puede ser necesario determinar las reacciones en 
los apoyos del miembro, de modo que las ecuaciones de 
equilibrio se usen solamente para resolver las cargas inte¬ 
riores cuando el miembro se corta. Si el miembro es parte de 
un bastidor o de una máquina, las reacciones en las articula¬ 
ciones pueden determinarse usando los métodos de la sec¬ 
ción 6*6, 

Diagrama de cuerpo libre , Conserve todas las cargas distribui¬ 
das, momentos de pares y fuerzas que actúen sobre el miem¬ 
bro en su localización exacta y, después, pase a una sección 
imaginaria a través del miembro, perpendiculármente a su 
eje, en el punto donde se determinara la carga interna. Tra¬ 
ce u o diagrama de cuerpo libre de uno de los segmentos 
“cortados” a cualquier lado de la sección e indique las com¬ 
ponentes x t y, z ? de la fuerza y momento de par resultantes 
en la sección. En particular, si el miembro está sujeto a un 
sistema de fuerzas copla nares, solamente actuarán en la sec¬ 
ción N, V y M. En muchos casos, es posible decidir por ins¬ 
pección el sentido correcto de las cargas desconocidas, pero 
si esto se dificulta, podrá suponerse el sentido. 

Ecuaciones de equilibrio. Aplique las ecuaciones de equilibrio 
para obtener las cargas internas desconocidas. En la mayoría 
de los casos, deberán sumarse momentos en la sección, con 
respecto a ejes que pasan por el centroide o centro goemétri- 
co del área de la sección transversal del miembro, para eli¬ 
minar las fuerzas normal y cortante desconocidas, y así obte- 
, ner soluciones directas para los momentos componentes. Si 
la solución de las ecuaciones de equilibrio da por resultado 
una cantidad que tiene una magnitud negativa, el sentido di- 
recetoría 1 supuesto para la cantidad es opuesto al indicado 
en el diagrama de cuerpo libre. 

Lo siguientes ejemplos ilustran numéricamente este procedi¬ 
miento. 


http://librosysolucionarios.net 



SEC. 7.1 FUERZAS INTERNAS DESARROLLADAS EN MIEMBROS ESTRUCTURALES 313 


■ Ejemplo 7.1 

La barra está fija en su extremo y cargada como se mues¬ 
tra en la figura 1.4a. Determíne la fuerza normal interna en 
los puntos B y C. 



SOLUCIÓN 

Reacciones en las apoyos. En la figura lAb se muestra un dia¬ 
grama de cuerpo libre de la barra entera. Por inspección, en el 
apoyo fijo solamente actúa una fuerza normal A,, ya que las 
cargas están aplicadas simétricamente a lo largo del eje de la barra. 


+ Teí; = 0; A y - 16 kN + 12 kN - 4 kN = 0 ^ = 8kN 


Diagramas de cuerpo libre. Las fuerzas internas B y C se encon- 
trarán usando los diagramas de cuerpo libre de la barra sec¬ 
cionada mostrada en la figura 7.4c. En particular, aquí se es¬ 
cogieron los segmentos AB y DC, ya que contienen el menor 
número de fuerzas. 


Ecuaciones de equilibrio 
Segmento AB 

+ T ZF y = 0; 8 kN - N B = 0 = 8 kN Resp. 

Segmento DC 

+ t ZFy ~ 0; N c - 4 kN = 0 W c = 4kN Resp. 

Intente desarrollar este problema de la siguiente manera: 
determine N B del segmento BD. (Nótese que este plantea¬ 
miento no requiere conocer la reacción en el apoyo en A). 
Usando el resultado para NB y aísle el segmento BC para de¬ 
terminar N c . 


Fíg* 7.4 
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Ejemplo 7.2 

La flecha circular está sujeta a tres momentos de torsión 
como se muestra en la figura 1.5a. Determine el momento de 
torsión interior en los puntos B y C. 



en 


SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. Como la flecha esta sujeta solamente 
a momentos íorsores cólmenles, en el apoyo ocurre una reac¬ 
ción en forma de momento de torsión. Usando la regla de la 
mano derecha para definir la dirección de los momentos de 
torsión, requerimos de 

£Aí r = 0; -10N-m + 15N-m + 2QN-m-r D «0 
T d = 25 N ■ ni 


tUN-m 



Diagramas de cuerpo libre . Los momentos torsores internos en 
B y C se encontrarán usando los diagramas de cuerpo libre de 
los segmentos AB y CD de la flecha, figura 7.5c. 


Ecuaciones de equilibrio . Si se aplica la ecuación de equilibrio 
de momentos a lo largo del eje de la flecha, tenemos 
Segmento AB 

1M X = 0 ; -10 N ♦ m + 15 N ■ m - T B = 0 T B = 5 N ■ m Resp . 


Segmento CD 

ZM X = 0; T c -25 N‘m = Q T c = 25 N ■ m Resp. 

Trate de desarrollar el problema para TC utilizando el 
segmento G4. Nótese que este planteamiento no requiere de¬ 
terminar la reacción en el apoyo en />, 
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■ Ejemplo 7.3 

La viga soporta la carga mostrada en la llgura 7.6a. De¬ 
termine la fuerza normal interna, la fuerza cortante y el mo¬ 
mento flcxionante que actúan justo a la izquierda, punto B , y 
justo a la derecha, punto C, de la fuerza de 6 kN. 


SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. El diagrama de cuerpo libre de la vi¬ 
ga se muestra en la figura 7,ó£>. Al determinar las reacciones 
externas, nótese que el momento de par de 9 kN ■ m es un 
vector libre y, por tanto, se puede situar en cualquier parle en 
el diagrama de cuerpo libre. Aquí sólo determinaremos^., 
pues sólo se usarán en el análisis los segmentos AB y AC. 

i +ZM D = 0; 9 kN - m + (6 kN}(6 m) -AJÍ 9 m) - 0 

A,* 5 kN 

Diagramas de cuerpo libre . Los diagramas de cuerpo líbre de 
los segmentos izquierdos AB y AC de la viga se muestran en 
las figuras 7,6c y 7>6d. En este caso, el momento de par de 
9 kN ■ m no se incluye en estos diagramas, pues se le debe 
mantener en su posición original hasta después de hacer la 
sección y aislar ei cuerpo apropiado. En otras palabras, las a 
cargas internas, cuando se les determina a partir de los 
segmentos izquierdos de la viga, no son influidas por el efecto 
del momento de par, ya que este momento, de hecho, no 
actúa en estos segmentos. 



9kNm 


.¡a? 


j- 1 —3 m- 


-6 m- 


Ecuaciones de equilibrio 
Segmento AB 

i*£F r = 0; N b = 0 Resp. 

+ tEF,= 0; 5 kN -V B ^0 V B = 5kN Resp. 

I +IM B = 0; -<5 kN)(3 m) + M B = 0 M B = 15 kN • m Resp. 


— 3 m— 
*5kN 


] N S 


<C) 


Segmento AC 

= 0; N c = 0 Resp, 

+ J tZF y = 0; 5 kN - 6 kN -V c =0 K c = -lkN Resp , 

i+EM c = 0; -(5 kNX3 m) + M c = 0 M c = 15 kN * m Resp. 


fikN 

M c 


A\ 


]-—-3 m- 

5 kN 


3 - 1 - 


v c 


(d) 

Aquí el brazo de momento para la fuerza de 5 kN es aproxi¬ 
madamente igual a 3 m, puesB y C son “casi” coincidentes. Fj 7 6 
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R Ejemplo 1A 



(□) 



Fig. 7.7 


Determine la fuerza interna normal* la fuerza cortante y 
el momento flexión que actúan en el punto B del bastidor de 
dos miembros mostrado en la figura 1.1a . 

SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos . En la figura Ub se muestra un dia¬ 
grama de cuerpo libre de cada miembro. Como CD es un 
miembro de dos fuerzas, las ecuaciones de equilibrio deben 
aplicarse solamente al miembros! C. 

1 +IM a = 0; -40G lb(4 ft) + ft) = 0 = 3333 Ib 

+>ZF X = 0; -A, + (|X3333 Ib) = 0 A x = 266.7 Ib 

+ 1 ZF y - 0; A y - 400 Ib + j£3333 Ib) - 0 , 4 , = 200 Ib 

/>/«^rc/7?a5 de cuerpo /tére. Al pasar una sección imaginaria 
perpendicular al eje del miembro AC por el punto i?, se obtie¬ 
nen los diagramas de cuerpo libre de los segmentos AB y BC 
mostrados en la figura 7.7c. AI trazar estos diagramas es im¬ 
portante mantener la distribución de la carga exactamente 
donde está hasta después de la sección. ¿Por qué? También 
nótese que N*, \ B> y actúan con igual magnitud, pero en 
dirección opuesta en cada segmento: tercera ley de Newton. 

Ecuaciones de equilibrio . Aplicando las ecuaciones de equili¬ 
brio al segmento AB> tenemos 

i £F r = 0; N b - 266.7 Ib - 0 N B - 267 Ib Resp . 

+ÍLF, = 0; 200 Ib - 200 Ib - = 0 Resp. 

I +1M B - 0; M b - 200 lb(4 ft) + 200 lb(2 ft) - 0 

M b = 400 Ib - ft Resp . 

Como ejercicio, trate de obtener estos mismos resultados 
usando el segmento BC. 


200 !b 



200 Ib 



leí 
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■ Ejemplo 7*5 

Determine la fuerza norma!, la fuerza cortante y el mo¬ 
mento flexionante que actúan en el punto E del bastidor car¬ 
gado, como se ve en la figura 7 + 8 ¿l 



Reacciones en los apoyos * Por inspección, encontramos que los 
miembros AC y CD son miembros de dos fuerzas, figura 7M. 

Con el fin de determinar las cargas Internas en E, debemos 
primeramente determinar la fuerza R en el extremo del 
miembro AC * Para hacer esto debemos analizar el equilibrio 
del pasador en C ¿Por qué? 

Al sumar fuerzas en dirección vertical sobre el pasador, 
figura 7.8fr, tenemos 

+ 1IE y - 0; R sen 45° - 981 N = 0 R = 1387,6 N 

Diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre del 
segmento CE se muestra en la figura 7.8c, 

Ecuaciones de equilibrio 

±>TE,= 0; 1387,6 eos 45° N -V £ -0 V E = 981 N Resp. 

+1 LF y = 0; -1387.6 sen 45° N + N E = 0 Afe = 981 N Resp * 

i +IM e = 0; 1387.6 eos 45° N(0.5 m)-M E = 0 M E - 490 N ■ m Resp. 
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Ejemplo 7.6 

Una fuerza de F = {—3i + 7j - 4k} kN actúa en la esquina 
de una viga que se extiende a partir de una pared fija, como se 
muestra en la figura 1.9a. Determine las cargas internas en A. 


r 



Fig. 7.9 


SOLUCIÓN 

Este problema será resuelto considerando el segmento 
AB de la viga, ya que no involucra las reacciones en el apoyo. 

Diagrama de cuerpo libre. El diagrama de cuerpo libre del 
segmento AB se muestra en la figura 1.9b. Las componentes 
de la fuerza resultante F., y el momento pasan a través del 
centroide o centro geométrico de la sección transversal en A. 

Ecuaciones de equilibrio 


£F = 0; 

emú - «>; 


M. + r x F = M., + 


F^ - 3i + 7j - 4k = 0 
¥ a = {3i - 7j + 4k} kN 

' j k 

-0.5 0.1 -0.15 
-3 7-4 


= 0 


= {-0.6501 + 1.55j + 3.20k} kN • m 


Resp. 


Resp. 


Aquí F r = {3i}kN representa la fuerza normal TV, mientras que 
F y = {“7j} kN y F. = {4k} kN son las componentes de la fuerza 
cortante V = /f - + F~ También, el momento de torsión es 
T = M, = {—0.65i} kN • m, y el momento flexionante está 
determinado según las componentes M y = {1.55j} kN • m y 
= {3.20k} kN • m; es decir, M b = 1 Mj. + M] 
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PROBLEMAS 


7.1. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y 
el momento en la viga en los puntos C y D. El punto 
C está localizado justo a la derecha de la carga de 8 
klb. 


SkJb 



7.2 Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y 
el momento en la flecha en los puntos B y D. Estos 
puntos se encuentran justo a la derecha de la fuerza 
de 150 ib y de la chumacera en C, respectivamente. 
En A se encuentra una chumacera de empuje y en C, 
una chumacera simple. 


I50lb 75 ib 


A 

rfl- 

, B Col 

U - n=¿- X 

BJr - 1 

i - 15 ín. 

...... ..... 

-- )5i.n. -— lOin.—* 


Frol>. 7.2 


73. En la flecha actúan tres momentos de torsión, 
como se muestra. Determine el momento de torsión 
en los puntos^, B, C, y Z>. 



* 7.4. La flecha se apoya en las chumaceras lisas que se 
encuentran en A y i?, y está sometida a los torques 
que se indican. Determine el lorque en el punto C, 
en el punto D y en el punto £. 



Priíb. 7.4 


7.5. Determine la fuerza normal. La fuerza cortante y 
el momento en la viga en el punto B. 


óüft/ib 



7.6. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y 
momento que actúan en el punto C. 



Profa. 7.3 


Pn>l>, 7.6 
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7-7, Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y 7.10. La espiga de perno está sujeta a una tensión de 
momento que actúan en el punto D de la viga. 80 Ib. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 

y momento que actúan en el punto C. 


500 N/m 



* 7.8. Determine La fuerza normal, la fuerza cortante y 
momento que actúan en los puntos C y D de la viga. 



Prob.7.10 


300 Lb/ft 



6000 Ib ft 


7.9. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante y 
momento que actúan en el punto C 


4 kN/m 



7.11. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y momento que actúan en el punto C. La unidad de 
enfriamiento tiene un peso total de 52 Idb y centro de 
gravedad en G. 



Prob. 7.9 


Prob. 7.11 
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PROBLEMAS 321 


* 7*12. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y momento que actúan en el punto C. Desprecie el 
espesor de la viga. 


7.15* Determine ia fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en la viga en los puntos C y D. 


2 JO Ib 



Prob. 7.12 


7J3. Determine la fuerza normal, la fuerza corlante 
y el momento en (a) punto C 7 que está justo a la de¬ 
recha del rodillo en A 7 y (b) punto D, que está justo a 
la izquierda de la fuerza concentrada de 3000 Ib. 


m\wh 




Prob* 7*13 


Prob* 7J5 


* 7*16. El carro de la grúa ejerce fuerzas de 2000 ib so¬ 
bre la viga* Determine ei momento desarrollado en la 
viga en el punto C, cuando el carro está en la posi¬ 
ción mostrada. Desprecie el peso de la viga y el carro. 


7*14. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en el pumo C* 


20001b 2000 Ib 



Prob* 7*14 


Prob* 7*16 
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7.17, La viga-columna está fija en el suelo y soporta 
la carga mostrada. Determine la fuerza normal, la 
fuerza cortante y el momento en los puntos A y B ; 
debido a esta carga. 



7.19. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en los puntos D y E del bastidor. 



* 7.20. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en la viga en los puntos D y E. El punto 
E está justo a la derecha de la carga de 4 kJb. La 
unión en B es un pasador. 


Prob. 7.17 


7,18. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en los puntos C y D de la viga. 


4 klb 


0.5 kJb/ft 



Prob. 7.20 



7.21, Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en el punto C. 



Prob, 7,18 


Prob, 7.21 
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PROBLEMAS 323 


7.22. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 7.25. Determine Ea fuerza normal* la fuerza córtame 
y momento en el punto D . y momento que actúan en los puntos B y C del miem¬ 

bro curvo. 



150 N/m 



Prob. 7.22 


7.23. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y momento en los puntos E y F. 



5o i yu 



Prob. 7.25 


7.26, Determine ía fuerza normal* la fuerza cortante y 
momento en el miembro curvo como función de 0. 


* 7.24. Determino la fuerza normal, la fuerza cortante 
y momento en la viga en Eos puntos D y E. El punto E 
está justo a la derecha de la carga de 3 klb. 


3 klb 


J.5 kJb/fi 

rr-nTI ■ 

t f: 

f !■ i m . 

[■— 6 ft —^ 

D 

- — — 

"R 

L— 4 n —-| 

c[ 

— 4 ft —| 


Prob. 7.24 


Prob. 7.26 
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* 7*27* Determine la fuerza cortante y momento que 
actúan en el punto C de la viga. Utilice la regía de 
Simpson para evaluar las integrales requeridas en el 
cálculo. 


730. Determine las componentes x f y, z de la fuerza y 
el momento en el punto C de la tubería. Haga caso 
omiso del peso del tubo. La carga que actúa en (0, 
3.5 ft, 3 ft) es Fi = {- 24 ; - 10k} Ib y M - {-30k} Ib * ft 
y en el punto (0, 3.5 ft, 0) 80i> Ib. 



* 7*28, Determine las componentes x, y, z de la fuerza y el 
momento en el punto C de la tubería. Despreciando el 

peso del tubo; suponga que Fi = {350i-400j> Ib y Prob.730 

F 2 * {-3Q0j + 150k} Ib. 


7*29* Determine las componentes x, y, z de la fuerza y 
el momento en el punto C de la tubería. No tome en 
cuenta el peso del tubo. Considere que Fj = 
{200i - 3ÜGj -80k) Ib y F 2 = {-1501 - 2QGj + 250k}lb. 


73L Determine las componentes x, y, z de la fuerza y 
el momento en el punto D de la varilla. Considere 
que F = {7i - 12j -5k}kN, Los apoyos en B, C son 
chumaceras. 



Probs* 7J.Ep.29 


Ptüb* 731 
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*7.2 Diagramas y ecuaciones de fuerza cortante y de momento 


Las vigas son miembros estructurales que se diseñan para sopor¬ 
tar cargas aplicadas perpendicularmente a su eje. En general, las 
vigas son barras rectas, largas, que tienen sección transversal de 
área constante. Suelen clasificarse por la naturaleza de sus apo¬ 
yos. Por ejemplo, una viga de apoyo simple está articulada en un 
extremo, y el otro se apoya con un rodillo, figura 7.10, en tanto 
que una viga voladiza se halla fija en un extremo y libre en el 
otro. El diseño real de una viga requiere conocimiento detallado 
de la variación de la fuerza cortante interna V y del momento de 
flexión M que actúan en cada punto a lo largo del eje de la viga. 
Luego de efectuar el análisis de fuerzas y de momentos de fle¬ 
xión, uno puede usar la teoría de la mecánica de materiales para 
determinar el área de la sección transversal requerida de la viga. 

Las variaciones ñeVyM como funciones de la posición x de 
un punto arbitrario a lo largo del eje de la viga pueden obtenerse 
usando el método de las secciones discutido en la sección 7.1. 
Aquí, sin embargo, es necesario efectuar la sección imaginaria a 
una distancia arbitraria a: del extremo de la viga, en vez de hacer¬ 
lo en un punto especificado. Si se grafican los resultados. Jas grá¬ 
ficas de K y M como funciones de x reciben et nombre de diagra¬ 
ma de fuerzas cortantes y diagrama de momentos de flexión, 
respectivamente. 

En general, las funciones de la fuerza cortante y el momento 
de flexión internos serán discontinuas, o su pendiente será dis¬ 
continua en los puntos donde la carga distribuida cambia o don¬ 
de se aplican fuerzas concentradas o momentos de pares. Debido 
a esto, las funciones de la fuerza cortante y el momento de fle¬ 
xión deben determinarse para cada segmento de la viga localiza¬ 
do entre dos discontinuidades cualesquiera de la carga. Por 
ejemplo, habrá que usar secciones localizadas en X u x 2 y x 3 para 
describir la variación de Vy M, a través de toda la longitud de la 
viga en la figura 7.10. Estas funciones serán válidas solamente 
dentro de las regiones que van desde 0 hasta a para x u desde a 
hasta b pamx 2 y desde b hasta L para jc 3 . 




Fig. 7.10 


http://librosysolucionarios.net 





326 CAP. 7 FUERZAS INTERNAS 


La fuerza normal interna no se considerará en la siguiente 
discusión, por dos razones. En la mayoría de los casos, las cargas 
aplicadas a la viga actúan perpendicularmente al eje de la viga y, 
por tanto, sólo producen fuerza cortante y momento de flexión 
internos. Para fines de diseño, la resistencia de la viga a la fuerza 
cortante, y particularmente al momento de flexión, es más im¬ 
portante que su capacidad para resistir la fuerza normal. 

Convención de signo. Antes de presentar un método para 
determinar la fuerza cortante y ei momento de flexión como fun¬ 
ciones de x y, después graficar estas funciones (diagramas de 
fuerzas cortantes y de momentos de flexión), es necesario esta¬ 
blecer una convención de signos para definir la fuerza cortante y 
el momento de flexión "'positivos” y ‘'negativos” que actúan en la 
viga. [Esto es análogo a asignar las direcciones positivas de los 
ejes coordenados, del ejejc positivo hacia la derecha, y del eje y 
positivo hacia arriba, al graficar una función y =J{x)]. Aun cuan¬ 
do es arbitraria la elección de una convención de signo, elegire¬ 
mos en este libro la utilizada en la mayoría de los libros de mecá¬ 
nica. Se ilustra en la figura 7,11, Aquí las direcciones positivas 
corresponden a una fuerza cortante interna que causa rotación 
del miembro en que actúa en el sentido de las manecillas de un re¬ 
loj, y un momento interno que causa compresión en ¡a parte de 
aniba del miembro. Las cargas opuestas a las que se acaban de 
describirse consideran negativas. 


v v 



fuerza cortante positiva 



M M 



momento positivo 
convención de signo para una viga 


Fig. 7.11 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS. 

El siguiente procedimiento proporciona un medio de cons¬ 
trucción de los diagramas de fuerzas cortantes y momentos 
de flexión para una viga* 


Reacciones en los apoyos * Determine todas tas fuerzas y pares 
reactivos que actúan sobre la viga y descomponga las fuerzas 
en componentes que actúen perpendicular y paralelamente 
al eje de la viga* 


Fundones de momento y fuerza cortante * Especifique coorde¬ 
nadas separadas x con origen en el extremo izquierdo de la vi¬ 
ga y que se extienden a reglones de la viga entre fuerzas con¬ 
centradas y/o momentos de pares, o donde no hay 
discontinuidad de la distribución de cargas* Corte la viga 
perpendicularmenle a su eje en cada distancia x* En el dia¬ 
grama de cuerpo libre, es importante asegurarse ele que V y 
M actuán en el sentido positivo que corresponde, según el 
convenio de signo dado en la figura 7*11* V se obtiene su¬ 
mando las fuerzas perpendiculares al eje de la viga, y M se 
obtiene sumando momentos respecto al extremo seccionado 
al segmento* 


Diagramas de fuerza cortante y de momento . Graflque el dia¬ 
grama de fuerza cortante (V contra x ) y el diagrama de mo¬ 
mento (M contra x). Si los valores calculados de las funcio¬ 
nes que describen V y M son positivos, los valores se marcan 
arriba del eje x, en tanto que valores negativos , abajo* En ge¬ 
neral, es conveniente hacer las gráficas de fuerza corlante y 
momento de flexión directamente abajo del diagrama de 
cuerpo libre de la viga. 


Los siguientes ejemplos ilustran numérica mente este proce¬ 
dimiento* 
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■ Ejemplo 7.7 


Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento de 
flexión para la viga indicada en la figura 7.12a. 

SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. Se han calculado las reacciones en los 
apoyos, como se muestra en el diagrama de cuerpo libre de la 
viga, figura 7.12*/. 

Funciones de momento y fuerza cortante. La viga está seccio¬ 
nada a una distancia arbitrarias a partir del puntos, que se 
extiende dentro de la región AB, y el diagrama de cuerpo libre 
del segmento izquierdo se muestra en la figura 7.12 b. Las 
incógnitas V y M actúan en la dirección positiva sobre la cara 
derecha del segmento, de acuerdo con la convención de sig¬ 
nos establecida. ¿Por qué? Aplicando las ecuaciones de equi¬ 
librio se llega a 


+ t£F,. = 0; 

S, +EM= 0; 


V- 25 kN 
M = 25x kN • m 


( 1 ) 

( 2 ) 


En la figura 7.12c se muestra un diagrama de cuerpo libre 
para el segmento izquierdo de la viga, que se extiende una 
distancia x dentro de la región BC. Como siempre, V y M ac¬ 
túan en el sentido positivo. Por lo tanto, 


50 kN 



|- 1 m 


■f--2m —4 


V 



M 


25 kN 


(b) 

50 kN 



2m<.fí4m 
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+ t£f; = 0; 

i +EA/ = 0; 


25-50- V= 0 
V= -25 kN 

M + 50(r - 2) - 25(x) = 0 
M = (100 - 25x) kN ■ m 


( 3 ) 


(4) 


Diagramas de fuerza cortante y de momento. Cuando las ecua¬ 
ciones 1 a 4 se grafican dentro de las regiones en las que son 
válidas, se obtienen los diagramas de fuerza cortante y de 
momento de flexión mostrados en la figura 7.12rí. El diagrama 
de fuerza cortante indica que la fuerza cortante interna es 
siempre de 25 kN (positiva) a lo largo del segmento AB de la 
viga. Justo a la derecha del punto B, la fuerza cortante cambia 
de signo y se conserva a un valor constante de -25 kN para el 
segmento BC. El diagrama de momento de flexión parte de 
cero, se incrementa linealmente hasta el punto C en x = 2 m, 
donde = 25 kN(2 m) = 50 kN ■ m, y de ahí en adelante 
decrece hasta cero. 

En la figura 7.12d se ve que los diagramas de fuerza cor¬ 
tante y de momento de flexión son discontinuos en los puntos 
donde hay fuerzas concentradas; es decir, en los puntos/l, B y 
C. Por esta razón, como ya se estableció anteriormente, es 
necesario expresar tanto la función de la fuerza cortante como 
la del momento de flexión, separadamente, por regiones entre 
cargas concentradas. Debería tenerse en cuenta, sin embargo, 
que todas las discontinuidades de la carga son matemáticas y 
provienen de la idealización de una fuerza y de un par concen¬ 
trados. Físicamente, las cargas se aplican sobre un área finita, 
y si esta variación de la carga pudiera tomarse en cuenta, to¬ 
dos los diagramas de fuerzas cortantes y de momentos de flexión 
serían en realidad continuos sobre toda la longitud de ¡a viga. 



Fig. 7.12 
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■ Ejemplo 7.8 




Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento de 
flexión para ia viga indicada en la figura 7.13a. 


SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. Se han calculado las reacciones en los 
apoyos, como se muestra en el diagrama de cuerpo libre de la 
viga, figura 7,13c. 


Funciones de momento y fuerza corlante. En la figura 7.13b se 
indica el diagrama de cuerpo libre para un segmento izquier¬ 
do de longitud de la viga. La carga distribuida que actúa sobre 
este segmento, que tiene una intensidad de lx en su extremo, 
se sustituye por una fuerza resultante después de que se aísla 
el segmento como diagrama de cuerpo libre. La magnitud de 
la fuerza resultante es igual a * ir 2 . Esta fuerza actúa 

en el centroide del área de la carga distribuida, a una distancia 
de t* a partir del extremo derecho. Ai aplicar las dos 
ecuaciones de equilibrio se obtiene como resultado 

+ÍLF,- 0; 9-|x 2 -v = 0 


V = 


Q _ — 1 

J 3 


kN 


(1) 



F¡&. 7.13 


l +EAÍ = 0; 


M 


3 w 


- 9x = 0 


M- 


9x~- 


vA 


kN ■ m 


( 2 ) 


Diagramas de fuerza cortante y de momento. Los diagramas de 
la fuerza cortante y del momento de flexión indicados en la 
figura 7.10c se obtienen gral'icando las ecuaciones 1 y 2. 

El punto donde la fuerza cortante es cero puede encontrarse 
mediante la ecuación 1: 

f^ = 9-y = 0 


x = 5.20 m 

Este valor de .v representa el punto sobre la viga donde hay 
momento máximo (véase la sección 7.3). Sí usamos la ecuación 
2, tenemos 


M_«, = 


9(5.20}- 


(5.20V 


] kN • 


m 


= 31.2 kN ■ m 
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PROBLEMAS 

Para cada uno de los problemas que siguen, establez¬ 
ca el eje x con origen en eí extremo izquierdo de la 
viga, y obtenga la fuerza cortante interna y el mo¬ 
mento como función de x. Use estos resultados para 
graficar los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento, 

* 732. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 
mentopara la flecha. 


35 Ib 



Prob. 732 


733. La barra sostiene el motor de 600 Ib. Trace los 
diagramas de fuerza cortante y momento para la ba¬ 
rra de suspensión. 



Prob. 733 


734, Trace los diagramas de fuerza cortante y mo¬ 
mento para la viga. 


8001b 800 Ib 800 Ib 



735. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga en términos de los parámetros 
mostrados. 


Mu M 0 



Prob. 7,35 

* 736, Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


300 lh/fi 



Prob. 736 

737. Trace los diagramas de fuerza cortante y mo¬ 
mento para la Hecha. Los apoyos mA y C son chu¬ 
maceras. 


LSfcN/m 



7.38. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


2 kN/ m 



Prob. 738 
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CAP. 7 FUERZAS INTERNAS 


7 39. Trace los diagramas de fuerza cortante y mo- 7.42* Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la flecha. Los sopones en A y B son chu- memo para la viga, 
maceras. 


600 N/m 



120 ib/ft 



Prob* 7,42 


* 7*40, La grúa de brazo soporta un peso de 750 Ib. Si 
el aguilón AB tiene un peso uniforme de 60 Ib/ft, tra¬ 
ce tos diagramas de fuerza cortante y momento para 
el aguilón. 


d B 



Prob. 7.40 


7.41. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga ABC * Nótese que^l es un soporte 
fijo y que en B hay uo pasador. Resuelva el problema 
usando los parámetros que se muestran. 


7.43. Trace tos diagramas de fuerza cortante y mo¬ 
mento para la viga. 


300 N/m 



* 7.44. Trace los diagramas de fuerza cortante y mo¬ 
mento para la viga. 


1200 Ib/ft 



9Fl 


Prob. 7.44 





Prob. 7.41 


7*45. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


500 Ib/fl 
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7,46. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


5 kMi 



Prob. 7-46 


7.47. La viga voladiza es de un material con peso es¬ 
pecífico. y Determine la fuerza cortante y el momen¬ 
to como función dex. 



Prob. 7.47 


* 7.48. La viga cederá cuando el momento máximo de¬ 
sarrollado en ella sea de Determine la posición 
x de la fuerza concentrada P y su mínima magnitud 
para que ceda la viga. 

p 





Prob. 7.48 


7,49. Determínese la distancia a entre los apoyos en 
términos de la longitud L de la viga, de manera que 
el momento de flexión en la flecha siméiñca sea cero 
en el centro de la flecha. La intensidad de la carga 
distribuida en el centro de la flecha es w 0 . Los apoyos 
son chumaceras. 



7.50. Determine la distancia a entre los apoyos en 
términos de la longitud, L , de la viga, de manera que 
el momento en el centro de la viga simétrica sea cero. 





Prob. 7.50 


7.51. Determine la colocación a del rodillo B desde 
C, de modo que se igualen las magnitudes respectivas 
del momento máximo y el momento mínimo. 


IV 



Prob. 7.51 


7.52* Exprese las componentes de fuerza cortante y 
de momento que actúan en el tubo como función de y, 
donde 0 y < 4fL 
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7.3 Relaciones entre carga distribuida, fuerza cortante y momento 


En los casos en los que una viga se sujeta a la acción de varias 
fuerzas concentradas, momentos de par y cargas distribuidas, el 
método para trazar los diagramas de fuerzas corlantes y de mo¬ 
mentos de flexión que se discutió en la sección 7.2 puede volver¬ 
se muy tedioso. En esta sección se discutirá un método más sim¬ 
ple para trazar estos diagramas un método basado en las 
relaciones diferenciales que existen entre la carga, fuerza cortan¬ 
te y momento de flexión. 



Carga distribuida. Considere la viga AD indicada en la figu¬ 
ra 7.14 a, que está sujeta a la acción de una carga distribuida arbi¬ 
traria h' = w(x) y a una serie de fuerzas concentradas y momentos 
de par. En lo que sigue, la cat'ga distribuida se considerará positi¬ 
va cuando la carga actúe hacia abajo. En la figura lA4b se mues¬ 
tra el diagrama de cuerpo libre para un pequeño segmento de la 
viga que tiene una longitud Av. Como este segmento se ha elegi¬ 
do en un punto x a lo largo de la viga, que no está sujeto a una 
fuerza o a un momento de par concentrados, cualesquiera de los 
resultados que se obtengan no podrán aplicarse a puntos donde 
se apliquen cargas concentradas. La fuerza cortante y el momen¬ 
to de flexión infernos mostrados en el diagrama de cuerpo libre 
se supone que actúan en la dirección positiva y de acuerdo con la 
convención de signos establecida, figura lA4b. Nótese que tanto 
la fuerza cortante como el momento de flexión que actúan en la 
cara derecha deben incrementarse en una cantidad finita peque¬ 
ña, para mantener al segmento en equilibrio. La carga distribui¬ 
da se ha sustituido por una fuerza concentrada AF = w(x) Ar que 
actúa a una distancia muy pequeña k(Ax) del extremo derecho, 
donde 0 < k < 1 [por ejemplo, si w(x) es uniforme y k = 4]. Apli¬ 
cando las ecuaciones de equilibrio, tenemos 


+ 1 ZFy = 0; V- w(x) Ar - ( V + AV) = 0 

AV = -vv'(x) Ar 


L = 0; -V Ar - M + iv(x) Ar[/c( Av)] + (M + AAf) = 0 

AAf = V Ay - w(x)k( Ar) 2 


Fig. 7.14 


Dividiendo per Ax y tomando el límite cuando, Av-* 0, estas dos 
ecuaciones vienen a ser 
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ÚV 

dx 


- w(x) 


Negativo de la 


Pendiente del diagrama 
de fuerza cortante 


= intensidad de carga (7.1) 

distribuida 


y 



(7.2) 


Pendiente del di a- = Fuerza cortante 
grama de momento 


Estas dos ecuaciones proporcionan una forma conveniente para 
trazar los diagramas de fuerzas cortantes y de momentos de fle¬ 
xión. Para un punto específico de Ja viga, la ecuación 7.1 estable¬ 
ce que la pendiente del. diagrama de faenas cortantes es igual al ne¬ 
gativo de la intensidad de la carga distribuida en el punto , mientras 
que la ecuación 7.2 establece que la pendiente del diagrama de 
momentos es igual a la fuerza calíante en el punto . En particular, 
si la fuerza cortante es igual a cero, dMfdx = 0, por consiguiente, 
los puntos de fuerza cortante cero corresponden a puntos de mo¬ 
mento de flexión máximo (o posiblemente mínimo). 

Las ecuaciones 7,1 y 7.2 pueden también reescribirse en la 
forma dV- -w(x) dx y dM - Vdx. Tomando en cuenta que w(x) 
dx y Vdx representan áreas diferenciales bajo los diagramas de 
carga distribuida y fuerza cortante, respectivamente, se podrán 
integrar estas áreas entre dos puntos B y C a lo largo de la viga, 
figura y escribir 



(73) 


Cambio en _ Negativo del área bajo 


fuerza cortante Ia curva de cargas 


y 



(7,4) 


Cambio 
en momento 


Área bajo diagrama 
de fuerza cortante 


http://librosysolucionarios.net 










336 


CAP. 7 FUERZAS INTERNAS 


La ecuación 7,3 afirma que el cambio en la füerza cortante entre 
los puntos B y C es igual al negativo del área bajo la curva de la dis¬ 
tribución de cargas entre estos dos puntos . Análogamente, de la 
ecuación 7.4, el cambio del momento entre B y C es igual al área 
bajo el diagrama de fuerza cortante dentro de la región BC , Ya que 
se hacen dos integraciones, la primera para determinar e! cam¬ 
bio en fuerza cortante, ecuación 7.3, y la segunda para determi¬ 
nar el cambio del momento, ecuación 7.4, podemos decir que si 
la curva de cargas w = w(x) es un polinomio de grado n , entonces 
V = V(x) será una curva de grado n + 1, y M = M(x) será una curva 
de grado n + 2. 

Como se dijo previamente, las ecuaciones anteriores no se 
aplican en puntos donde actúa una fuerza o momento de par 
concentrado * Estos casos especiales crean discontinuidades en los 
diagramas de fuerza cortante y de momento y, por tanto, necesi¬ 
tan, cada uno, tratamiento por separado. 



Fig. 7.15 
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Fuerza. Un diagrama de cuerpo libre de un pequeño segmento 
de la viga en la figura 7.14n, lomado debajo de una de las fuer¬ 
zas, se muestra en la figura 7.15a. Aquí puede verse que el equili¬ 
brio de fuerzas requiere 


+ T TF y = 0; 


AY = -F 


(7.5) 


Así pues, el cambio en fuerza cortante es negativo, de modo que 
en el diagrama de fuerza cortante, la fuerza cortante “salta” ha¬ 
cia abajo cuando F actúa hacia abajo sobre la viga. Así también, 
el salto en la fuerza cortante (Al / ’) es hacia arriba cuando F actúa 
hacia arriba. 


Momento de par. Si tomamos un segmento de viga en la figu¬ 
ra 7.14c que se encuentre en el momento de par, e! diagrama de 
cuerpo libre mostrado en la figura 7.15b es lo que ohtcnemos. En 
este caso, haciendo, Ax -* 0 , el equilibrio de momentos requiere 


[ +LM = 0 ; 


AM~M 


(7.6) 


Así, el cambio en momento es positivo , o el diagrama de momen¬ 
to “salta” hacia arriba si M 0 tiene el sentido de ¡as manecillas de 
un reloj. Así también, el salto £sM es hada abajo, cuando tie¬ 
ne el sentido contrario a! de las manecillas dd reloj. 


Los siguientes ejemplos ilustran aplicaciones de las ecuacio¬ 
nes precedentes para la construcción de los diagramas de fuerza 
cortante y de momento. Luego de estudiarlos, se recomienda re¬ 
solver los ejemplos 7.7 y 7,8, usando este método. 
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■ Ejemplo 7.9 


Trace los diagramas de fuerza cortante y de momento pa¬ 
ra la viga mostrada en la figura 7.16 a. 


50 lb/ft 


4001b 


1600 lb-ft 


TT 


(b) 



Fig. 7.16 

SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos . Las reacciones en el apoyo fijo han si¬ 
do calculadas y mostradas en el diagrama de cuerpo libre de 
la viga, figura 7.16 b. 


Diagrama de fuerza cortante. La fuerza cortante en los extre¬ 
mos se gráfica primero, figura 7.16c. Por el convenio de sig¬ 
nos, figura 7.11, K = +400 enjc = 0yK=0enjc = 8. Puesto que 
dV/dx = -w = -50, se tiene una recta con pendiente negativa 
que conecta los puntos extremos. 


Diagrama de momento . De nuestra convención de signos, figu¬ 
ra 7.11, los momentos en los extremos de la viga, M = -1600 
en x = 0 y M = 0 en x = 8, se marcan primeramente, figura 
7.16c/. Valores sucesivos de la fuerza cortante tomados del 
diagrama de fuerzas cortantes, figura 7.16c, indican que la 
pendiente dM/clx = V del diagrama de momentos, figura 7.16d, 
siempre es positiva aunque linealmente decreciente de 
dMIdbc = 400 en x = 0 a dM/dx = 0 en x = 8. Así, debido a la in¬ 
tegración, w, valor constante, da lugar a V una recta inclinada 
(curva de primer grado) y M, una parábola (curva de segundo 
grado). 
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Ejemplo 7*10 

Trace los diagramas de fuerza corlante y momento para 
la viga mostrada en la figura 7.17a* 

SOLUCIÓN 

Reacciones en los apoyos. Las reacciones en el apoyo fijo han si¬ 
do calculadas y mostradas en el diagrama de cuerpo libre de 
la viga, figura 7.17b. 

Diagrama de fuerza cortante* Usando el convenio de signos es¬ 
tablecido, se marcan primero los valores de la fuerza cortante 
en los extremos de la viga, esto es, x = 0, V- +1080; x = 20, 
V= +600, figura 7J7c* 

Ya que la carga uniformemente distribuida es hacia abajo 
y constante, la pendiente del diagrama de fuerzas cortantes es 
dV/dx = -w = -40 para 0 úx < 12 como se indica. 

La magnitud de la fuerza cortante en je = 12 es V - +600. Esto 
puede determinarse encontrando primeramente el área entre el 
diagrama de cargas entre x = 0 yx = 12. Lo anterior representa el 
cambio en fuerza cortante. Esto es, AV - -f w(x)dx= 
-40(12) - -480. Así V\ , t _ u - V\ x , 0 + (-480) = 1080 - 480 = 600* 


pendíale * -Wí 


pcndicnlL- — (1 


musís 

pcndrcim- 


pL’ndk'fHi; + tiftll 


[wmik'nrt + ftíKí 


I5J4KCS tEs-ft 
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■ Ejemplo 7*11 


Trace los diagramas de fuerza cortante y momento para 
la viga en la figura 7*18#, 


30 kN 

20 kN I 20 kN 



m i i 


(a) 


SOLUCIÓN 

Reacciones en ios apoyos . Las reacciones en los apoyos pueden 
verse en el diagrama del cuerpo libre de la figura 7*186, 



V (kN) 




20 kN 



Fig. 7,18 


Diagrama de fuerza corlante. Los puntos extremos x = Q, 
V = +35 y x =8, V = -35 se marcan, primero, como en la figura 
7.18c. Ya que no existe carga distribuida en la viga, la pen¬ 
diente del diagrama de fuerza cortante a todo lo largo de la 
viga es cero ; es decir, dVjdx = -w = 0* Sin embargo hay una 
discontinuidad o sallo del diagrama de fuerza cortante, en ca¬ 
da fuerza concentrada* De Ja ecuación 7*5, AV = -F, el cambio 
en fuerza cortante es negativo cuando la fuerza actúa hacia 
abajo, y positivo, cuando actúa hacia arriba. Dicho de otra 
forma, el “salto" sigue a la fuerza, es decir, que una fuerza ha¬ 
cia abajo provoca un salto hacia abajo, y viceversa* Así, la 
fuerza de 20 kN en x = 2 m, cambia la fuerza cortante de 35 
kN ^ 15 kN; la fuerza de 30 kN en x - 4 m cambia la fuerza 
cortante de 15 kN a -15 kN, etcétera. También se pueden 
obtener valores numéricos para la fuerza cortante en un punto 
especificado en la viga, usando el método de las secciones, como, 
por ejemplo, x = T m, V= 15 kN en la figura 7.18e* 

Diagrama de momento * Se marcan en la gráfica ios puntos 
x « 0, M = 0 y x - 8, M = 0, para empezar, como se muestra en 
la figura 1.1M, 

Ya que la fuerza cortante es constante en cada región de 
la viga, el diagrama de momento tiene una pendiente corres¬ 
pondiente constante positiva o negativa, como se indica en el 
diagrama. Los valores numéricos para el cambio en el mo¬ 
mento en cualquier punto se pueden calcular a partir del área 
bajo el diagrama de fuerza cortante* Por ejemplo, en x = 2 m, 
AM =J Vdx - 35(2) = 70. Así, m I-q + 70 = 0 + 70 = 70. 

También, por el método de las secciones, podemos determinar 
el momento en un punto especificado, como por ejemplo, 
x — 2 + m, Af — 70 kN * m, figura 7*18e. 
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Ejemplo 7.12 

Dibuje los diagramas de fuerza cortante y momento de 
flexión para la viga mostrada en la figura 7.19a, 


6001b 


4000 Ib n 


6001b 


4000 ib fí 



|~- 10 ft-p- 5 ft 

SOLUCIÓN ^ v(ib) 

Reacciones en los apoyos . Las reacciones se calculan e indican 
en el diagrama de cuerpo libre, figura 7,196, 1(X> 

Diagrama de fuerza cortante . Como en el ejemplo 7.11, el dia¬ 
grama de cuerpo libre puede ser construido “siguiendo la car¬ 
ga” en el diagrama de cuerpo libre. A este respecto, empezan¬ 
do en A, V A = +100 Ib. No hay carga que actúe entre A y C, de 
modo que la fuerza cortante permanece constante; es decir, 
dV/dx = -iv(r) = 0, En el punto C, la fuerza de 600 Ib actúa ha¬ 
cia abajo, de modo que la fuerza cortante salta 600 Ib hacia 
abajo, de 100 Ib a -500 Ib, De nuevo, la fuerza cortante es 
constante (no hay carga) y termina en -500 Ib, punto B . 
Nótese que en D no hay salto o discontinuidad de la fuerza 
cortante, el punto donde se aplica el momento de par de 4000 
Ib ■ ft, figura 7.19a. Esto es porque para el equilibrio, AV = 0 
en la figura 7.156. 

Diagrama de momentos* El momento en cada extremo de ta vi¬ 
ga es cero. Estos dos puntos se ponen primero en la gráfica, fi¬ 
gura 7.19í/. La pendiente del diagrama de momentos dezí hasta 
C es constante, ya que dM/dx = V= +100. El valor del momento 
en C puede determinarse por ei método de las secciones o 
calculando primero el área rectangular bajo el diagrama de 
fuerzas cortantes entren y C. Esto da el cambio del momento 
AM ac = (100 lb)(10 ft) “ 1000 Ib ft. Puesto que M Á - 0, se tiene 
M c = 0 + 1000 Ib ■ ft - 1000 Ib * ft. De C a la pendiente dei 
diagrama de momentos es dM/dx “ V= -500, figura 7.19c. El 
área bajo el diagrama de fuerzas cortantes entre los puntos C 
y D es AM cd - M D - Aí¿* (-500 IbXSft) =-25001b*ft, de 
manera que M D = 1000 - 2500= -1500 Ib 1 ft. Un salto en el 
diagrama de momentos ocurre en el punto D t causado por ei 
momento de par concentrado de 4000 Ib * ft. De la ecuación 
7.6, el salto es positivo, ya que el momento de par tiene el 
sentido de las manee illas de un reloj. Así, en x = 15* ft, el 
momento es A/^ =-1500 + 4000 = 2500 Ib ■ ft. Este valor 
puede también determinarse por el método de las secciones. 
Desde el punto D f la pendiente de dM/dx = -500 se mantiene 
hasta que el diagrama termina en cero enff, figura 7.19tl 


r 

100 íb 


lOfl 


* 


r 5 ft 5 


■T 


500 Ib 


(b) 


¡icndicnte = 0 


10 


20 


- x fft) 


ptndscnlc — ü 


-500 


(c) 


2500 


M (íb- ft) 



jiendlienlc = -5IH1 


xm 


id) 

600 Ib 


F 


100 Ib 


C*\ 


10 ft - 


-1500 


1000 ¡b-ft 


-500 Ib 
(c) 

6001b 

4000 iba 


r 

100 Ib 


^3 


10 ft - 


- 5 ft H 


2500 Ib ft 


-500 Ib 


(f) 


Fjg. 7.19 
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PROBLEMAS 

7.53. Trace ios diagramas de fuerzas cortantes y mo¬ 
mentos para la viga en el problema 7.34. 


7.54. Trace los diagramas de fuerzas corlantes y mo¬ 
mentos para la viga en el problema 7.37. 


7.55. Trace los diagramas de fuerzas cortantes y mo¬ 
mentos para la viga en el problema 7.38. 


* 7.56. Trace los diagramas de fuerzas cortantes y mo¬ 
mentos para ia viga en e! problema 7.44. 


7.57. Trace los diagramas de fuerzas cortantes y mo¬ 
mentos para la viga en el problema 7.43. 


7.58. Trace los diagramas de fuerzas cortantes y mo¬ 
mentos para la viga en el problema 7.45. 


7,59. La Irabe/fZ? tiene un peso uniforme de 500 Ib/ft 
y está sujeta a las fuerzas concentradas causadas por 
las vigas de piso. Trace los diagramas de fuerzas cor¬ 
tantes y de momentos para la trabe. 


* 7.60. El miembro ABC soporta una señal de carrete¬ 
ra que transmite una carga debida a la fuerza del 
viento de 2 kN/m a lo largo de la señal. Trace los dia¬ 
gramas de fuerza cortante y de momento para el 
miembro. La señal está articulada al miembro en A y 
tiene un apoyo de rodillo en B. 



Prob.7.60 


7.61, Cada uno de los semáforos tiene un peso de 20 
Ib, y el brazo de soporte un peso de 5 Ib/ft. Trace el 
diagrama de fuerza cortante y el de momento del 
brazo de soporte. 



Prol>. 7,59 



http://librosysolucionarios.net 




























PROBLEMAS 343 


7.62. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga voladiza. 


7.65. La viga tiene un peso de 150 Ib/ft. Trace los dia¬ 
gramas de fuerza cortante y de momento para la viga. 


50 Ib 



Prob. 7.62 



7.63. Trace los diagramas de momento y de fuerza 7.66, Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 

cortante para ia viga. En C hay un pasador, y A es mentó para la viga, 

soporte fijo. 



Prob. 7,63 


Prob. 7.66 


* 7.64. Trace tos diagramas de fuerza cortante y mo- 7,67. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la flecha. En A y B se encuentran chu- mentó para la flecha. En A y B los apoyos son chu¬ 
maceras. maceras. 


&0Ü Ib 

400 Ib 1001 Win. 



2kN 




300 mm 


200 mm 


Prob. 7.64 


Prob. 7.67 
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7.68. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


50 Ib/fl 



Prob.7.68 


7.6?. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


7.71. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga, en términos de los parámetros 
mostrados. 


w 



h— ¿ 


Prob.7.71 


7.72. Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


200 Ib/fi 



Prob. 7.69 


7,70, Trace tos diagramas de fuerza cortante y de mo¬ 
mento para la viga. 


W IV 



7.73. La viga consiste en dos segmentos articulados 
en B. Trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento para la viga! 


3 klb/ft _ 3 kJb/f| 



7001b 



Prob. 7.73 


http://librosysolucionarios.net 

















































































SEC 7.4 CABLES 345 


7.74 Trace los diagramas de fuerza cortante y de mo- 7.75. Trace los diagramas de fuerza cortante y mo¬ 
mento para la viga. mentó para la viga. 



Prob. 7.74 


Prob. 7.75 


* 7.4 Cables 


En la ingeniería de estructuras suelen usarse cables flexibles y ca¬ 
denas como soportes y para transmitir cargas de un miembro a 
otro. Cuando se usan en puentes colgantes o como apoyo de po¬ 
leas de troles, los cables son los elementos principales de soporte 
de cargas de la estructura. En el análisis de fuerzas de sistemas 
tales, el peso del cable en sí puede ser despreciado, pero cuando 
se usan cables como líneas de transmisión o como tensores para 
antenas de radio o grúas de retenidas, el peso del cable puede 
cobrar importancia y entonces debe incluirse en el análisis. Tres 
casos serán los considerados en el siguiente análisis: (1) cable su¬ 
jeto a cargas concentradas; (2) cable sujeto a distribución de car¬ 
gas; (3) cable sujeto a su propio peso. Independientemente de 
cuál de las condiciones de carga se presente, y suponiendo que 
las cargas son coplanares con el cable, las condiciones de equili¬ 
brio se formulan de una manera idéntica. 

Al deducir las condiciones necesarias entre la fuerza en el 
cable y su pendiente, haremos la hipótesis de que el cable es per¬ 
fectamente flexible e inextensible. Debido a su flexibilidad, el cable 
no ofrece resistencia a flexiones y, por tanto, la fuerza de tensión 
que actúan en el cable será siempre tangente al cable en todos 
los puntos del mismo. Por ser inextensible, el cable tiene longi¬ 
tud constante, antes y después de aplicar la carga. Consecuente¬ 
mente, una vez aplicada la carga, la geometría del cable se man¬ 
tiene fija, y el cable o uno de sus segmentos, puede considerarse 
como cuerpo rígido. 
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Cable sujeto a cargas concentradas. Cuando un cable de 
peso despreciable sostiene numerosas cargas concentradas toma 
la forma de segmentos rectilíneos, cada uno de los cuales someti¬ 
do a una fuerza de tensión constante. Considérese, por ejemplo, 
el cable mostrado en la figura 7.20, donde las distancias h, L u L 2 
y L 3 y las cargas y P 2 son conocidas. Aquí el problema es de¬ 
terminar las nueve incógnitas que consisten en la tensión en cada 
uno de los tres segmentos, las cuatro componentes de la reacción 
en A y en B y los pandeos (o flechas) y c y y D en los dos puntos C y 
D . Para la solución, podemos escribir dos ecuaciones de equili¬ 
brio de fuerzas en cada uno de los puntos^, B , C y £>, Esto da un 
total de ocho ecuaciones. * Para completar la solución, será nece¬ 
sario saber algo de la geometría del cable con el fin de obtener la 
necesaria novena ecuación. Por ejemplo, si se especifica la longi¬ 
tud total L del cable, entonces, puede aplicarse el teorema de Pi- 
tágoras para relacionar cada una de las tres longitudes de seg¬ 
mentos, escritas en términos de A, y a y D , L lt L 2 y L 3 , con la 
longitud total L, Por desgracia, no es fácil resolver un problema 
de este tipo manualmente. Otra posibilidad, sin embargo, es la 
de especificar uno de los pandeos,^ o y Dy en vez de la longitud 
del cable. Haciéndolo así, las ecuaciones de equilibrio son sufi¬ 
cientes para obtener las fuerzas desconocidas y el pandeo que 
resta. Una vez que se obtenga el pandeo, se tendrá la longitud 
del cable por trigonometría. Ei ejemplo que sigue ilustra un pro¬ 
cedimiento para realizar el análisis del equilibrio en un problema 
de esta dase. 



F¡g. 7.20 


* Como se verá en el siguiente ejemplo, las ocho ecuaciones de equilibrio 
pueden también escribirse para la totalidad dd cable o cualquiera de sus partes. 
Pero no hay más que ocho ecuaciones disponibles. 
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Ejemplo 7.13 


Determine Ja tensión en cada segmento del cable mostra- 
do en la figura 7,21a, 



SOLUCION 

Por inspección, se verifica que hay cuatro reacciones ex¬ 
ternas (A x , A p E x , y E y ) y cuatro tensiones de cable desconoci¬ 
das, una en cada segmento del cable. Estas ocho incógnitas 
junto con los dos pandeos desconocidos y B y y D pueden deter¬ 
minarse a partir de las diez ecuaciones de equilibrio disponi¬ 
bles. Un método consiste en aplicar estas ecuaciones como 
equilibrio de fuerzas = 0, HF y = 0) a cada uno de los cinco 
puntos A hasta E. Aquí, sin embargo, haremos un 
planteamiento más directo. 

Consideremos ei diagrama de cuerpo libre para todo el 
cable, figura J.2lfr. Así, 

4 

±,ZF r = 0; -A t + E, = 0 

{ + IM e = 0; + 4(15) + 15(10) + 3(2) = 0 A y = 12 kN 


+ 11 ^= 0 ; 


12-4-15-3 + E= 0 


E. = 10 kN 


Ya que el pandeo _y c = 12 m es conocido, consideremos la 
sección más a la izquierda, que corta ai cable BC , figura 7.21c. 

UEM c = 0; A£12) - 12(8) + 4(5) = 0 A x = E x = 633 kN 
— Oj Egc eos 6,33 ~ 0 

+1 = üj 12 — 4 “ Tjíc sen 0 B c ~ 0 



Así, 


& BC = 51:6° 
T bc = 10.2 kN 


Resp, 


Fig. 7 21 
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12 kN 


6.33 kN ■ 


V 


fd) 


10.2 kN 


51 

V C 


15 kN 
(e) 


10 kN 


Tj 


7 


- 6.33 kN 


(O 


Procediendo ahora al análisis del equilibrio de Jos puntos 
A, C, y E sucesivamente, tenemos 


Punto A (Fig. 7.21 tí) 

+,LF X = 0; Tja, eos - 6.33 = 0 

+HÍ; = 0; sen 0^ + 12 = 0 

0ab = 62.2° 

T ab = 13.6 kN 


Punto C (Fig. 7.2 le) 

+ ZF x = 0; T cd eos 0 CD - 10.2 eos 51.6° = 0 
+1E F y = 0; T cd sen d CD + 10.2 sen 51.6° - 15 = 0 

6b = 47.9° 

T cd = 9.44 kN 


Punto E (Fig. 7.21 f) 

W = 0; 

+tEF, = 0; 


6.33 —■ Tff¡ eos &£D — 0 
10 ~ T ed sen 0 ED = 0 


$r n ~ 57.7° 


^£0 
^£¿3 5 


11.8 kN 








Comparativamente, la tensión máxima del cable se da en el 
segmento AB t ya que este segmento tiene la pendiente má¬ 
xima (&) y se requiere que para todo segmento de la izquier¬ 
da, la componente horizontal T eos 6 = A X (constante). Tam¬ 
bién, ya que los ángulos de pendiente que los segmentos del 
cable hacen con la horizontal han sido determinados, es posi¬ 
ble determinar ios pandeos^ y y Dí figura 7.21a, mediante mé¬ 
todos trigonométricos. 
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Cable sometido a carga distribuida. Consideremos e! ca¬ 
ble sin peso mostrado en la figura 1.22a que está sometido a una 
función de carga w = w(x) medida en ¡a dirección x. El diagrama 
de cuerpo libre de un pequeño segmento del cable de longitud 
As puede verse en la figura 7,22 b. Ya que la fuerza de tensión en 
el cable cambia continuamente en dirección y en magnitud a !o 
largo del cable, se denota este cambio en el diagrama de cuerpo 
libre por AT. La carga distribuida se representa mediante su 
fuerza resultante, u'OtXAr), que actúa a una distancia fraccional 
fc(Ar) desde el punto O, donde 0 </c < 1. Aplicando las ecuacio¬ 
nes de equilibrio, se obtiene 


Í ZF, = 0; -Feos 0+(T+ A7^cos(0A5) = O 

+!£/=) = 0; -T sen 6- tKrXAr) + (T + AF) sen (6 + A0) = 0 

i +TM 0 = 0; H<Jc)(Ax)fc(AJc) - T eos 6 Ay + 7sen 9Ax = ü 

Dividiendo cada una de estas ecuaciones por Ar y tomando el lí¬ 
mite cuando Ajc-» 0 y, por tanto, y Ay -* 0, Ad — 0 y AT -* 0, ob¬ 
tenemos 


d(l eos 6) n 

dx 

(7-7) 

d(Ts ¿ ae, -Mx)-0 

(7.8) 

4*- = tan 0 
dx 

(7.9) 

Integrando la ecuación 7.7, tenemos 


T eos 0 =constante =F„ 

(7.10) 

Aquí F h representa la componente horizontal de Ja fuerza de 
tensión en cualquier punto a lo largo del cable. 

Integrando la ecuación 7.8, se obtiene 


T sen 6=£w(x)dx (7.11) 

Dividiendo la ecuación 7.11 por la ecuación 7.10 se elimina T. 
Entonces, usando la ecuación 7.9, podemos obtener la pendiente 

tan5= f = ¿J w(x)dx 
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Realizando una segunda integración, se tendrá 



(7.12) 


Esta ecuación se usa para determinar la curva para el cable, 
y =/(x). La componente horizontal de fuerza F H y las dos cons¬ 
tantes, digamos C\ y C 2 , que resultan de la integración, se deter¬ 
minan aplicando las condiciones de frontera para el cable. 




Mx){M 


~"k(áx) —| 


Fig, 7.22 
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I Ejemplo 7*14 

Eí cable de un puente colgante soporta la mitad de la ca¬ 
rretera uniforme entre las dos columnas A y B , como se mues¬ 
tra en la figura 7,23a. Si esta carga es w a N/m, determine la 
fuerza máxima desarrollada en el cable y la longitud requerida 
del cable. Se conocen el claro L y el pandeo h . 



SOLUCIÓN 

Podemos determinar las incógnitas en el problema, en¬ 
contrando primero la curva que define la forma del cable, 
usando la ecuación 7,12. Por razones de simetría, el origen de 
coordenadas ha sido situado en el centro dd cable. Notando 
si tomamos nota de que iv(x) - w of tenemos 



Integrando esta ecuación dos veces, se tiene 


y 


JL (W -' X 

F h 


j- + C¡x + C, 


( 1 ) 


Las constantes de integración pueden determinarse usan¬ 
do las condiciones de frontera y - 0 en í = 0 y clyftlx = 0 en 
x = 0, Sustituyendo en la ecuación 1 se tiene C¡ = C 2 = 0. La 
curva, entonces, viene a ser 



( 2 ) 


Ésta es la ecuación de una parábola. La constante F H puede ob¬ 
tenerse usando la condición de frontera y = h enx s L/2. Así, 



(3) 


Fig. 7.23 
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De modo que la ecuación 2 viene a ser 



(4) 


Como se conoce F H , Ja tensión en el cable puede ser de¬ 
terminada usando la ecuación 7.10, escrita T = F H /eos O. Para 
0 < 6 < ji/ 2, la tensión máxima tendrá lugar cuando f?sea máxi¬ 
ma, es decir, en el punto B, figura 7.23a. De la ecuación 2, la 
pendiente en este punto es 


dy 

Wc 


n w. 

= tan 8 mfix = ---X 

r-L/1 * tí 


x-LQ 



4* = tan- 


w a L 


2Fu 


Por lo tanto. 


(5) 


eos (6U) 


( 6 ) 


Si utilizamos la relación triangular mostrada en la figura 
7.236, que se basa en la ecuación 5, la ecuación 6 puede 
escribirse 

T _ / 4 Ftf + w^L 2 

* m&c 2 

Sustituyendo la ecuación 3 en la ecuación anterior, dará 

7 


(L\2 


1 mil 


4/i 


Resp. 


Para un segmento diferencial del cable de longitud ds, es¬ 
cribimos 


ds = / (clx) 1 + (dx) 2 


_ J~ 

+ (dx) 2 - v 1 + 


dx 


dx 


Luego, la longitud del cable, se puede determinar por inte¬ 
gración. Utilizamos la ecuación 4, y tenemos 


L 

Xm I* m2 L 


/i+ 


% 

L zX 


dx 


(?) 


Integrando y sustituyendo los límites de integración, se tendrá 
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Cable sometido a su propio peso. Cuando el peso del ca¬ 
ble cobra importancia en el análisis de fuerzas, la función de car¬ 
ga a lo largo del cable será función de la longitud de arco, s, en 
vez de ia longitud proyectada x Una función de carga generali¬ 
zada w ~ w(s) que actúa a lo largo del cable se muestra en la figu¬ 
ra 7,24 a. La figura 7*24¿? muestra el diagrama de cuerpo Ubre pa¬ 
ra un segmento del cable* Aplicando las ecuaciones de equilibrio 
al sistema de fuerzas en este diagrama, se obtienen relaciones 
idénticas a las que se dieron mediante las ecuaciones 7*7 a 7.9, 
pero reemplazando ds por dx * Por tanto, puede demostrarse que 


reos 6=f h 

(7.13) 

T sen 6 =JR'(s) ds 

& = j-J w(s)ds 

(7.14) 


Para realizar una integración directa de la ecuación 7*14, es ne¬ 
cesario reemplazar dy/dx por ds/dx * Ya que 

ds = 7 dx 2 + dy 2 


se tiene 


por tanto, 



j 




dx 




separando las variables c integrando, se tiene 



(7.5) 


Las dos constantes de integración, digamos C t y C 2 se encuen¬ 
tran usando las condiciones de frontera para el cable. 
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Fig* 7*24 


http://librosysolucionarios.net 




































SEC 7.4 CABLES 355 


I Ejemplo 7.15 

Determine la curva de deflexión, la longitud, y la tensión 
máxima en el cable uniforme mostrado en la figura 7.25. El 
cable pesa w 0 = 5 N/m. 

SOLUCIÓN 

Por razones de simetría, se sitúa el origen de coordenadas 
en el centro del cable. La deflexión de la curva está expresada 
como y =f{x). Podemos determinarla aplicando primero Ja 
ecuación 7.15, donde tvfj) = w oy 1 ' ™ “ 


Integrando el término bajo el signo de integral que aparece en 
el denomímador, tenemos 




Fig. 7.25 


* ~ J* [1 + {VFjiXwjs + C ] ) 2 ] l/1 


Sustituyendo íí = (1 /F f¡ )(w v s + Q) de modo que du = (w„ /. F „) ds, 
una nueva integración dará 


F 

x = —(senh -1 w + C : ) 


O 



( 1 ) 


Para evaluar las constantes, nótese que de la ecuación 7.14, 



Ya qtieríy/rfjr = G en s = 0, entonces C, = 0. Así, 


dy m 

7¡x 7> 


Í2) 


La constante C 2 puede evaluarse usando la condición s = 0 en 
en la ecuación 1, en cuyo caso C 2 = 0, Para obtener la 
curva de deflexión, resuelvan en la ecuación 1, obteniendo 



(3) 


Ahora sustituyase en la ecuación 2, y obtendremos 
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De donde 


> , = § cosh (&‘1 + C3 


(4) 


Si se aplica La condición a la frontera}’ = 0 en x = 0, la constan¬ 
te C 3 = -F tl /w fí y, por tanto, la curva de deflexión viene a ser 




F„ r 




W' 


cosh 




-1 


Esta ecuación define la forma de una curva catenaria , La cons¬ 
tante F h se obtiene usando la condición de frontera y = h en 
x = L! 2, en cuyo caso 





(w, L> 


cosh 

o 

2 P„ 

K J 

-1 


(5) 


Ya que m' g =5 N/m, /i = 6 m y L - 20 m, las ecuaciones 4 y 5 
vienen a ser 


Í1L. 


5 N/m 


cosh 


5 N/m 


6 m 


5N/m 


cosh 


SON 


- 1 


-1 


( 6 ) 

( 7 ) 


La ecuación 7 se puede resolver para F H usando un proceso 
de prueba y error. El resultado es 

F h = 45.8 N 

y, por tanto, la curva de deflexión, ecuación 6, viene a ser 

y = 9.16|cosh (O.lOQr) - 1] m Resp. 

Usando la ecuación 3, con*» 10, la mitad de la longitud del 
cable es 


Luego 


£ 45.S N 
2 5 N/m 


senh 


5 N/m 


45,8 N 


f lO ni) 


= 12.1 m 


£= 24,2 m 


Resp. 


Ya que T = F w /cos d, ecuación 7.13, la tensión máxima 
ocurre cuando 6 es máxima, es decir, en s = £/2 = 12.1 m. 
Usando la ecuación, se tendrá 

= tan o M SWmj l2.1m , ). , n2 
íteUn» ^ 45.8N 

4* = 52.9° 


luego. 


T - - 

míLX á 

COS É7 f 


fí 


45.8 N 

eos 52.9 : 


= 75.9 N 


Resp. 
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PROBLEMAS 

Se despreciará ei peso del cable en los problemas si¬ 
guientes, salvo que se especifique lo contrario. 

* 7.76. Determine la tensión en cada segmento del ca¬ 
ble y la longitud total del cable. 



7.77* El cable soporta las cargas mostradas. Determi¬ 
ne la distancia Jira de la pared al punto B. 


7*78* El cable soporta (as tres cargas mostradas. De¬ 
termine las flechas ya y ya de los punios B y D, Consi¬ 
dere que, tomar Py « 400 Ib, P 2 = 250 Ib. 

7.79. El cable soporta las tres cargas mostradas. De- 
termine la magnitud de Py si P 2 = 300 Ib y ya = 8 fL, 
encuéntrese También la flechayo. 



Probs. 7.78/7.79 


* 7.80* Eí cable soporta la carga mostrada. Determine 
la distancia x& de la fuerza en B al puntos. Conside¬ 
re ^=40 Ib. 

7.81. El cable soporta la carga mostrada. Determíne 
la magnitud de la fuerza horizontal P de modo que 
xb - ó ft* 



Prob.7.77 



Probs. 7.80/7.81 
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7*82» El cable ABCD soporta la lámpara E de 10 kg y *7.84. Determine la carga uniforme máxima w N/m 
la lámpara F de 15 kg. Determine la tensión máxima que soporta el cable si tiene capacidad para sostener 
en el cable y la flecha del punto B. una tensión máxima de 60 kN antes de la ruptura. 




Prob. 7.82 


Prob. 7.84 


7.83. Determine la tensión en cada segmento del ca¬ 
ble y la longitud total del cable. 



Prob. 7.83 


7.85. Si la carga lateral en el puente colgante en el 
ejemplo 7.14 es w a = 0.75 kN/m y L = 190 m T h = 20 
m. Determine la tensión máxima en e] cabte. 

7.86. El cable se rompe cuando la tensión máxima al¬ 
canza TmA* = 12 kN. Determine la carga distribuida 
uniforme w que se requiere para desarrollar esta ten¬ 
sión máxima. Escríbase ft = 6m, 
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7.87. El cable >1Z? está sometido a una carga uniforme 
de 200 N/m. Si el peso del cable se desprecia y los án¬ 
gulos de pendiente en los puntosa! y B son 3Ü C y 60°, 
respectivamente, Determine la curva de deflexión del 
cable y la tensión máxima desarrollada en el cable. 


7.89. El cable soporta una trabe que pesa 850 lb/ft. 
Determine la tensión en el cable en los puntos A, B y 
C* 



Prób. 7*87 



7.9Ü, Se suspende una cuerda uniforme entre dos 
pumos que tienen la misma elevación. Determine el 
cociente de la flecha entre el claro, de modo que la 
tensión máxima en la cuerda iguale el peso total de Ja 
misma* 

7.91. Si la cadena tiene una masa de 3 kg/m, Deter¬ 
míne la tensión máxima en el cable. ¿Cuál es ¡a longi¬ 
tud del cable? 


* 7,88, El cable sin peso está sometido a la carga trian¬ 
gular* Si la pendiente del cable en el puntos es cero, 
Determine la curva de deflexión del cable y la tensión 
máxima desarrollada en el cable* L, h, y son cono¬ 
cidos. 


SO tu 




Prol>* 7*91 



Prob* 7.88 


* 7.92. Una cadena de 50 m de longitud tiene una masa 
de 100 kg y está suspendida entre dos puntos separa¬ 
dos 10 m y situados a misma altura. Determine la 
tensión máxima y la flecha en la cadena. 

7*93, Un cable de 100 Ib está sujeto por sus extremos 
a dos puntos separados una distancia de 50 ft y situa¬ 
dos a la misma altura* Si la máxima tensión desarro¬ 
llada en el cable es de 75 Ib, Determine la longitud 
del cable y la flecha o flambeo, 

7,94* Demuestre que la curva de deflexión del cable, 
discutida en e! ejemplo 7*15, se reduce a la ecuación 
(4) en el ejemplo 7J4 cuando la función coseno hi¬ 
perbólico se desarrolla en términos de una serie y só¬ 
lo se retienen los dos primeros términos. (La res¬ 
puesta indica que la catenaria puede ser sustituida 
por una parábola en el análisis de los problemas en 
los que la fecha sea pequeña* En este caso, el peso 
del cable se supone uniformemente distribuido por la 
horizontal). 
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7.95. Una cadena de 100 ft tiene un peso de 150 Ib y 
se suspende entre dos puntos separados 25 ft, y a la 
misma altura. Determine la tensión máxima y la fe¬ 
cha en la cadena. 

* 7,96. La cadena tiene un peso de 3 lb/ft. Determine la 
tensión en los puntos .4, ByC que es necesaria para 
el equilibrio. 



Prob. 7,96 


7.97. La línea de transmisión está sostenida en A por 
la torre. Si el cable pesa 0.75 lb/ft, y la flecha 5 = 3 ft, 
determine la fuerza resultante horizontal que el cable 
ejerce en A. 

7.98. La línea de transmisión está sostenida en A por 
la torre. Si el cable pesa 0.75 Ib/ft, Determine la lon¬ 
gitud total del cable, BAC. Escriba s = 3 ft. 

7.99. La línea de transmisión está sostenida en A por 
la torre. Si el cable tiene un peso de 0.75 Ib/ft T Deter- 
mine la flecha, 5, requerida, de manera que la fuerza 
resultante horizontal que el cable ejerce en.4 sea ce¬ 
ro. 


1(1 7.100. La cadena de 80 ft está fija en sus extremos y 
alzada en su punto medio B, pbr una grúa. Si la cade¬ 
na tiene peso 0.5 lb/ft, Determine la altura mínima h 
del gancho para que se levante ia cadena por comple¬ 
to por arriba del suelo. ¿Cuál es la fuerza horizontal 
en la articulación A o C cuando la cadena está en es¬ 
ta posición? Sugerencia: Cuando h es un mínimo, la 
pendiente cnzl y en C es cero. 



Prob. 7.100 


7.10L La cadena está suspendida entre los puntos A 
y B, Si tiene un peso de 0.5 lb/ft y la flecha tiene 3 lt. 
Determíne la tensión máxima en la cadena. 



Prob. 7.101 

7.102. La vig^ unifo/me pesa SO lb/ft y se mantiene 
horizontal por medio del cable AB, que tiene un peso 
de 10 lb/ft. Si la pendiente del cable enzl es 15°, De¬ 
termíne la longiLud del cable. 




Prob. 7.UI2 


Probs, 7.97/7.98/7.99 


http://librosysolucionarios.net 



PROBLEMAS 361 


7.103. El cable tiene un peso de S N/m y una longitud 
de 10 m. Si la tensión en el cable en C es 300 N, De¬ 
termine la distancia que hay de A a C. 



7*105. Para sujetar el globo se usa una cuerda de 400 
ft que tiene un peso de 0.8 Ib/ft y hace un ángulo de 
60 a con la horizontal Si la tensión en la cuerda en el 
punto A es de 150 Ib, determine la longitud de la 
cuerda, /, que reposa en el suelo, y la altura, h * 5wge7- 
renda : establezca el sistema de coordenadas en B co¬ 
mo se muestra. 



Proh. 7J 03 


Prob. 7,105 

* 7.104* El cable tiene masa de 0.5 kg/m y 25 m de lon¬ 
gitud. Determine las componentes horizontal y verti¬ 
cal de la fuerza que ejerce en el punto más alto de la 
torre. 



Prob, 7,104 
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PROBLEMAS DE REPASO 

7.106. Trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento para la viga. 


* kWm 


wríl I n 

3 m 

fF — 

-3m -- 



k kN/m 


Prob. 7.106 


7.109. Trace los diagramas de fuerza cortante y mo¬ 
mento para la viga. 



7.110. Trace los diagramas de fuerza cortante y mo¬ 
mento para la viga. 


7.107. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en el punto C. Supónga que el apoyo 
en A es un rodillo, y en B t un pasador. 


S klWfí 8 klb/ft 



7.111. 1.a viga está apoyada en C por un pasador y 
por la barra AB. Determine la fuerza normal, la fuer¬ 
za cortante y el momento en el punto D, 



1501b 


Prob. 7.107 


* 7.108. Un cable de 50 ft de longitud está suspendido 
entre dos puntos de la misma elevación y separados 
una distancia de 15 ft. Sí la tensión mínima en el ca¬ 
ble es de 200 Ib, Determíne el peso total del cable y 
la tensión máxima desarrollada en el cable. 


Prob. 7.111 



— -t— 3 tti 6 m 
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* 7.112. Trace ios diagramas de momento y de fuerza 
cortante para la flecha. Los apoyos son chumaceras 
en A y en B. 


7.114. Trace los diagramas de fuerza cortante y de 
momento para la viga. 


2kN/m 2 kN/m 




7.113. Determine la fuerza normal, la fuerza cortante 
y el momento en los puntos D y E del bastidor. 



Prob. 7.113 
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Fricción 


En los capítulos anteriores las superficies de contacto entre dos 
cuerpos se consideraban perfectamente ¡isas. Debido a esto, la 
fuerza de interacción entre los cuerpos siempre actúa perpendi¬ 
cularmente a la superficie en los puntos de contacto. Sin embar¬ 
go, en realidad todas las superficies son rugosas y, dependiendo 
de la naturaleza del problema, debe considerarse la capacidad de 
un cuerpo para soportar una fuerza tangencial, tanto como una 
fuerza normal en la superficie de contacto. La fuerza tangencial 
es producida por la fricción, y en este capítulo indicaremos cómo 
analizar problemas que involucren fuerzas de fricción. La aplica¬ 
ción específica incluirá fuerzas de fricción en tornillos, cojinetes, 
discos y bandas. El análisis de la resistencia al rodamiento se pre¬ 
senta en la ultima parte del capítulo. 


8.1 Características de la fricción en seco. 


La fricción puede definirse como una fuerza resistente que actúa 
sobre un cuerpo, que impide o retarda el deslizamiento del cuer¬ 
po respecto a otro cuerpo o superficie con que esté en contacto. 
Esta fuerza siempre actúa tangencialmente a La superficie en los 
puntos de contacto con otros cuerpos, y tiene un sentido tal que 
se opone al movimiento posible o existente del cuerpo respecto a 
estos puntos. 

En general, pueden ocurrir dos tipos de fricción entre las su¬ 
perficies. La fricción fluida existe cuando las superficies en con¬ 
tacto estén separadas por una película de fluido (gas o líquido). 
La naturaleza de la fricción fluida se estudia en mecánica de fluí- 
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ib) 



tcl 

W 


-tí/2- 


* > 

i 

F 

h 


y 

p° 


reimitíint': normnly 
fuerza* de fricción 

id) 


dos, ya que depende del conocimiento de la velocidad dei fluido 
y de la habilidad del mismo para resistir fuerza corlante. En este 
libro sólo se presentarán los electos de la fricción en seco. Este ti¬ 
po de fricción se denomina a menudo fricción de Coulomb, ya 
que sus características fueron extensamente estudiadas por C A. 
Coulomb, en 1781. Específicamente, la fricción en seco ocurre 
entre las superficies en contacto de cuerpos rígidos en ausencia 
de un líquido lubricante. 

Teoría de la fricción en seco. La teoría de la fricción en se¬ 
co puede explicarse mejor considerando qué efectos se producen 
tirando horizontalmente un bloque de peso uniforme W que des¬ 
cansa sobre una superficie horizontal rugosa, figura 8.1a* Para te¬ 
ner un entendimiento cabal de la naturaleza de la fricción, es ne¬ 
cesario considerar a las superficies de contacto como no rígidas o 
deformadles. Sin embargo, la otra porción de! bloque deberá con¬ 
siderarse rígida. Como se indica en el diagrama de cuerpo líbre 
del bloque, figura 8,1 5, el piso ejerce una distribución, tanto de 
fuerza normal AN„, como de fuerza de fricción AF„ sobre de la su¬ 
perficie de contacto. En equilibrio, las fuerzas normales deben 
actuar hacía arriba para balancear el peso del bloque W y las 
fuerzas de fricción actúan hacia la izquierda, para impedir que la 
fuerza aplicada P mueva el bloque hacia la derecha. Un examen 
minucioso entre las superficies en contacto del piso y del bloque 
revela cómo se desarrollan estas fuerzas de fricción y normales, 
figura 8.1c. Puede verse que existen muchas irregularidades mi¬ 
croscópicas entre las dos superficies y, como resultado de ello, se 
desarrollan fuerzas de reacción AR„ en cada una de las protube¬ 
rancias.* Estas fuerzas actúan en todos los puntos de contacto y, 
como se Índica, cada fuerza de reacción contribuye tanto con una 
componente de fricción AF„ como con una componente normal 
AN„. 

Equilibrio. Para simplificar el siguiente análisis, el efecto de las 
cargas distribuidas normales y de fricción se indicará mediante 
sus resultantes N y F que se representan en el diagrama de cuerpo 
libre del bloque, como se muestra en la figura S.írf. Claramente, 
la distribución de AF„ en la figura 8.15 indica que F siempre ac¬ 
túa langencialniente a la superficie en contado, con sentido opues¬ 
to al de P. La fuerza normal N esta determinada por la distribu¬ 
ción de AM„ en la figura 8,15 y está dirigida hacia arriba para 
equilibrar el peso W. Observe que actúa a una distancia x a la de¬ 
recha de la línea de acción W, figura 8. Id. Esta localización es 
necesaria para equilibrar el “efecto de volcamíento 11 producido 


T Además de las interacciones mecánicas que se aplican aquí, un trninmíerilo 
Fig, 8,1 detallado de la naturaleza de las fuerzas de fricción también debe incluir los efec¬ 

tos de temperatura, densidad, limpieza y atracción atómica o molecular entre bis 
superficies de contacto. Véase D. Tabor, Journal of Lithricatim Technology, 303, 
169,1981. 
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por P. Por ejemplo, sí P se aplica a una altura h de la superficie, 
figura 8 Ad, el equilibrio de momentos con respecto al punto O 
se satisface, si Wx = Ph y o x = Ph/W. En particular, note que el 
bloque estará a punto de volcarse six - a/2. 


Movimiento inminente. En los casos en que h es pequeña o las 
superficies en contacto son “resbaladizas”, la fuerza de fricción F 
puede no ser lo suficientemente grande para equilibrar la magnf 
tud de P y, consecuentemente, el bloque tenderá a deslizar antes 
de que pueda volcarse. En otras palabras, conforme la magnitud 
de P se incrementa lentamente, la magnitud correspondiente de 
F se incrementa basta que adquiere un cierto valor máximo F xt 
llamado fuerza de fricción estática límite , figura Klc. Cuando se 
alcanza este valor, el bloque está en equilibrio inestable, ya que 
cualquier incremento adicional en P producirá deformaciones y 
fracturas en los puntos del contacto superficial y consecuente¬ 
mente el bloque empezará a moverse. Expcrimenialmentc se ha 
determinado que la magnitud de la fuerza de fricción estática lí¬ 
mite b\ es directamente proporcional a la magnitud de la fuerza 
resultante normal N, Esto puede expresarse de un modo mate¬ 
mático como 


ci,{uf(íKrft> 


Tabla 8,1 Valores típicos para p, 


donde la constante de proporcionalidad, (mu “sub” s ) recibe 
ei nombre de coeficiente de fricción estática. 

En Ja Tabla 8.1 se presentan valores típicos de que se en¬ 
cuentran en muchos de los manuales de ingeniería. Aunque este 
coeficiente es generalmente menor que 1, debe tenerse presente 
que en algunos casos, como el del aluminio sobre aluminio, fj s 
puede ser mayor que 1. Físicamente, ello significa que en este ca¬ 
so la fuerza de fricción es mayor que la fuerza normal correspon¬ 
diente. También habrá que notar que carece de dimensiones y 
depende solamente de las características de las dos superficies en 
contacto. Se da un amplio intervalo de valores por cada valor de 
¿4, ya que las pruebas experimentales se hicieron bajo condicio¬ 
nes variables de rugosidad y limpieza de las superficies en con¬ 
tacto. Por consiguiente, para las aplicaciones es importante ac¬ 
tuar con cautela y buen criterio al seleccionar un coeficiente de 
fricción para un conjunto dado de condiciones. Cuando se re¬ 
quiere un cálculo exacto de F sy el coeficiente de fricción debería 
determinarse directamente mediante un experimenta que invo¬ 
lucre los dos materiales que se usarán. 


Movimiento* Si la magnitud de P T que actúa sobre el bloque, se 
incrementa, de modo que llega a ser mayor que F f , la fuerza de 
fricción en las superficies en contacto disminuye ligeramente 
hasta un valor más pequeño F h llamado fuerza de fricción cinéti- 
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Materiales en contacta 

Coeficiente de 
fricción 
estática (pj 

Metal sobre hielo 

0.(13-0,05 

Madera sobre madera 

0.30 0.70 

Cuero sobre madera 

0.20-0.50 

Cuero sobre metal 

0.30-0,60 

Aluminio sobre aluminio 

LIO-1.70 
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ca , El bloque /ío se mantendrá en equilibrio (P > F k )\ en vez de 
ello, empieza a deslizar con velocidad creciente, figura 8 * 1 /, La 
disminución producida en la magnitud de la fuerza de fricción, 
desde F s (estática) hasta F k (cinética), puede explicarse exami¬ 
nando otra vez las superficies en contacto, figura 8 ,lg, Aquí se ve 
que, si P > F s , P puede seccionar los picos en las superficies de 
contacto y “levantar" un tanto el bloque de su posición de reposo 
haciéndolo “cabalgar" sobre las crestas de la superficie de con¬ 
tacto. Una vez que el bloque empieza a deslizar, las altas tempe¬ 
raturas en los puntos de contacto causan adhesión momentánea 
(soldadura) de estos puntos. El corte continuado de estas solda¬ 
duras es el mecanismo dominante de creación de la fricción. Da¬ 
do que las fuerzas de contacto resultantes AR, f se alinean un po¬ 
co más en la dirección vertical que antes, figura 8 . 1 c t por ello 
contribuyen componentes más pequeñas de fricción AF„ que 
cuando las irregularidades se encuentran endentadas. 


Los experimentos con bloques deslizantes indican que la 
magnitud de la fuerza de fricción resultante F k es directamente 
proporcional a ia magnitud de la fuerza normal resultante N, Es¬ 
to puede expresarse matemáticamente como 




( 8 . 2 ) 


donde la constante de proporcionalidad, ¿ 4 , se llama coeficiente de 
ficción cinética. Los valores típicos de ¡j k son aproximadamente 
25% más pequeños que tos de la lista dada en la tabla 8.1 para 


i 


mu nüiivjjMÍtinlcr 1 i-L’in nujvirtijyEitíi 



f = P 



J_L 


P 


Fíg.íU 


Los efectos anteriores relativos a la fricción pueden resumir¬ 
se mediante referencia a ia gráfica de la figura 8 . 2 , que muestra 
la variación de la fuerza de fricción F contra la carga aplicada P. 
Aquí, la fuerza de fricción se divide en tres categorías, a saber: F 
es una faena de ficción estática si se mantiene el equilibrio; F es 
una fuerza ¡imite de fricción estática F f cuando su magnitud alcan¬ 
za un valor máximo requerido para mantener el equilibrio; y, por 
ultimo, F se denomina fuerza de fricción cinética, F¿, cuando hay 
deslizamiento en la superficie de contacto. También se observará 
en la gráfica que, para grandes valores de P o para altas velocida¬ 
des, debido a los efectos aerodinámicos, F^ así como p k empiezan 
a decrecer. 


Características de la fricción en seco- Como resultado de 
los experimentos relacionados con lo anteriormente expuesto, 
pueden establecerse las siguientes reglas para los cuerpos sujetos 
a fuerzas de fricción en seco. 


1. La fuerza de fricción actúa tangencialmente a las superficies 
en contacto en un sentido opuesto al movimiento relativo o a 
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la tendencia al movimiento de ana superficie con respecto a 
la otra. 

2. La magnitud de la fuerza de fricción estática máxima F 5 , que 
puede desarrollarse, es independiente del área de contacto, 
con tal que la presión normal no sea muy pequeña o bien tan 
grande como para deformar severamente o aplastar las su¬ 
perficies en contacto de los cuerpos. 

3. La magnitud de la fuerza de fricción estática máxima F, es, 
generalmente, mayor que la magnitud de la fuerza de fric¬ 
ción cinética F k para dos superficies en contacto cualesquie¬ 
ra. Sin embargo, si uno de ios cuerpos se está moviendo con 
una velocidad muy pequeña sobre la superficie del otro, se 
vuelve aproximadamente igual a F si o sea p s * p k . 

4, Cuando el deslizamiento en el punto de contacto está próxi¬ 
mo a ocurrir ; la magnitud de la fuerza de fricción estática lí¬ 
mite F, es proporcional a la magnitud de la fuerza normal, 
de tal modo quei% = p s A/, ecuación 8 . 1 . 

5, Cuando el deslizamiento en el punto de contacto está ocu¬ 
rriendo, la magnitud de la fuerza de fricción cinética es pro¬ 
porcional a la magnitud de la fuerza normal N en el punto 
de contacto, de tal modo que F k - p k N (ecuación 8 . 2 ). 

Angulo de fricción. Debe observarse que las ecuaciones S.l y 
8.2 tienen un uso específico, aunque limitado , en la solución de 
problemas de fricción. En particular, la fuerza de fricción que ac¬ 
túa en una superficie de contacto se determina a partir de 
F k = p k N solamente si existe movimiento relativo entre las dos su¬ 
perficies. Además, si dos cuerpos son estaciónanos, la magnitud 
de la fuerza de fricción F no es necesariamente igual a N; en 
vez de ello, F debe satisfacer la desigualdad F < p, N. Sólo cuan¬ 
do se presenta movimiento inminente alcanza F su límite supe¬ 
rior, F = F* = pJJ, Esta situación puede comprenderse mejor con¬ 
siderando el bloque mostrado en la figura 8.3a, que está sujeto a 
la acción de una fuerza P, En este caso, considere P = F 4 , de mo¬ 
do que el bloque está a punto de deslizar. Para el equilibrio, Ja 
fuerza normal N y la fuerza de fricción F„ se combinan para pro¬ 
ducir una fuerza resultante R t . El ángulo & 5 que forma R* con N 
se llama ángulo de fricción estática. A partir de la figura. 


(p¿ - tan" 1 jUj 


N 


= tan 




N 


= tan" p s 


Siempre que el bloque no esté en movimiento, cualquier fuerza 
horizontal F < F s produce una fuerza resultante R, que tiene una 
línea de acción dirigida según un ángulo con respecto a la verti¬ 
cal, tal que 4>< Si la fuerza aplicada P produce el movimiento 
uniforme del bloque, entonces P = F k . En este caso, la resultante 


w 



ía) 


W 



ib) 

Fig.8.3 
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Ry, tiene una línea de acción definida por 4> k , figura 8.3b. Este án¬ 
gulo se conoce como el ángulo etc fricción cinética, donde 






V. / 


tan- 1 fi* 


Por comparación, 





Flg, 8.4 


Ángulo de reposo. Un método experimental que puede usar¬ 
se para medir el coeficiente de fricción entre dos superficies en 
contacto consiste en colocar un bloque de un material con peso 
W sobre un plano hecho de otro material, figura 8*%. El plano 
tiene ángulo de inclinación & íy cuando el bloque esta a punto de 
deslizar y, por tanto, F s = p s N. El diagrama de cuerpo libre del 
bloque en este instante se muestra en Ja figura 8.46, Al aplicar 
las ecuaciones de equilibrio de fuerzas, la fuerza normal N- W 
eos 6 zy y la fuerza de fricción i% = W sen £?,. Ya que F, = p i N , en¬ 
tonces W sen B s = (PKcos Q s ) o 


e s - tan' 1 p s 


El ángulo 6 S se denomina ángulo de reposo y, por comparación, es 
igual al ángulo de fricción estática 0 ,. Una vez que se mída, el 
coeficiente de fricción estática se obtiene de p s = tan 0,. Observe 
que este cálculo es independiente del peso del bloque, de mane¬ 
ra que para el experimento, es innecesario el conocimiento de W\ 


8.2 Problemas de fricción en seco 


Si un cuerpo rígido está en equilibrio cuando se le somete a un 
sistema de fuerzas que incluye el efecto de fricción, ei sistema de 
fuerzas debe satisfacer no sólo las ecuaciones de equilibrio sino 
también las leyes que rigen a las fuerzas de fricción. 

Tipos de problemas de fricción. En general, existen tres ti¬ 
pos de problemas en la mecánica que involucran fricción en seco. 
Se les puede clasificar fácilmente, una vez que se haya hecho el 
diagrama del cuerpo libre e identificado todas las incógnitas, y se 
haya comparado su numero con el número de ecuaciones de 
equilibrio disponibles. Cada tipo de problema se explicará e ilus¬ 
trará gráficamente con ejemplos a continuación. En todos estos 
casos se supondrán conocidas la geometría y las dimensiones en 
el problema. 
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Equilibrio, Los de esta categoría son estrictamente problemas de 
equilibrio que requieren que el número total de incógnitas sea 
igual al número ele ecuaciones de equilibrio disponibles. Una vez 
determinadas las fuerzas de fricción a partir de la solución, sin 
embargo, sus valores numéricos se verificarán para que satisfa¬ 
gan la desigualdad F < /4 N; de otro modo, habrá deslizamiento, 
y el cuerpo no permanecerá en equilibrio* En la figura 8.5a se 
muestra un problema de este tipo* Aquí debemos determinar las 
fuerzas de fricción vnA y en C para verificar si se puede mante¬ 
ner la posición de equilibrio de las barras. Si las barras son uni¬ 
formes con un peso de 100 N cada una, ios diagramas de cuerpo 
libre son como se muestran en la figura 8.5¿>. Hay seis compo¬ 
nentes de fuerza desconocidas que se pueden determinar estric¬ 
tamente a partir de las sets ecuaciones de equilibrio (tres para 
cada miembro). Una vez que F /h N^ F c y N c se han determinado, 
las barras permanecerán en equilibrio, a condición de que F A 
< 0.3 N a y F c < 0 5N C se cumplan. 

Movimiento inminente en todos los puntos. En este caso el nú¬ 
mero total de incógnitas será igual a! número de ecuaciones de 
equilibrio disponibles más el número de ecuaciones de fricción dis¬ 
ponibles , F = juN> En particular, si el movimiento es inminente en 
los puntos de contacto, entonces F s = p k N\ mientras que si el 
cuerpo está deslizándose, entonces F k = p k N. Por ejemplo, consi¬ 
deremos el problema de encontrar el mínimo ángulo é?en el que 
la barra de 100 N de la figura 8.ó« puede apoyarse contra la pa¬ 
red sin resbalar. El diagrama del cuerpo libre se muestra en la fi¬ 
gura S.ófr. Aquí hay cinco incógnitas: F Á% N A , F b ., N& 6. Para la so^ 
lueión, hay tres ecuaciones de equilibrio y dos ecuaciones de 
fricción estática que se aplican en ambos puntos de contacto, de 
manera que F A = 03N A y F s = 0AN B * (Note también que la barra 
no se encontrará en estado de movimiento inminente salvo que 
resbale en A y B simultáneamente). 

Vulcamiento o movimiento inminente en algunos puntos. Aquí el 
número total de incógnitas será menor que el número de ecuaciones 
de equilibrio disponibles más el número total de ecuaciones de fric¬ 
ción o ecuaciones condicionales de volcamiento. Consecuente¬ 
mente, existirán varias posibilidades para movimiento o movi¬ 
miento inminente y el problema incluirá una determinación de 
qué tipo de movimiento se presenta realmente. Por ejemplo, 
consideremos la estructura de dos miembros de la figura 8,7a. 
En este problema, deseamos determinar la fuerza horizontal P 
requerida que cause el movimiento. Si cada miembro tiene un 
peso de 100 N ? los diagramas de cuerpo libre son como se mues¬ 
tra en la figura 8.7£>. Hay siete incógnitas: F A ,N Cj F c ,B„B )t P. 

Para tener solución única se deben satisfacer las seis ecuaciones 
de equilibrio (tres para cada miembro) y sólo una de dos posibles 


B 



f¡ r .8.s 



iie* *-<> 
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ecuaciones de fricción estática. Esto significa que al incrementar¬ 
se la magnitud de P causará deslizamiento en A y no en C, de 
modo que F A = 0,3 N A y F c < 0.5 N c ; o se tendrá deslizamiento en 
C y no en A y, en este caso, F c - 0.5 N c y F A < 0,3/V^. La situación 
puede determinarse calculando P para cada caso y eligiendo el 
caso para ei que P es mínima. Si en los dos casos se obtiene por 
cálculo el mismo valor de P t cosa muy improbable en la práctica, 
entonces hay deslizamiento simultáneo en ambos puntos; esto es, 
las siete incógnitas satisfarán ocho ecuaciones. Como segundo 
ejemplo, consideremos un bloque de ancho 6, altura h r y peso W 
que descansa en una superficie rugosa, figura 8.8rt. Se determina¬ 
rá la fuerza P requerida para causar movimiento. La inspección 
del diagrama de cuerpo libre, figura 8.86, indica que hay cuatro 
incógnitas, a saber, F, F, N yx, Para unicidad de la solución, sin 
embargo, debemos satisfacer las tres ecuaciones de equilibrio, 
además de una ecuación de fricción estática o bien una ecuación 
condicional que requiere que no haya volca miento. Así pues, 
existen dos posibilidades de movimiento, O el bloque se desliza, 
figura 8.86, en cuyo caso F - //, N y el valor obtenido para Jt debe 
satisfacer 0 < x < 6/2: o el bloque se vuelca, figura&Sc, caso en el 
que jt = 6/2 y la fuerza de fricción satisfará la desigualdad 
F < p t N, La solución que da el valor más pequeño de P definirá 
el tipo de movimiento que experimentará el bloque. Si se calcu¬ 
lara el mismo valor de P en ambos casos, aunque sea muy impro¬ 
bable, entonces habrá deslizamiento y voícamienío simultáneos; 
o sea que las cuatro incógnitas satisfacerán cinco ecuaciones . 


/V 

^ = 0.3 ji r = 0.5 


(al 



Fig, 


Ecuaciones de equilibrio y ecuaciones de fricción. Co¬ 
mo anteriormente se dijo, la fuerza de fricción siempre actúa pa¬ 
ra oponerse o bien para impedir ei movimiento de un cuerpo so¬ 
bre su superficie de contacto. Sin embargo, es importante 
observar que se puede suponer el sentido de la fuerza de fricción 
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en problemas donde se requiere que F sea una “fuerza de equili¬ 
brio 7 * y satisfaga la desigualdad F < p 5 N. E! sentido correcto se 
pone de manifiesto después de resolver las ecuaciones de equili¬ 
brio para f\ Por ejemplo, si F es un escalar negativo, el sentido 
de F es contrario ai supuesto. Esta conveniencia de suponer el 
sentido de F es posible porque ias ecuaciones de equilibrio igua¬ 
lan a cero las componentes de vectores que actúan en la misma di¬ 
rección . En los casos en que la ecuación de fricción F = pN es uti» 
iizada en la solución de un problema* sin embargo, se pierde la 
conveniencia de suponer el sentido de F, ya que la ecuación de 
fricción tan sólo relaciona las magnitudes de dos vectores perpen¬ 
diculares. Consecuentemente, deberá mostrarse, siempre que F 
actúa en su sentido correcto en el diagrama del cuerpo libre, si la 
ecuación tic fricción se está usando en la solución del problema. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento es un método de solución de los 
problemas de equilibrio con fricción en seco. 

Diagramas de cuerpo libre . Trace los diagramas de cuerpo li¬ 
bre que sean necesarios y determine el número de incógnitas 
o de ecuaciones requeridas para una solución completa. Sal¬ 
vo mención explícita de to contrario, exhibirá siempre las 
fuerzas de fricción como incógnitas; es decir, no suponga que 
F = pN. Recuerde que sólo pueden escribirse tres ecuaciones 
de equilibrio coplanar para cada cuerpo. Por consiguiente, si 
hay más incógnitas que ecuaciones de equilibrio, será nece¬ 
saria la ecuación de fricción en algunos, si no en todos los 
puntos de contacto, para obtener las ecuaciones adicionales 
requeridas para una solución completa. 

Ecuaciones de fricción y ecuaciones de equilibrio. Aplique las 
ecuaciones de equilibrio y las ecuaciones de fricción necesa¬ 
rias (o ecuaciones condicionales, si se involucra volcamien- 
to) y resuelva para encontrar las incógnitas. Si el problema 
involucra un sistema tridimensional de fuerzas, de manera 
que se dificulta obtener las componentes de fuerza o los ne¬ 
cesarios brazos de momento, aplique las ecuaciones de equi¬ 
librio usando vectores cartesianos. 





ai 


w 



Fie* 8.8 


Los siguientes problemas de ejemplo ilustran este procedi¬ 
miento numéricamente. 
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I Ejemplo 8-1 

El huacal uniforme mostrado en la figura 8.9tf tiene una 
masa de 20 kg* Si se le aplica una fuerza de magnitud 80 N, 
determine si permanece en equilibrio. El coeficiente de fric¬ 
ción estática es ¿y, = 03* 



p 


T 

0.4 m 

L 


(a) 


Fifi- 8.<> 


IV6.3 N 



<b| 


SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 8.9b, la 
fuerza normal resultante N c debe actuar a una distancia x de la 
linca central del huacal para contrarrestar el efecto de volea- 
miento causado por P. Hay tres incógnitas: F, N c y x, que se 
pueden determinar estrictamente a partir de las tres ecuacio¬ 
nes de equilibrio. 

Ecuaciones de equilibrio 

iLF v = 0; 80cos30°-F = 0 

+1 LF y = 0; -80 sen 30° + N C - 196.2 = 0 

+EA/„ = 0; 80 sen 30°(0.4) - 80 eos 30°(0.2) + N c (x) = 0 


Resolviendo, 


F = 69.3 N 
N c = 326 N 

jc = -0.00908 m = -9.08 mm 

Ya que x es negativa, esto indica que la fuerza normal resul¬ 
tante actúa (ligeramente) a la izquierda de la línea central del 
huacal. No ocurre volcamiento, ya quex < 0.4 m. También, la 
fuerza de fricción máxima que se puede desarrollar en la su¬ 
perficie de contacto es F mS , = p, N c = 0.3(236N) = 70.8 N. Da¬ 
do que F = 69.3 N < 70.8 N, el huacal no resbalará, aunque es¬ 
té muy cerca de hacerlo. 
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Ejemplo 8.2 

El lobo mostrado en la figura S.lQfl está aprisionado en¬ 
tre dos palancas que están articuladas en C. Si el coeficiente 
de fricción entre las palancas y el tubo es ¡j = 0.3, determíne ei 
máximo ángulo <9, de manera que el tubo quede aprisionado 
sin resbalar. Desprecie el peso del tubo. 


SOLUCION 

Diagrama de cuerpo libre . Como se muestra en la figura 3.10¿s 
hay cinco incógnitas: F A , N Bí F b y 6. Se aplican las tres 

ecuaciones de equilibrio y las dos ecuaciones de fricción en A 
y B. Las fuerzas de fricción actúan hacía C para impedir el 
movimiento del tubo hacia arriba. 


Ecuaciones de fricción y de equilibrio. Las ecuaciones de fric¬ 
ción son 


Si usamos estos resultados y aplicamos las ecuaciones de equi 
librio, obtenemos como resultado 


A partir de cualquiera de las ecuaciones 1 ó 2 se ve que N A = 
N b . Esto también podría haberse determinado a partir de la 
simetría lamo geométrica como de carga. Sustituyendo el re¬ 
sultado en la ecuación 3, obtenemos 


De manera que 


sen(g/2) 
eos ( 0/2) 
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■ Ejemplo 8*3 




Fig* 8.11 


La barra uniforme que tiene peso W y longitud / está apo¬ 
yada en sus extremos A y B , donde el coeficiente de fricción 
estática es p, figura 8.1 la. Determine el mayor ángulo 9 de 
modo que no resbale la barra. Desprecie el espesor de la ba¬ 
rra para eí cálculo. 

SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre . Como se muestra en la figura 8.11/?, 
hay cinco incógnitas: F Aí N Ai F fí , N B y Q . Éstas se pueden deter¬ 
minar a partir de las tres ecuaciones de equilibrio y las dos 
ecuaciones de fricción aplicadas en los puntosa! y B . Las fuer¬ 
zas de fricción deben trazarse con su sentido correcto de ma¬ 
nera que se opongan a la tendencia al movimiento de la barra. 
¿Por qué? 

Ecuaciones de fricción y de equilibrio . Si escribimos las 
ecuaciones de fricción, 

F-FsN; F A = pN A 

F b - ¡jN b 

Si usamos estos resultados y aplicamos las ecuaciones de 
equilibrio, obtendremos 


= 0; pN A + pN fí eos 9-N B sen 9 = 0 (1) 

+ t LF y = 0; N a -W + N b eos 9+ juN b sen #=0 (2) 


0; -AT 4 


^-cos 6 


+ , 


2 sen 0 


WiV 0 

L J e 


(3) 

Los momentos se suman alrededor del centro de la barra, G, 
para eliminar W. Podemos resolver las ecuaciones I y 3 t que 
se reducen a 


pj N a = Afosen eos 6) 

N b = N a (cos 6- u sen 9) 


Luego 

¡iN a ~ N a (cos 8- fj sen #)(sefi 0 - p eos 6) 

p = sen #cos 9- p eos 2 8- p sen 2 8 + p 2 scr\ 9c os 9 
p - {1 + sen 9 eos 6- ¿/(sen 2 # + eos 2 8) 


Sabiendo que sen 2 # + eos 2 # = 1 y sen 29-2 sen#eos#, se tiene 


2p 


= fi±ií! 

2 


sen 28 


Resolviendo en 0, se obtiene 


0 1 ' 4u 

6=^ seir 1 .. í1 -: 

1 + ^ 


Resp. 
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SEC. 8.2 PROBLEMAS DE FRICCIÓN EN SECO 277 


■ Ejemplo 8,4 

El bloque homogéneo de la figura 8.12*7 tiene un peso de 
20 Ib y se apoya sobre el plano inclinado, para el cual p s = 
0.55, Determine el mayor ángulo de inclinación, 6, del plano 
antes de que el bloque se mueva, 


SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre. Como se muestra en la figura 8.12b, 
la dimensión * se usa para localizar la posición de la fuerza 
normal resultante Ng debajo dei bloque. Hay cuatro incógni¬ 
tas, 6, N b , Fg y x. Se dispone de tres ecuaciones de equilibrio. 
La cuarta ecuación se obtiene investigando las condiciones pa¬ 
ra volcamiento o deslizamiento del bloque. 

Ecuaciones de equilibrio. Aplicando las ecuaciones de equili¬ 
brio se llega a 

+-/EF í = 0; 20 sen 9-F fí = 0 (1) 

+\LF y = 0; N 0 -20 eos 6=0 (2) 

l +LM 0 - 0; 20 sen 6{ 4) - 20 eos 6(x) = 0 (3) 

(Deslizamiento inminente del bloque). Esto requiere del uso de 
la ecuación de fricción. 



= F b = Q.55N b (4) 

Resolviendo las ecuaciones 1 a 4 se obtiene 

N b s 17.5 Ib F s = 9.64 Ib 0= 28.8° Jt = 2.2in. * 

Como x = 2.2 in > 2 in, el bloque se volcará antes de deslizar. 
[Volcamiento de! bloque). Esto requiere que 

jc - 2 in. (5) 

Resolviendo las ecuaciones 1 a 3 y usando la ecuación 5, se 
obtiene 



N b - 17.9 Ib F b = 8.94 ib 

0=26.6° Resp. 


Fig. 8.12 


Nota: Si primero suponemos que el bloque se vuelca, en¬ 
tonces los resultados para F b deben verificarse con la fuerza 
de fricción estática máxima posible, es decir, 

F b = 8.94 l (0.55){17.9 Ib) = 9.84 Ib 


Puesto que la desigualdad es válida, ei bloque, en efecto se 
vuelca antes de resbalar. 
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Ejemplo 8,5 

La viga ÁB está sujeta a una carga uniforme de 2ÜQN/m y 
está apoyada en B mediante la columna BC , figura 8.13 a. Si 
los coeficientes de fricción estática en B y C son /^ = Ü.2 y 
p c - 0.5, determine la fuerza P necesaria para tirar la columna 
y sacarla fuera de la viga. Desprecie el peso de los miembros y 
el espesor de la columna. 



SOLUCIÓN 

Diagramas de cuerpo libre . En la figura 8.136 se muestra el di¬ 
grama de cuerpo libre de la viga AB. Aplicando LM A = 0, obte¬ 
nemos N b ~ 400 R Este resultado se indica sobre el diagrama 
de cuerpo libre de la columna, figura 8.13c\ En relación con 
este miembro, las cuatro incógnitas, F b , P,Fc y N c se determi¬ 
nan a partir de las ¿res ecuaciones de equilibrio y una ecuación 
de fricción aplicada, ya sea en B o en C. 


(a) 


Ecuaciones de equilibrio v de fricción. Aplicando las ecuaciones 
de equilibrio tenemos 

P-F B -F C = 0 (1) 

N c - 400 = 0 (2) 

-P(0.25) + F B (l) = 0 (3) 

(La columna se desliza sólo en B). Esto requiere que F c < ¡uN c y 




±.IF t = 0; 
i * F * +TZF, = 0; 
2m ~l „„ UzW r = 0; 

f Nn = 400 N c 




400 N 

r r 


0.75 itt 


-► P 


10.25 m 


U C 


tcl 

Fig. 8.13 


F b = fi B N b . F b « 0.2(400} = 80 N 

Si usamos este resultado y resolvemos las ecuaciones 1 a 3, 
obtenemos 


P = 320 N 
F c - 240 N 
N c = 400 N 

Como F c = 240 N > ¡j c N c = 0.5(400 N) = 200 N, debe investi¬ 
garse el otro caso de movimiento. 


(La columna se desliza sólo en C). Aquí F ñ < ¡j b N b y 

Fc = PcNo. F C = 0.5N C (4) 

AI resolver las ecuaciones 1 a 4, se obtiene por resultado 

P = 267 N Rcsp. 

N c - 400 N 
F r - 200 N 
F b = 66.7 N 


Obviamente, este caso de movimiento ocurre primero ya que 
requiere un menor valor para P. 
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SEC, 8.2 PROBLEMAS Dí¿ FRICCIÓN EN SECO 379 


■ Ejemplo 8,6 


Determine la fuerza normal que se dehe ejercer sobre el 
carrete de 100 kg mostrado en la figura 8.14z/ para empujarlo 
hacia arriba del plano inclinado 20°, con velocidad constante. 
Los coeficientes de fricción estática y cinética en los puntos de 
contacto son (p s ) A = 0.18, (p k ) A = 0,15 y (//,) B - 0.45 (¡j k ) 8 = QA 

SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre . Como se muestra en la figura 8.14 b r 
hay cuatro incógnitas, N Af F A , N B y F b que actúan sobre el ca¬ 
rrete, las cuales pueden determinarse aplicando tres ecuacio¬ 
nes de equilibrio y ana ecuación de fricción, que sirve ya sea 
en A, o en B , Si el deslizamiento sólo ocurre en £f, el carrete 
rodará hacia arriba del plano; mientras que si el deslizamiento 
sólo ocurre cnA r el carrete se deslizará hacia arriba del plano 
inclinado. El problema requiere la determinación de JV fl , 

Ecuaciones de equilibrio y de fricción* 


+/ZF t = 0; 

-F a + N u - 981 sen 20° = 0 

( 1 ) 

+\'LF y = 0; 

N a -F b - 9S1 eos 20° = 0 

(2) 

L +XM 0 = 0; 

F„(400 mm)-F^(400 mm) = 0 

(3) 

(El rodillo rueda hacia arriba del plano). En 
F a < 0.18 N a y 

este caso 


F n - 0AON n 

(4) 


E] sentido de la fuerza de fricción en B debe especificarse co¬ 
rrectamente. ¿Por que? Como el carrete está siendo forzado a 
subir sobre el plano actúa hacia abajo para impedir el movi¬ 
miento de rodamiento del carrete en el sentido de las manecillas 
del reloj, figura S,14£>. Resolviendo las ecuaciones 1 a 4, tenemos 

N A = 1 146 N F a = 224 N N B = 559N F 5 =224N 

La hipótesis con respecto al no deslizamiento en A debe veri¬ 
ficarse. 

F a < (p t ) A N a ; 224 N < 0,18(1146) = 206 N 



fa) 



ib) 


Fig, 8.14 


La desigualdad no se cumple y, por consiguiente, el desliza¬ 
miento ocurre en A y no en B. Por tanto, debe investigarse el 
otro caso de movimiento, 

(El rodillo se desliza hacia arriba del piano inclinado). En este 
caso F b < 0.45/v^ y 


= F a -0A5N a (5) 

Resolviendo las ecuaciones 1 a 3 y 5 se llega a 
N Á - 1084 N F Á = 163 N N ñ = 498 N F B = 163 N 

La validez de la solución (N B = 498 N) puede verificarse 
comprobando la hipótesis de que no hay deslizamiento en B , 

F b < (ji s )sN b ; 163 N < 0.45(498 N) = 224 N (verifique) 
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PROBLEMAS 


8.1. El zoclo de una escalera descansa sobre una su¬ 
perficie de concreto para la cual - 0.8 para los dos 
materiales* Si la magnitud de una fuerza dirigida a lo 
largo del eje de la escalera es de 600 Ib, determine la 
fuerza de fricción que actúa en la parte baja de la es¬ 
calera* ¿Cuál es el coeficiente mínimo de fricción es¬ 
tática que impedirá que resbale la escalera? 


6001 b 



Prob. 8,1 


8.2. Determine la fuerza horizontal P requerida para 
tan sólo iniciar el moviento del huacal de 300 Ib hacia 
arriba del plano. Considere que p s = 03. 

83. Determine el intervalo de valores para los cuales 
la fuerza horizontal P impedirá que resbale el huacal 
hacia arriba o abajo del plano inclinado. Considere 
que = 0.1* 


8*4 El refrigerador tiene un peso de 200 Ib y centro 
de gravedad en G* Determine la fuerza P requerida 
para moverlo. ¿El refrigerador se volcará o resbala¬ 
rá? Considere que = 0.4* 



Prol>. 8.4 


8.5. El carrete tiene una masa de 20 kg. Si se enrolla 
una cuerda alrededor de su núcleo interno y se ama¬ 
rra a la pared, y el coeficiente de fricción estática en 
A es ¿6 ='0.15, determine si ei carrete permanece en 



8.6* El cilindro de 100 Ib descansa entre dos planos 
inclinados* Cuando P = 15 ib, el cilindro está a punto 
de moverse. Determine el coeficiente de fricción es¬ 
tática p s entre las superficies de contacto y el cilindro. 



Probs* 8.2/83 



Prob. 8.6 
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PROBLEMAS 381 


8.7, La ménsula puede moverse libremente a lo largo 
del poste hasta que se coloca una carga P sobre ella. 
Cuando esto ocurre tiene contacto cnA y en B, Si el 
coeficiente de fricción estática es & = 0.6, determine 
la distancia mínima d a la que puede aplicarse la car¬ 
ga, de modo que la ménsula no resbale. Se ignorará 
el peso de la ménsula. 



ProH. 8*7 


* 8*8, El automóvil tiene un peso de 4000 Ib y centro de 
gravedad en G. Si sale a un lado del camino, determi¬ 
ne el ángulo máximo de inclinación, 6, que puede te¬ 
ner sin volcarse ni resbalar. El coeficiente de fricción 
estática entre las ruedas y el suelo es = 0.4 


8*9* Los bloques Ay B descansan en los planos incli¬ 
nados. Si el bloque A pesa 60 Ib, determine el peso 
del bloque B para que (a) el bloque B esté a punto de 
resbalar hacia arriba , y (ft) una vez superada la fric¬ 
ción estática, el bloque B se mueva a velocidad cons¬ 
tante bajando el plano. Considere que ¿/ f = 0*5 y 
¿tk - 0.25 para ambas superficies. 



Prob* 8*9 


8*10* El bloque de perfil cuadrado tiene un peso W y 
descansa sobre la tabla. Si la tabla se inclina un ángu¬ 
lo B y el bloque se vuelca. Determine 6 y el coeficiente 
menor posible de fricción estática que permitirá que 
esto ocurra. 



Prub. 8.8 



Prob. 8*10 
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8.1L La escalera uniforme tiene un peso de Wy des¬ 
cansa sobre la pared en B y el piso en A Sí el coefi¬ 
ciente de fricción estática es p, determíne el mínimo 
ángulo #en que puede ser colocada la escalera con¬ 
tra la pared sin que ésta resbale. 


8.13. Determine el ángulo máximo en que se puede 
poner el palo para inmovilizar la puerta cuando se 
aplica una fuerza horizontal P a la manija* Se ignora¬ 
rá el peso del palo y supondrá que no hay desliza¬ 
miento en B. El coeficiente de fricción estática en/1 
es / i. 




Prob.S.Jl 


Prob. 8.13 


*8.12. Si el coeficiente de fricción estática entre la 
rampa y el huacal de 200 Ib es p x - 0.3, determine la 
fuerza P que se debe aplicar a la cuerda para empe¬ 
zar a mover el huacal hacia arriba. 


8.14. La máquina tiene un peso de 500 ib. Determine 
la fuerza P que se debe aplicar a la barreta para le¬ 
vantarla. El coeficiente de fricción estática en A y en 
B es p s - 0.3. 



8,15. La máquina tiene un peso de 500 Ib. Determine 
la fuerza P que se debe aplicar a la barreta para le¬ 
vantarla* El coeficiente de fricción estática en A es 
ftA = 0.3 y en B es pn - 0*2. 



Prob. 8.12 


Prabs. 8*14,8*15 
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PROBLEMAS 383 


* £.16. El hombre tiene una masa de 40 kg. Está esca¬ 
lando la grieta, como se ve en la figura. Si el coefi¬ 
ciente de fricción estática entre sus zapatos y la roca 
es = 0.4 y entre la roca y su espalda es //' 5 * 0.3, de¬ 
termine la mínima fuerza horizontal que debe ejercer 
su cuerpo sobre la roca para lograr su escalada. 


8.19. Ei mueble uniforme tiene un peso de 80 Ib y 
descansa en un piso para el cual p, = 0.25, Si el hom¬ 
bre lo empuja en la dirección mostrada, determine la 
magnitud mínima de la fuerza F que se necesita para 
desplazar el mueble. También, si el hombre tiene un 
peso de 150 Ib, determíne el coeficiente de fricción 
estática más pequeño posible entre las suelas de sus 
zapatos y el piso para que no resbale. 



1,25 m- 



Prob. S.19 


Prob. 8.16 


8.17, El camión tiene una masa de 1.25 Mg y centro 
de masa en G, Determine la carga máxima que pue¬ 
de remolcar si (a) el camión tiene tracción trasera 
mientras que las ruedas delanteras ruedan libremen¬ 
te, y (b) el camión tiene tracción delantera y trasera. 
El coeficiente de fricción estática entre las ruedas y 
el suelo es p s - 0.5, y entre el huacal y el suelo es 
/A = 0.4. 

8.18. Resuelva el problema 8,17 si el camión y el hua¬ 
cal se desplazan por una rampa de inclinación 10°. 


*8,20, El tractor esta tirando el tocón. Determine el 
momento de torsión (lorque) que debe aplicar la ma¬ 
quina a las ruedas traseras para que patinen. Las rue¬ 
das delanteras son libres. El tractor pesa 3500 Ib y 
tiene centro de gravedad en G. El coeficiente de fric¬ 
ción estática entre las ruedas traseras y el suelo es 
pj = 0.5. 

8.21, El tractor tira del tocón que está fijo. Si el coefi¬ 
ciente de fricción estática entre las ruedas traseras y 
el suelo es p* = ü.ú, deLerminc si las ruedas traseras o 
las delanteras se levantan del suelo cuando el motor 
transmite el momento de torsión (lorque) a las rue¬ 
das traseras. ¿Cual es el momento necesario para 
producir el movimiento? Las ruedas delanteras son 
libres. El tractor pesa 2500 Ib y su centro de gravedad 
está en G, 



Prflbs. 8.17/8.18 


Pnib«í.S.2lV8,2l 
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8.22. La cómoda tiene un peso de 300 Ib y, debido a 
ios objetos que contienen los cajonea tiene centro de 
gravedad en G. 5¡ el coeficiente de fricción estática 
en A y en B es ■* 0.2, determine si el hombre de 
200-lb puede empujar la cómoda hacia La izquierda. 
El coeficiente de fricción estática entre sus zapatos y 
el suelo es //', = 0.4 Suponga que el hombre solamen¬ 
te ejerce fuerza horizontal sobre el mueble* 

8.23. La cómoda tiene un peso de 300 Ib y, debido a 
los objetos que contiene, su centro de gravedad está 
en G. Si el coeficiente de fricción estática tnA y en B 
es ps = 0.2, determine si el hombre de 200 Ib puede ti¬ 
rar el mueble para la derecha. El coeficiente de fric¬ 
ción estática entre sus zapatos y el piso es //, = 0.35. 
Suponga que la fuerza ejercida por el hombre sobre 
el mueble es horizontal. 



Prahs. 8.22/8.23 


* 8.24. La barra uniforme que tiene longitud 2 m tiene 
un peso IVy se coloca sobre el borde. Sí el ángulo mí¬ 
nimo de inclinación de la barra sin resbalar es 
0= 60 & , determine el coeficiente de fricción p estática 
entre las superficies de contacto ,4 y i? y la barra. 


8.25. Determine la carga máxima W que el muchacho 
puede remolcar sobre su trinco S> si el trinco pesa 8 
Ib y = 0.1 entre los patines y el hielo. El mucha¬ 
cho pesa 70 Ib y = 0.4 entre sus botas y el hielo. 
Considere que 6 = 30°. 

8.26. Determine el ángulo & de dirección de la cuerda 
para que el muchacho pueda tirar el trinco S que lle¬ 
va una carga de 400 Ib. El trineo pesa 8 Ib y = 0.1 
entre los patines y el hielo. El muchacho pesa 70 Ib y 
(ya)* = 0*4 entre sus botas y el hielo. 



Prob. 8.25/8.26 


8.27. Los bloques A y B, que pesan cada uno 50 Ib, se 
unen por una barra ligera de 3 ft articulada en cada 
extremo. Determíne la altura máxima h en que el 
bloque B puede situarse sobre el plano inclinado sin 
que resbale hacia a bajo el ensamble. Ignore el tama¬ 
ño de los bloques en los cálculos. Considere que 
ÍBa\ = 0.3, (pn), = 0.15. 




Proh. 8.27 
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PROBLEMAS 385 


* 8.2a Dos chicos, que pesan 60 Ib cada uno, están 
sentados en los extremos de una tabla uniforme que 
tiene un peso de 30 ib* Si la tabla se apoya en su pun¬ 
to central sobre un poste que tiene coeficiente de 
fricción estática p* = 0*6, con la tabla, determine el 
ángulo máximo de báscula, 0 T antes de empezar a res¬ 
balar* Ignore el tamaño del poste y de espesor de la 
tabla en los cálculos* 


830, Un hombre intenta elevar la escalera uniforme 
de 40 Ib a la posición vertical aplicando una fuerza F 
perpendicular a la escalera en el barrote R. Determi¬ 
ne el coeficiente de fricción estática entre la escalera 
y el piso, asi la escalera empieza a resbalar en el piso 
cuando las manos alcanzan una altura de 6 ft 




Prob.8.28 


$29* Determine la mínima fuerza F requerida para 
empujar el tubo E hacia lo alto de la rampa. El tubo 
tiene una masa de 75 kg y el rodillo D una masa de 
100 kg. La fuerza actúa paralelamente al plano y los 
coeficientes de fricción estática en las superficies de 
contacto son /14 = 0.3, pb = 0.25 y pe ~ 0*4, Cada cilin¬ 
dro tiene un radio de 150 mm. 


Prob* 8*3 ti 


8*3L El hombre tiene una masa de 60 kg y el huacal 
una masa de 100 kg. Si el coeficiente de fricción está¬ 
tica entre sus zapatos y el suelo es ps = 0.4 y entre el 
huacal y el suelo es p c = 0.3, determine si el hombre 
es capaz de mover el huacal usando el sistema de 
cuerda y polea mostrado. 




Prob. 8,29 


Pnib* 831 
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* 8*32* Una viga de 50 Ib se apoya en dos superficies en 
los puntos/! y B. Determine la distancia máxima x a 
la que un chico puede caminar hacia arriba antes de 
que empiece a resbalar* El chico pesa 120 Ib; supon¬ 
ga que asciende a velocidad constante. Desprecie el 
espesor de la viga* 



Prob* 8*32 

8*33* El hombre intenta mover eí bloque, que tiene 
un peso de 800 Ib y centro de gravedad en G, sobre el 
filo del escalón. Si el coeficiente de fricción estática 
en/1 es p A s 0*3, determine el ángulo tfal que empie¬ 
za a resbalar el bloque. También, encuentre la mag¬ 
nitud de la fuerza horizontal P que debe ejercer para 
que esto ocurra. 


834* El ciclista tiene un peso de 170 Ib y un centro de 
gravedad en G* Si ¿h = 0*5, ¿es posible mover la bici¬ 
cleta hacia delante? Desprecie la fricción en la rueda 
delantera y el peso de ta bicicleta. 



Prob. 04 


835* El artefacto sirve para sujetar trapeadores y es¬ 
cobas. Consiste en dos pequeños rodillos de peso in¬ 
significante que pueden correr libremente en las ra¬ 
nuras inclinadas* Si el coeficiente de fricción estática 
entre el palo de escoba y cada rodillo es p s = 0*5, de¬ 
termine el ángulo de inclinación Bqm debiera usarse 
en el diseño para que se sostenga cualquier peso de 
escoba. 



Prob.833 



Prob* 835 
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PROBLEMAS 387 


4 836 , El refrigerador Licne una masa de 75 kg y ccn- 838 . \m viga está articulada en A y se apoya en un ro- 
tro de gravedad en G. Determíne la fuerza P requeri- dillo en fí , que tiene peso despreciable y radio de 15 

da para moverlo. ¿Se desliza o se vuelca? El coefL mm. Si el coeficiente de fricción estática en B y en C 

cíente de fricción estática entre el refrigerador y la es /i* = jwr ® 0.3, determine el mayor ángulo 6 de la 

rampa es - 0.3. rampa para el cual el rodillo no resbale para cual¬ 

quier fuerza P aplicada a la viga. 



Prnti. 8.36 


837. Determine el peso máximo W que el hombre 
puede levantar usando el sistema de poleas, sin el sis¬ 
tema de poleas y luego con la polca en/1. El hombre 
tiene un peso de 200 Ib y el coeficiente de fricción es* 
tAtica entre sus píes y el suelo es ^ = 0.6. 




Prob, 837 



c 


Proh. 838 

8-39, El semicilindro homogéneo de peso W descansa 
sobre la superficie, cuyo coeficiente de fricción estáti¬ 
ca es p* - 0.2. Sí una fuerza P se aplica en su borde, 
determine el máximo ángulo 6 en que puede incli¬ 
narse la cara superior del semicilindro antes de em¬ 
pezar a resbalar. El centro de gravedad está en G, co- 



8.4(1. El hombre se apoya contra la pared en la posi¬ 
ción indicada. Si tiene una masa de 70 kg y centro de 
masa en G, determine si resbalará en A, Los coefi¬ 
cientes de fricción estática en A y en B son = 0,4 y 
jju = 0,5, respectivamente. 

8.41, El hombre se para contra la pared en La posi¬ 
ción mostrada. Si tiene masa de 70 kg y centro de 
masa en G, determine si resbala en A o en B al esti¬ 
rar las piernas. Los coeficientes de fricción estática 
en/1 y en /i son p A - 0,4 y fm = 0,5, respectivamente. 



Prnbs. 8.40/8.41 
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8.42. Dos bloques A y B, cada uno con masa de 6 kg, 
se conectan mediante la articulación mostrada. Si los 
coeficientes de fricción estática en las superficies de 
contacto son va = 0.2 y vb = 03, determine la máxima 
fuerza vertical P que puede aplicarse a la articulación 
C sin que resbalen los bloques. Ignore el peso de los 
eslabones. 



Prob.8.42 

8.43. La barra uniforme tiene un peso W. Determine 
el ángulo máximo 8 en que puede inclinarse la ba¬ 
rra. de modo que no resbale por las dos clavijas en 
A y B. El coeficiente de fricción estática entre barra y 
clavijas es /z 



Prob. 8.43 

* 8.44. El disco semicircular tiene peso W y centro de 
gravedad en G. Determine el menor ángulo de colo¬ 
cación 8 t de modo que el disco no resbale ni sobre la 
pared ni sobre el piso. El coeficiente de fricción está¬ 
tica en las superficies de contacto es //. 



B 


Proh. 8.44 


8.45. La barra uniforme tiene peso W y descansa so¬ 
bre una clavija lisa en A y contra un muro en B, para 
los cuales v$ - 0.25. Determine el mayor ángulo 0 po¬ 
sible para colocar la barra sin que resbale. 



Prob. 8.45 


8.46. La viga tiene una masa de 20 kg y se sujeta a 
una fuerza de 250 N. Se apoya en un extremo me¬ 
díante una articulación, y en el otro, con un carrete 
de una masa de 35 kg. Determine la mínima fuerza 
del cable, P T necesaria para mover el carrete hasta sa¬ 
lir de bajo la viga. Los coeficientes de fricción estáti¬ 
ca en B y en D son vb = 0.4 y po - 0.2, respectivamen¬ 
te. 



250 N 


Prob. 8.46 
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PROBLEMAS 3S9 


8*47. La rueda de un carrito de supermercado se po¬ 
ne en contacto con una obstrucción circular de peso 
insignificante. Si el coeficiente de fricción estática en 
los puntos de contacto/í y B es - 0.4, determine el 
radio máximo r de la obstrucción que puede bloquear 
La rueda e impedirle girar cuando cualquier fuerza 
horizontal se aplique al carro. 


movlmliífllo 



Prob. 8.47 


* 8*48* El tronco de peso W se tirará por el plano incli¬ 
nado de pendiente a usando una fuerza P. Si P actúa 
□ un ángulo A cornó se muestra, demuestre que para 
que haya deslizamiento P - W sen (a + 0)/cos (<P-6), 
donde es el ángulo de fricción estática; B~ tan' 1 ^ 

8*49. Determíne el ángulo <£al que la fuerza aplicada 
P debiera actuar sobre el tronco, de modo que la 
magnitud de P sea tan pequeña como sea posible pa¬ 
ra tirar el tronco hada arriba de la rampa* ¿Cuál es el 
valor correspondiente de P? El tronco pesa W y la 
pendiente a es conocida. Exprese la respuesta en tér¬ 
minos del ángulo de fricción cinética, 6 = tan -1 p. 


P 



Probs* 8*48/8,49 


8.50. La barra uniforme de 5 Ib descansa en el suelo 
en B y sobre la pared en A. Si la barra no resbala en 
B, determine el mínimo coeficiente de fricción estáti¬ 
ca en .4 que impedirá el deslizamiento. 



Prob. 8.50 


8.51* El bloque de 50 Ib se encuentra a punto de res¬ 
balar cuando se te coloca sobre el plano inclinado* 
Determine el coeficiente de fricción estática entre el 
bloque y el plano. 



Prob* 8*5 i 
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8.3 Cuñas 


La cuña es una máquina simple que suele utilizarse para trans¬ 
formar una fuerza aplicada en otras fuerzas mucho mayores con 
dirección aproximadamente perpendicular a la de la fuerza apli¬ 
cada. Las cuñas se usan también, para efecto de pequeños des¬ 
plazamientos o ajustes a grandes cargas. 

Consideremos, por ejemplo, la cuña que se ve en la figura 
8.15a, y que se está usando para levantar un bloque de peso W 
mediante aplicación de una fuerza P a la cuña. En la figura 8.15b 
se muestran ios diagramas de cuerpo libre de la cuña y el bloque. 
Aquí se ha excluido el peso de la cuña porque suele ser pequeño 
comparado con el peso del bloque. También debe observarse 
que las fuerzas de fricción F 3 y F 2 deben oponerse al movimiento 
del bloque. Asimismo, la fuerza de fricción F 3 del muro sobre el 
bloque debe actuar hacia a bajo para oponerse al desplazamien¬ 
to del bloque hacía arriba. Las localizaciones de las fuerzas nor¬ 
males resultantes no son de importancia, pues ni la cuña ni el 
bloque se ladearán. En consecuencia, no se considerarán las 
ecuaciones de equilibrio de momentos. Hay siete incógnitas que 
consisten en la fuerza aplicada P, necesaria para causar el movi¬ 
miento de la cuña y seis fuerzas normales y de fricción. Las siete 
ecuaciones disponibles consisten en dos ecuaciones de equilibrio 
de fuerzas (EF X - 0, LF y = 0) aplicadas a la cuña y al bloque (en 
total cuatro ecuaciones) y la ecuación de fricción F = pN aplica¬ 
da a cada superficie de contacto (tres en total). 

Si el bloque debe ser bajado, las fuerzas de fricción actuarán 
en sentido opuesto al que se muestra en la figura 8.15b. La fuer¬ 
za aplicada P actuará hacia la derecha como se muestra, si el 
coeficiente de fricción es pequeño o grande el ángulo 6óe la cu¬ 
ña. De otra forma, P deberá jalar la cuña para sacarla. Si se supri¬ 
me I\ oP = 0, y las fuerzas de fricción mantienen el bloque en 
posición, entonces la cuña le dice que es autotrobadora. 



Fig. 8.15 
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I Ejemplo 8.7 

La piedra uniforme tiene masa de 500 kg y se mantiene 
horizontal usando una cuña en B como se muestra en la figura 
8.16a. Si el coeficiente de fricción estática es p s = 0.3 en la su¬ 
perficie en contacto con la cuña, determinar la fuerza P re¬ 
querida para quitar la cuña. ¿Es autotrabadora esta cuña? Su¬ 
ponga que la piedra no resbala en A, 


h-l m 



Fig. 8.16 

SOLUCIÓN 

Ya que la cuña será retirada, está por ocurrir el 
movimiento en las superficies en contacto. Luego, F = p s Af, y 
los diagramas de cuerpo libre se muestran en la figura 81ó¿>. 
Nótese que sobre la piedra en A, F Á < &N Aj ya que en ese 
punto no hay deslizamiento. A partir del diagrama de cuerpo 
libre de la piedra, 

l +IM a = 0; -4905(0.5) + (N B eos 7°)(1) + (03N B sen 7°)( 1) = 0 
N b = 2383.1 N 


Usando este resultado para la cuña, tenemos 

XZF x = 0; 23831 sen 7 o - 0.3(2383.1) eos T + P- 03N C = 0 
+ í LF= 0; N c - 23831 eos T - 0.3(23831) sen V - 0 
N c - 2452.5 N 

P “ 1154,9 N = LIS kN Resp. 

Como P es magnitud positiva, la cuña debe ser retirada. Ob¬ 
viamente sí P es cero, la cuña permanecerá en posición (auto- 
trabada) y las fuerzas de fricción F c y F B desarrolladas en los 
puntos de contacto satisfacerán F B < p s N B y F c < p s N& 
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8.4 Fuerzas de fricción en tornillos 


Los tornillos se usan casi siempre como sujetadores; sin embar¬ 
go, en numerosos tipos de máquinas se incorporan para transmi¬ 
tir potencia o movimiento de una a otra parte de una máquina. 
Para este último propósito, es común el tornillo de rosca cuadra¬ 
da , especialmente cuando se aplican grandes fuerzas sobre su 
eje. En esta sección analizaremos las fuerzas que actúan en los 
tornillos de rosca cuadrada. El análisis de otros tipos de tornillos, 
como los de rosca en K V” se basa en los mismos principios. 

Un tomillo puede considerarse simplemente como un plano 
inclinado o cuña enrrollado alrededor de un cilindro. Una tuerca 
inicialmente en la posición A sobre el tornillo mostrado en la fi¬ 
gura 8.17f7 se moverá hasta B al hacerla girar 360° en torno al eje 
del tornillo. Esta rotación equivale a trasladar la tuerca hacia 
arriba de un plano inclinado de altura / y longitud 2 mr, donde r es 
el radio medio de la rosca, figura 8.17/?. La elevación / correspon¬ 
diente a una revolución se conoce como el paso del tornillo, y el 
ángulo de paso está dado por 6 = távr\l¡2n r). 




Fifr 8.17 

Análisis de fricción. Cuando se somete un tornillo a grandes 
fuerzas axiales, las fuerzas de fricción que se desarrollan en la 
rosca se vuelven importantes si se va a determinar el momento 
M* requerido para girar el tornillo. Consideremos, por ejemplo, 
el gato de tornillo de rosca cuadrada mostrado en la figura 8.18, 
que soporta la carga vertical W, Las fuerzas de reacción del gato 
a esta carga se distribuyen sobre la circunferencia de la rosca del 
tornillo que tiene contacto con el agujero hecho en el gato para 


Fig. 8.18 


* Para las aplicaciones, M se desarrolla aplicando una fuerza horizontal P en 
ángulo recto con el extremo de una palanca que estaría fija en el tornillo. 
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pasar el tornillo, o sea la región h mostrada en la figura 8.1S. Pa¬ 
ra simplificar esta porción de rosca puede imaginarse como de¬ 
senrollada del tomillo y representada como un simple bloque 
que descansa sobre un plano inclinado que tiene el ángulo de pa¬ 
so del tornillo, f?, figura 8/1 9a. Aquí el plano indinado representa 
la rosca de apoyo en el interior de la base del gato. Tres fuerzas 
actúan sobre el bloque o tomillo. La fuerza VV es la carga axial 
total aplicada al tornillo. La fuerza horizontal S es causada por el 
momento aplicado M, tal que las magnitudes de estas cargas 
pueden relacionarse sumando momentos en torno at eje dei tor¬ 
nillo. Se requiere que M = Sr t donde r es el radio medio del torni¬ 
llo. Como resultado de W y S, el plano inclinado ejerce una fuer¬ 
za resultante R sobre el bloque que se muestra con sus 
componentes que actúan perpendicular (normal), N, y tangen- 
cialmenle, F, a las superficies de contacto. 


w 



w 



mavimienIn Jineta nrríbn dd lomillo ((?> ■/>) movimienlo ild lomillo tac» atajo (0< 0) 

ta) Cb) 



Tomillo di? cierre HWomñtfca (f? - 'h 
(¡i pumo iltí ntfnr haicin abajo) 


W 





<d) 
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Movimiento del tomillo hacia arriba , Con tal de que M sea lo sufi¬ 
cientemente grande, el tomillo (y, por tanto, el bloque), puede 
ser puesto en punto de movimiento hacia arriba, o bien puede 
estar ocurriendo el movimiento. En estas condiciones, R actúa 
según ángulo {6 + d>) con respecto a la vertical, como se muestra 
en la figura 8,19a, donde tan’ 1 ( F/N ) “ tan- 1 (jjN/N) = tan -1 ¿í. 

Aplicando las dos ecuaciones de equilibrio de fuerzas ai bloque, 
obtenemos 


+1 LFy ~ 0 ; 


5 - R sen { 6 + <P) = 0 
R eos ( 0 + £>)- W- 0 


Si se elimina /?, y se despeja 5 y se sustituye este valor en la ecua¬ 
ción M = Sr ; se obtiene como resultado 


M = Wr tan ( 8 + 


(8.3) 


Como se indica, M es el momento necesario para causar movi¬ 
miento inminente hacia arriba del tornillo, a condición de que 
<&=<&:= tan -1 //, (el ángulo de fricción estática). Si ^es reempla¬ 
zado por <3^ = tan -1 ¡Á k (el ángulo de fricción cinética), la ecuación 
8.3 dará un valor menor M necesario para mantener movimiento 
uniforme del tornillo hacia arriba. 


Movimiento del tornillo hacia ahajo (&> <P), Si la superficie del 
tomillo es muy resbalosa, el tomillo puede girar hacia abajo si la 
magnitud, no la dirección , del momento se reduce a, digamos, 
M' < M. Como se muestra en la figura 8,19b, esto causa el efecto 
de M', que llega a ser S', y requiere que el ángulo o <P k ) se 
encuentre en el lado opuesto de la normal n al plano que soporta 
el bloque, tal que 6 > Para este caso, la ecuación 8.3 viene a 
ser 
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M* - Wr tan (0-#) 


(8.4) 


Tornillo de cierre automático. Si el momento M (o su efecto S) 
se retira , el tornillo permanecerá de cierre automático; es decir, 
soportará la carga W por fuerzas de fricción solamente a condi¬ 
ción de que 4>> ft Para demostrarlo, consideremos el caso límite 
necesario cuando <£= 6, figura 8.19c, Aquí se mantiene el equili¬ 
brio vertical, ya que R es vertical y por tanto equilibra a W, 


Movimiento del tornillo hacia abajo (0< <£). Cuando la superfi¬ 
cie del tornillo sea muy rugosa s el tomillo no girará hacia abajo 
como se explicó antes. En vez de ello, la dirección del momento 
aplicado debe revertirse para prococar el movimiento. El diagra¬ 
ma de cuerpo libro mostrado en la figura 849d es representativo 
de este caso. Aquí, S" es causado por el momento (invertido) 
aplicado M". Así pues, Ja ecuación 8.3 viene a ser 


M Vf = Wr tan 0) 


(8.5) 


Cada uno de los casos precedentes habrá de entenderse a cabali* 
dad, antes de proceder con ios problemas. 
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B Ejemplo 8,8 

El tensor que se muestra en la figura 8,20 tiene una rosca 
cuadrada con un radio medio de 5 mm y un paso de 2 mm, Sí 
el coeficiente de fricción entre el tornillo y el tensor es 
p s = Ü.25 t determine el momento M que debe aplicarse para 
acercar los extremos de los tornillos. ¿Es el tensor de cierre 
automático? 


im 


A 



2kN 


Fig. 8.20 

SOLUCIÓN 

El momento M puede obtenerse usando la ecuación 8,3. 
¿Por qué?, Ya que deben vencerse las fricciones en los 
tornillos, esto requiere que 

M ~ 2[Wr tan (0 + #>)] (1) 

"Aquí, W= 2000 N, r = 5 mm, = tan" 1 p s = tair l (0.25) - 14.04% 
y 6= tan A {H2nr) = tan _1 (2 mm/[2n(5 mm)]) = 3.64°. Si se sus¬ 
tituye estos valores en la ecuación 1 y resuelve nos da 

M = 2[(2000 N)(5 mm) tan (14.04° + 3.64°)] 

= 6375.1 N ' mm = 6.38 N 1 m Resp . 

Cuando se quita el momento, el tensor quedará auíotrabado; 
es decir, no se destornillará, ya que <P S > 6. 
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PROBLEMAS 


* 8.52. Los dos bloques de piedra tienen pesos de 
Wa = 600 Ib y Wb = 500 Ib. Determine la menor fuer¬ 
za horizontal P que'se debe aplicar al bloqueé para 
moverlo. El coeficiente de fricción estática entre los 
bloques es = 03 y entre el piso y cada bloque es 
/A = 03. 



8.55* Determine la menor fuerza P requerida para le¬ 
vantar la carga de 3000 Ib. El coeficiente de fricción 
estática entren yCyByDes^ 03, y entre A y B> 
/A = 0.4. Se considerará insignificante el peso de ca¬ 
da cuña, 

* 8.56. Determine la fuerza horizontal invertida -P re¬ 
querida para sacar la cuña A. El coeficiente de fric¬ 
ción estática entre AyCyByDesp s = 0.2, y entre A 
y B } /A = 0.1. Desprecie el peso de cada cuña. 


30001b 


Frob. 8.52 

8.53. El instrumento se usa para levantar maquinaria 
muy pesada a su posición. Si la máquina por levantar 
requiere una fuerza vertical de 60,000 Ib en A t deter¬ 
mine la fuerza Pque el cilindro hidráulico debe ejer¬ 
cer sobre la cuna para empujarla hacia delante. El 
coeficiente de fricción estática entre la cuña y los 
miembros AB y CD es p 5 - 0*2. 



8*54. El rollo uniforme de papel tiene una masa de 
120 kg y descansa sobre una cuña de 30° de masa in¬ 
significante. Si el coeficiente de fricción estática en 
todas las superficies en contacto es fi s - 03, determi¬ 
ne la fuerza horizontal P que debe aplicarse a la cufia 
para levantar el papel. Se ignorará el peso de la cuña. 




c 


Frutos. 8*55/8.56 


8.57* La columna D está sometida a una carga verti¬ 
cal de 8000 Ib. Se apoya en dos cuñas idénticas A y B , 
para las que el coeficiente de fricción estática en las 
superficies de contacto A/? y BC es f.i s - 0*4* Determi¬ 
ne la fuerza P requerida para mover la cuña B a la 
derecha y la mínima fuerza de equilibrio P' que se 
necesita para mantener estacionaria la cuña A. Las 
superficies de contacto AD son lisas. Desprecie el pe¬ 
so de las cunas. 

8*58* La columna D está sujeta a una carga vertical de 
8000 Ib. Está apoyada en dos cuñas idénticas A y B, 
para las cuales el coeficiente de fricción estática en 
las superficies en contacto AB y BC es ¿t s - 0.4. Si se 
quitan las fuerzas P y F, ¿son autotrabadoras las cu¬ 
ñas? Las superficies de contacto AD son lisas. Des¬ 
precie el peso de las cuñas. 


BOOü lh 



Protos. 8.57/8.58 
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8.59. La cuña se usa como palanca sobre el miembro. 
Para la carga mostrada, determíne la fuerza horizon¬ 
tal P que se debe aplicar para mover la cuña a la de¬ 
recha* El coeficiente de fricción estática entre la cuña 
y las dos superficies de contacto es //* = 0.25. Despre¬ 
cíe el peso de la cuña. 

* 8.60. La cuña se usa para hacer palanca en el miem¬ 
bro. Para la carga mostrada, determine la fuerza ho¬ 
rizontal invenida -P que se debe aplicar para extraer 
la cuña hacia la izquierda. El coeficiente de fricción 
estática entre la cuña y las dos superficies de contacto 
es - 0.15. Desprecie el peso de la cuña. 



8*62, Los bloques en cuña se utilizan para sujetar el 
espécimen en una máquina de prueba de tensión. 
Determine el ángulo 8 de diseño de las cuñas de mo¬ 
do que el espécimen no resbale independientemente 
de la carga aplicada* Los coeficientes de fricción está¬ 
tica son y A = 0*1 en A y jug = 0.6 en B. Se desprecia ei 
peso de los bloques* 



Proh* 8.62 


Probs. 8*59/8*60 


8.61. Se clava un hacha en el tocón del árbol. Si el 
coeficiente de fricción estática entre el hacha y la ma¬ 
dera es = 0.2, determine el mínimo ángulo a de la 
hoja con que será “autotrabada" el hacha. Desprecie 
el peso del hacha* 


8.63* La cuña se usa para hacer palanca en el piso del 
edificio. Para la carga de piso mostrada, determine la 
fuerza horizontal P que se debe aplicar para empujar 
la cuña* El coeficiente de fricción estática entre la cu¬ 
ña y las dos superficies de contacto es jj> = 0.25. Des¬ 
precie el peso de la cuña. 



Prob. 8.61 


Proh* 8*63 
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* 8,64, Una cuña de 50 Ib se coloca en la ranura practi¬ 
cada en el plano inclinado. Determine el ángulo 6 
máximo para el plano inclinado sin causar desliza¬ 
miento de la cuña. El coeficiente de fricción estática 
entre la cuña y la superficie es ^ - 0.2, 


m 


xy 



Proh, 8.64 


8.65. Se ha atornillado una barra de peso insignifi¬ 
cante entre las paredes de la camioneta con el propó¬ 
sito de asegurar la carga. Determine el momento de 
torsión (torque) M que se debe aplicar a la barra pa¬ 
ra que produzca una compresión en la barra de 80 Ib, 
En A hay un tomillo de rosca cuadrada con paso de 
0,2 in y radio de 0,5 in, y el coeficiente de fricción es¬ 
tática entre la barra y el tornillo es ¿4 = 03. También, 
¿qué cantidad de fuerza centrada F debe aplicarse 
para extraer la barra? El coeficiente de fricción está¬ 
tica entre las paredes de la camioneta y las almohadi¬ 
llas de los extremos de la barra es ¿4 = 0,7, 



Proh, 8.65 


8 . 66 . Determine la fuerza de sujeción en el puntos 
de la mesa si el tornillo de la prensa en “C* se aprieta 
con una torsión de M = 8 N ♦ m. El tornillo de rosca 
cuadrada tiene radio medio de 10 mm, un paso de 3 
mm, y el coeficiente de fricción estática es & = 0.35. 

8.67, Si la fuerza de sujeción en la mesa A debe ser 
500 N, determine el momento de torsión M que se 
debe aplicar a! mango de la abrazadera en i£ C”. El 
tornillo de rosca cuadrada tiene radio medio de 10 
mm, un paso de 3 mm, y el coeficiente de fricción es¬ 
tática es ¿4 - 035. 



Proba. 8,66/8,67 


+ 8,68. La columna se usa para soportar el piso supe¬ 
rior. Si la fuerza pcrpcndicul ármente aplicada al 
mango es F = 80 N para apretar el tornillo, determine 
la fuerza de compresión en la columna. El tornillo de 
rosca cuadrada en el gato tiene coeficiente de fric¬ 
ción estática de = 0.4, diámetro medio de 25 mm, y 
un paso de 3 mm. 



Prob.8.68 
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8.69. Sí la fuerza de sujeción en la tablar debe ser 50 
N t determine la fuerza F que se debe aplicar a la ma¬ 
nija de la abrazadera para apretarla. El tomillo de 
rosca cuadrada tiene radio medio de 10 mm, paso de 
3 mui, y el coeficiente de fricción estática es = 0.35. 

8.70. Determine la fuerza de la prensa en la tabla A si 
el tomillo de la prensa se aprieta con una fuerza de 
F = 400 N. El tomillo de rosca cuadrada tiene radio 
medio de 8 mm, paso de 2 mm, y el coeficiente de 
fricción estática es jt/ 5 = 0.3. 


* 8*72* El tornillo de rosca cuadrada de la prensa tiene 
diámetro medio de 14 mm y paso de 6 mm. Si 
¡.í s = 0.2 para las roscas, y el momento de torsión apli¬ 
cado a la manija es 1.5 N - m, determine la fuerza de 
compresión F sobre el bloque. 



8,7 L El perno de rosca cuadrada se usa para unir dos 
placas. Sí el perno tiene un radio medio de J in y paso 
de ± in» determine el momento de torsión (torque) 
requerido para aflojar el perno, si la tensión en el 
perno es 35,000 Ib. El coeficiente de fricción estática 
entre las roscas y el perno es ;/ f = 0.15. 



Prob. 8-72 


8*73. La Hecha tiene un tornillo de rosca cuadrada 
con paso de 9 mm y radio medio de 15 mm. Si está 
en contacto con un engrane que tiene radio medio de 
20 mm, determine el momento de torsión (torque) 
de resistencia M sobre eí engrane que es necesario 
para impedir que gire el tornillo, si se aplica un mo¬ 
mento de torsión de 7 N - m a la flecha. El coeficien¬ 
te de fricción estática en el tornillo es p s = 0.2. Des¬ 
precie la fricción en los apoyo del tornillo, situados 
CñA y en B. 




Prob.8.73 
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8i74, El artefacto es utilizado para tirar la terminal C 
de una columna de batería* Si la fuerza requerida de 
extracción es 85 Ib, determine el momento de torsión 
M que debe aplicarse a la manija en el tornillo para 
apretarlo* El tornillo tiene roscas cuadradas, diáme¬ 
tro medio de 0.2 in, paso de 0*08 in y el coeficiente de 
fricción estática es p* - 0*5. 


I M 

\ 



Prfrb* 8J4 


8*75* El mecanismo de frenado consiste en dos bra¬ 
zos articulados y un tomillo de rosca cuadrada con 
roscas izquierda y derecha. Por tanto, al girarse, el 
tornillo acerca los dos brazos entre sí. Si el paso del 
tornillo es 4 mm, el diámetro medio 12 mm y el coefi¬ 
ciente de fricción estática es //, = 0.35, determine la 
tensión en el tornillo cuando un momento de torsión 
(lorque) de 5 N - m se aplica al tornillo. Si el coefi¬ 
ciente de fricción estática entre tas almohadillas de 
frenos y B y la flecha circular es p% = 0.5, determine 
ci momento de torsión máximo M que puede resistir 
el freno. 


* 8*76* Un tensor semejante al que se muestra en la fi¬ 
gura 8.20 se usa para tensar el miembro AB de la ar¬ 
madura* D coeficiente de fricción estática entre tos 
tornillos de rosca cuadrada y el tensor es p, = 0.5, Los 
tornillos tienen radio medio de ó mm y paso de 3 
mm. Si se aplica un momento de torsión (lorque) de 
M - 10 N ■ m al tensor para acercar los tornillos, de¬ 
termine la fuerza en cada miembro de ía armadura. 
No hay fuerzas externas aplicadas a ía armadura. 

8.77* Un tensor, semejante al que se ve en ía figura 
8.20, es utilizado para tensar el miembro AB de la ar¬ 
madura. EJ coeficiente de fricción estática entre los 
tomillos de rosca cuadrada y el tensor es p s = 0*5. Los 
tomillos tiene radio medio de 6 mm y paso de 3 mm. 
Determine el momento de torsión M que debe apli¬ 
carse al tensor para acercar los tornillos entre sí de 
manera que se desarrolle una fuerza de compresión 
de 500 N en el miembro BC. 



Prubs. 8.76/8.77 

8.78* El dispositivo que sirve de abrazadera consiste 
en un tornillo de rosca cuadrada que líene coeficien¬ 
te de fricción estática de p, = 0.3, diámetro medio de 
3 mm, y paso de 1 mm. Los cinco puntos indicados 
son articulaciones. Determine la fuerza de abrazade¬ 
ra en los bloques lisos D y E cuando se aplica un mo¬ 
mento de torsión M * 0.08 N * m a la manija de! tor¬ 
nillo. 




Prob. 8.75 


Prnfo* 8*78 


http://librosysolucionarios.net 




















402 CAP- 8 FRICCIÓN 


* 8.5 Fuerzas de fricción en bandas planas 


En el diseño de bandas motrices o frenos de banda es necesario 
determinar las fuerzas de fricción desarrolladas entre una banda 
y su superficie de contacto. En esta sección analizaremos las 
fuerzas de fricción que actúan en una banda plana, aunque el 
análisis de otros tipos de bandas, como la banda en se basa 
en principios semejantes* 

Aquí se considerará la banda plana mostrada en la figura 821a , 
que pasa por encima de una superficie curva fija, de manera tal que 
el ángulo total dd contacto entre banda y superficie es p y el coefi¬ 
ciente de fricción entre las dos superficies es p. Se determinará la 
tensión T 2 en la banda que se necesita para tirar la banda por sobre 
la superficie en sentido contrario al de las manecillas de un reloj su¬ 
perando así las fuerzas de fricción en la superficie de contacto y la 
tensión conocida T v Obviamente, T 2 > T v 

Análisis de fricción- En la figura 8,21£? se muestra un diagra¬ 
ma de cuerpo libre del segmento de banda en contacto con la su¬ 
perficie, Aquí la fuerza normal N y la fuerza de fricción F, que 
actúa en puntos diferentes a lo largo de la banda, variarán en 
magnitud y en dirección. Debido a esla distribución desconocida 
de fuerzas, el análisis del problema procederá sobre la base del 
estudio inicial de las fuerzas que actúan en un elemento diferen¬ 
cial de la banda. 

En la figura 8.21c se muestra un diagrama de cuerpo libre de 
un elemento de longitud ds . Suponiendo movimiento inminente 
o movimiento de la banda, la magnitud de la fuerza de fricción es 
dF = ¡jdN . Esta fuerza se opone al movimiento deslizante de la 
banda y, por tanto, aumenta la magnitud de la fuerza de tensión 
que actúa en la banda en dT . Aplicando las dos ecuaciones de 
equilibrio de fuerzas, tenemos 



N = N(&) 

= F(6) 


movimiento o movimiento 
i n ni ¡nenie de la banda 
relativo n la superficie 



Fig. 8.21 


T 


x 
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iEF =0; T eos 


(d6) 


+ fjdN-(T+dT)c os 


(¥|- 


+1 LFy = 0 ; dN - (T+dT) sen 


(dff] 


\dd) 

2 

% j 

- T sen 

1 

K / 


= 0 


Como rf0es de un ¡amaño infinitesimal, sen(cíe/2) y cos(í/é?/2) 
pueden sustituirse pordS/2y 1, respectivamente. También puede 
despreciarse el pmducto de dos infinitesimales clTy d 6/2 al com¬ 
pararlos con infinitesimales de primer orden. Por consiguiente, 
las dos ecuaciones anteriores se reducen a 


y 


fJclN -dT 
dN = Td6 





La eliminación de dN entre estas dos relaciones da por resultado 



La integración de esta ecuación sobre todos los puntos de con¬ 
tacto que tiene la banda con el tambor, teniendo en cuenta que 
T = T, en 6 = 0, y T = T 2 en Q-p, se llega a 

(‘Q-fif de o In Q = pp 
Jt, i Jo M 

Si despejamos 7V, obtenemos 


Tt-Tt* 


( 8 . 6 ) 


donde T 2 , T t = tensiones en la banda; Tj se opone a la dirección 
del movimiento (o al movimiento inminente) de 
la banda, mientras que T 2 actúa en la dirección 
del movimiento de la banda (o de! movimiento 
inminente), debido a la fricción T 2 > T v 
fj = coeficiente de fricción estática o cinética entre la 
banda y la superficie de contacto 
¡5 = ángulo correspondiente a la superficie de contac¬ 
to entre la banda y su apoyo, en radianes 
e = 2.718,.., base de los logaritmos naturales 

Note que la ecuación 8.6 es independiente del radio del tam¬ 
bor y en vez de ello depende del ángulo de contacto de la banda 
a la superficie /?. Además, como se indica en la integración, esta 
ecuación es válida para bandas planas cualquiera que sea la for¬ 
ma de la superficie de contacto. Para su aplicación, tenga en 
mente, sin embargo, que la ecuación 8,6 es válida únicamente 
cuando ocurre movimiento inminente. 
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I Ejemplo 8.9 

La tensión máxima que puede desarrollarse en la banda 
de la figura 8.22a es de 500 N. Si la polea en A está libre para 
girar y el coeficiente de fricción estática en los tambores fijos 
B y C es //, = 0.25, determine la mayor masa del cilindro que 
puede levantarse mediante la banda. Suponga que la fuerza T 
aplicada al extremo de la banda está dirigida verticalmente 
hacia abajo, como se muestra. 


movimiento 

iímríjrcjiie 



tí T, 

500 N 


ib) 

Movim1i¿mn 
mmi nenie 



Fig. 8.22 



00 


SOLUCIÓN 

Si se levanta el cilindro que tiene un peso W = mg „ la 
banda se mueve en sentido contrario al de las manecillas del 
reloj sobre los tambores en B y C; por tanto, la tensión máxi¬ 
ma T 2 en la banda ocurre en D. Así, T 2 = 500 N. En la figura 
8.226, se muestra una sección de la banda que pasa sobre el 
tambor en B. Como 180° * k rad, el ángulo de contacto entre 
el tambor y la banda es p- (1357180°)^ 51 3/r/4 rad. Usando la 
ecuación 8.6, tenemos 

T 2 - 500 N = T^mn 


Por tanto, 


T x = 


500 N _ 500 
eaBKW)*] 1.80 


= 277.4 N 


Como la polca A gira libremente, el equilibrio requiere 
que la tensión en la banda se mantenga igual en ambos lados 
de la polea. 

En la figura 8.22c se muestra la sección de la banda que 
pasa sobre el tambor en C. La carga W < 211A N. ¿Por qué? 
Aplicando la ecuación 8.6, obtenemos 


Ti = T x e"P\ 2HA = We*WW 

W= 153.9 N 


Así que 


W 153.9 


m g 9.81 


= 15.7 kg 


Resp. 
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PROBLEMAS 


8.79. Determine la variación de la fuerza normal en 
la figura 8.21b como función de 6. 

+ 8,80. Para asegurar un barco en puerto, se enrrolla la 
guindaleza sobre el cabrestante. Si la tensión en la 
cuerda, causada por el barco, es 1500 Ib, determine el 
menor número posible de vueltas de la cuerda alre¬ 
dedor del cabrestante para evitar que resbale. La má¬ 
xima fuerza horizontal que un estibador puede ejer¬ 
cer en la cuerda es 50 Ib. El coeficiente de fricción 
estática es - 0.3, 



Prob, 8.80 


8.81, Determine la tensión mínima en la cuerda en 
los puntos^ y B que es necesaria para mantener el 
equilibrio de la cuerda. El coeficiente de fricción es¬ 
tática entre la cuerda y el poste fijo D es /4 * 0,3. La 
cuerda sólo da una vuelta alrededor del poste. 





5 kN g T 


8.82, Se sostiene un cilindro de masa 250 kg median¬ 
te la cuerda enrollada sobre el tubo. Determine la 
fuerza vertical mínima F requerida para soportar el 
peso si la cuerda pasa (a) una vez por encima del tu¬ 
bo, p - 180°, y (¿) dos veces por encima del tubo, 
p - 540°. Considere que p s « 0.2 

8.83, Se sostiene un cilindro de masa 250 kg median¬ 
te la cuerda enrollada sobre el tubo. Determine la 
fuerza vertical máxima F que se puede aplicar a la 
cuerda sin mover el cilindro. La cuerda pasa (a) una 
vez por encima del tubo, p * 180°, y (b) dos veces por 
encima del tubo, /?= 540°. Considere que p s - 0,2. 



* 8,84. Dos chicos compiten en tirar la cuerda de sus 
extremos. En el curso del juego, la cuerda pega con 
el poste y se desvía de la recta en 3* a cada lado. Si e] 
chico A pesa 60 Ib y el chico B pesa 50 Ib, determíne 
si es posible que uno de ellos desplace la cuerda ha¬ 
da él. El coeficiente de fricción estática entre las sue¬ 
las de los zapatos de los chicos y el suelo es = 0.4. 

8.85, Dos chicos compiten en tirar la cuerda de sus ex¬ 
tremos. En el curso de! juego, la cuerda pega con el 
poste y se desvía de la recta en 3° a cada lado. Si el 
chicos pesa 60 Ib y el chico B pesa 50 ib, determine 
si es posible que uno de ellos desplace la cuerda ha¬ 
cia él. El coeficiente de fricción estática entre las sue¬ 
las de A y el suelo es - 0.4, mientras que para B es 
s 0.5. 



Prob. 8.81 Prohs. 8.84/8.85 
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HM. La cuerda que sostiene el bloque de 6 kg pasa 
por tres clavijas A t B, y C, donde //, - 0.2. Determine 
el intervalo de valores para la magnitud de la fuerza 
horizontal p para los cuales no se moverá el bloque 
en absoluto. 



Prob. 8.8b 


8.87* Una cuerda que pesa 0.5 Ib/l't y tiene longitud 
total de 10 fl se suspende de la clavija P\ Si el coefi¬ 
ciente de fricción estática entre cuerda y clavija es 
fj r = 0.5, determine la longitud máxima h que puede 
tener un lado de la cuerda suspendida sin causar mo¬ 
vimiento. Ignore el tamaño de la clavija y el peso del 
segmento de la cuerda en conlacto con la clavija. 



ír 



p 



Prob. 8.87 


*8.88. Demuestre que la relación de fricción entre las 
tensiones del cable, el coeficiente de fricción p y los 
contactos a angulares y p para la banda en V es 



Prob. 8.SS 


8.89. Los bloques A y B tienen masas de 100 kg y 150 
kg, respectivamente. Si el coeficiente de fricción está¬ 
tica entre A y By entre B y C es p s - 0.25, y entre las 
cuerdas y las clavijas D y E t //, = 0.5, determine la mí¬ 
nima fuerza F requerida para causar movimiento del 
bloque B si P = 30 N. 



Pmb. 8.89 


8.90. Los bloques A y B pesan 50 Ib y 30 Ib, respecti¬ 
vamente. Usando los coeficientes de fricción indica¬ 
dos, determine el peso máximo del bloque D sin que 
haya movimiento. 

8.9L Los bloques/l, By D pesan 50, 30 y 12 ib, res¬ 
pectivamente. Usando los coeficientes de fricción in¬ 
dicados, determine la fuerza de fricción entre los blo¬ 
ques A y B y entre el bloqueé y el piso C. 



0,6 


* 8.92. Los dos muchachos pueden soportar el peso del 
objeto cuando la cuerda está suspendida del tubo 
(una media vuelta). Si cada muchacho puede tirar 
con una fuerza de 125 Ib, determine el peso del obje¬ 
to. ¿Puede soportarlo uno de ellos cuando la cuerda 
pasa una y media veces alrededor del tubo? El coefi¬ 
ciente de fricción es ^ - 0.3. 


Prob. 8.92 
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8*93* Un muchacho que pesa 100 Ih. traía de izarse a 
la rama de un árbol tirando el otro extremo de una 
cuerda a la cual está amarrado y que pasa por arriba 
de la rama en B. Si p x = 0.4; determine la mínima 
fuerza que debe ejercer para izarse* 


8,95, El bloque de 50 Ib se ata a una cuerda que pasa 
sobre el tambor. Si el coeficiente de fricción estática 
en el tambor es p s = 03, determine el ángulo 8 de la 
cuerda si se aplica una carga vertical de 100 Ib ai ro¬ 
dillo, Cuando 0=0°, la tensión en la cuerda es cero, 
pues el tambor descansa sobre el piso. 



Prol>. 8,93 


8,94. Si se aplica un movimiento de torsión (torque) 
de M = 150 N ■ m al disco, determine la magnitud mí¬ 
nima de la fuerza vertical P que debe aplicarse al fre¬ 
no de mano para Impedir la rotación del disco. El 
coeficiente de fricción estática entre la banda y el dis¬ 
co es de p s = 0.45* 



Prob. 8,94 



Prob. 8.95 


*8,%. Determine la fuerza que debe ejercer el hom¬ 
bre en la cuerda para levantar el rótulo de 20 kg a ve¬ 
locidad constante. También, si el hombre tiene una 
masa de 70 kg, determine la fuerza de fricción que 
ejerce sobre el sucio. El coeficiente de fricción cinéti¬ 
ca entre la cuerda y la clavija en B es ps = 0-2, y el 
coeficiente de fricción estática entre los zapatos del 
hombre y el suelo es // = 0,5, Considere que 6 « 30 Q , 

■8,97. Determine el ángulo 0 máximo que el hombre 
puede dar a la cuerda sin resbalarse, sosteniendo el 
rótulo. El rótulo tiene masa de 50 kg, y el hombre de 
70 kg. El coeficiente de fricción estática entre la 
cuerda y la clavija fija en B es p# = 0,2, y entre los za¬ 
patos del hombre y el suelo es de p = 0.5. 



http://librosysolucionarios.net 


















408 CAP. 8 FRICCIÓN 


8*9$. El cilindro pesa 10 ib y se mantiene en equili¬ 
brio por la banda y la pared. Si no resbala, determine 
la fuerza vertical mínima P que debe aplicarse a la 
banda para equilibrio. El coeficiente de fricción está¬ 
tica entre la banda y el cilindro es ^ = 0.25. 


l*r«b. 08 


B 



* 8.6. Fuerzas de fricción en apoyos de collarín, apoyos de pivote y discos 


Los apoyos de pivote y de collarín se usan comúnmente para so¬ 
portar la carga axial de una Hecha giratoria. Estos dos tipos de 
apoyo se muestran en la figura 8.23. A condición de que los apo¬ 
yos no estén lubricados, o sólo estén parcialmente lubricados, 
pueden aplicarse las leyes de fricción en seco ai determinar el 
momento M necesario para hacer girar la flecha cuando ésta so¬ 
porta una fuerza axial P. 



apoyo de pivote 

la) 


M 

ítt 

4r 

R 2 m 


F¡&. 8.23 


epoyo de collarín 
(b) 


Análisis de fricción» El apoyo de collarín de la flecha que se 
muestra en la figura 8.24 está sometido a una fuerza axiai P y tie¬ 
ne un área total de apoyo o área de contacto k (R\-R ]). En el 
análisis siguiente se considera que la presión p está uniformemen- 
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le distribuida sobre esta área —una hipótesis razonable, a condi¬ 
ción de que el apoyo sea nuevo y esté uniformemente apoyado—. 

Como LF, = 0,0, medida como una fuerza por unidad de área, es 
_ P 

P ~n(Rl-R ?) 

El momento M, necesario para producir el estado de rota¬ 
ción inminente de la flecha, puede determinarse a partir del 
equilibrio de momentos de las fuerzas de fricción dF desarrolla¬ 
das en la superficie de apoyo aplicando IM 2 = 0. Una pequeña 
área elemental dA = (rd0)(dr), indicada en la figura 8.24, está su¬ 
jeta a la acción de una fuerza normal dN=pdA y una fuerza de 
fricción asociada. 

La fuerza normal no produce momento en torno al eje z de la 
Hecha; sin embargo, la fuerza de fricción sí lo produce, a saber, 
dM = rdF. Se necesita efectuar una integración para calcular el 
momento total producido por todas las fuerzas de fricción que 
actúan sobre las áreas diferenciales dA. Por consiguiente, para el 
movimiento de rotación inminente, 



Fig. 8.24 


1M Z = 0; M-Jrí/F = 0 

Si sustituimos dF y dA c integramos sobre toda el área de apoyo 
tendremos 


o 


R, 1 k 




¿d 

- r r 

0 


BjP 1 


(rdfídr) - 


n{Rl - RQ 


Rj 2 

f r^drf ndd 

Jr x 



Esta ecuación da la magnitud del momento M necesario para la 
rotación inminente de la flecha. El momento de fricción desarro¬ 
llado en el extremo de la flecha cuando está girando con rapidez 
constante, puede encontrarse sustituyendo por p t en la ecua¬ 
ción 8.7. 

Cuando R 2 - R ~ R Í7 como en el caso de un apoyo de pivote, 
figura 8.23 a % la ecuación 8.7 se reduce a 


M-faPR ( 8 . 8 ) 

Recordemos que según la hipótesis inicial, ambas ecuacio¬ 
nes 8.7 y 8,8 se aplican solamente para superficies de apoyo suje¬ 
tas a una presión constante. Si la presión no es uniforme, debe de¬ 
terminarse una variación de la presión como una función del 
área de apoyo, antes de integrar para obtener el momento. El si¬ 
guiente ejemplo ilustra este concepto. 
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Ejemplo 8.1(1 



La barra uniforme mostrada en la figura 8,25 a tiene una 
masa total m. Si se supone que la presión normal que actúa en 
la superficie de contacto varía linealmente a lo largo de la lon¬ 
gitud de la barra, como se muestra, determine el par M nece¬ 
sario para hacer girar la barra. Suponga que el ancho a de la 
barra es despreciable en comparación con su longitud /. El 
coeficiente de fricción es igual a ju, 

SOLUCIÓN 

En la figura 8.25 b se muestra un diagrama de cuetpo libre 
de la barra. Como la barra tiene un peso total de W - mg 7 la in¬ 
tensidad w 0 de la carga distribuida en el centro {x = 0) se dete¬ 
rmina a partir del equilibrio de fuerzas verticales, figura 8.25tf. 

" 1 f 1 l_ rt _ 2 mg 

1 / 


+ t LF f = 0; -mg + 2 



^2 ] H '°] 


= 0 


w r¡ 


Como w = 0 en x = ¡12, la carga distribuida expresada como 
una fundón ácx es 


w = VV 


" ( 


j 2r"| _ 2 mg 


l 


l 


i 2 * 
L ” / 


La magnitud de la fuerza normal que actúa sobre un seg¬ 
mento de úrea que tiene la longitud dx es, por consiguiente, 


dN = w dx = 


= 2 m 


! 


i 

i_ / 


dx 


La magnitud de la fuerza de fricción que actúa en el mismo 
elemento de úrea es 


<!F = v<tN = ^ 


dx 


Por tanto, el momento producido por esta fuerza en torno,al 
eje z es 

(¡M-xdF - - 2 ™ x 1 -y dx 

l j' 

La suma de los momentos en torno al eje z de la barra se de¬ 
termina por integración, lo que da por resultado 


IM Z = 0; 


tu 

M- 2f 

Jo 


2 ÍÜllK. 
i - 


2x 

l 


M (x 1 2i- 3 | 

M l 12 3/ 




í£x = 0 


1/2 


jfc&p. 
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* 8.7 Fuerzas de fricción en chumaceras 


Cuando una Hecha o un eje se sujeta a la acción de cargas latera¬ 
les, comunmente se usa una chumacera para apoyarla. Las chu¬ 
maceras bien lubricadas se someten a las leyes de la mecánica de 
fluidos, en la cual, para determinar la resistencia friccionante de 
la chumacera se necesita conocer la viscosidad del lubricante, la 
rapidez de la rotación y el tamaño del claro entre la flecha y la 
chumacera. Sin embargo, cuando la chumacera no esta lubricada 
o sólo está parcialmente lubricada, un análisis razonable de ía resis¬ 
tencia de fricción puede basarse en las leyes de la fricción en seco. 


Análisis de fricción. En la figura S.2óa se indica un apoyo tí¬ 
pico de chumacera. Cuando la flecha gira en el sentido mostrado 
en la figura, se recarga contra la pared de la chumacera en algún 
punto/i, donde ocurre el deslizamiento. Si la carga lateral que 
actúa en el extremo de la Hecha es W, es necesario que la fuerza 
reactiva de la chumacera, R, que actúa en Á sea igual y opuesta a 
W, figura 8.26b. El momento M necesario para mantener la rota¬ 
ción de la flecha puede encontrarse sumando momentos en tor¬ 
no al ejez de la flecha; es decir, 

ZM z = 0; -M + (R sen <fy)r = 0 

o 

M = Rr sen <P k (8.9) 

donde 0* es el ángulo de fricción estática definido por tan 0* 
= F/N = iikN/N = ¡Jk. En la figura 8.26c, se ve que r sen 0 * = ry. 
El círculo trazado con línea segmentada con radio ¡y se llama cvr- 
culo de fricción, y cuando la flecha gira, la reacción R siempre se¬ 
rá tangente a él. Si la chumacera esta parcialmente lubricada, 
es pequeño y, por consiguiente, ^ = tan 0* = sen 0 fr ~ Bajo 
estas condiciones, una aproximación razonable de! momento ne¬ 
cesario para vencer la resistencia de fricción viene a ser 



l'LtltietLÍli 


fu) 


Fig, 8.26 


M ~ Rr/J k 


( 8 - 10 ) 


El ejemplo siguiente ilustra una aplicación común de este análisis. 




H 


ibi 


R 
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■ Ejemplo 8,11 





R 

m n 


43$ mm 52 u>m 

ícl 

Fig. 8.27 


niovrmi^iin 

♦ 


La polca de 100 mm de diámetro mostrada en la figura 
8.27a se adapta holgadamente a una flecha de 10 mm de diá¬ 
metro para la cual el coeficiente de fricción estática es 



- 0.4. Determine la tensión mínima T en la banda necesaria 
parai (a) levantar el bloque de 100 kg, y (b) bajar el bloque . 
Suponga que no hay deslizamiento entre la banda y la polea y 
desprecie el peso de la 


SOLUCIÓN 

Parte (a). En la figura 8.27 b se indica un diagrama de cuerpo 
libre de la polea. Cuando la polea está sujeta a las tensiones 
del cable de 981 N cada una, la polea hace contacto con la fle¬ 
cha en el punto P t . Cuando se incremente la tensión T , la po¬ 
lea rodará alrededor de la flecha hasta el punto P 2 antes que 
el movimiento sea inminente. Según la figura, el círculo de 
fricción tiene un radio /y = rsen 0. Usando la simplificación 
sentf> = <P, ty ~ rfi s = (5 mm){0.4) = 2 mm, de modo que suman¬ 
do momentos con respecto a P 2 


[ +IM P¡ ~ 0; 981 N(52 mm) - T(48 mm) = 0 

T = 1063 N= 1.06 kN Resp. 


Si se usa un análisis de mayor exactitud, entonces 
<P = tam 1 0.4 = 2LS°. Así, el radio del círculo de fricción sería 
/y= r sen & = 5 sen 21.8° = 1.86 mm. Por tanto, 

l +TMp^ = 0; 

981 N(50 mm + 1.86 mm) - T(5Q mm - 1.86 mm) = 0 

7-lü57N = 1.06 kN Resp. 

Parte (b). Cuando se baja el bloque, la fuerza resultante R que 
actúa sobre la flecha pasa por el punto P h como se muestra en 
la figura 8.27c. La suma de momentos en torno a este punto 
da por resultado 

l +IM P? = 0; 9S1 N(48 mm) - T (52 mm) = 0 

T = 906 N Resp. 
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SEC 6.8 RESISTENCIA AL RODAMIENTO 413 


* 8.8 Resistencia al rodamiento 


Si un cilindro rígido de peso W rueda con velocidad comíanle so- 
bre una superficie rígida, la fuerza normal ejercida por la superfi¬ 
cie sobre el cilindro actúa en el punto de contacto o de tangencia 
como se ve en la figura 8.28¿?, En estas condiciones, siempre que 
ei cilindro no encuentre resistencia de fricción del aire, el movi¬ 
miento continuará indefinidamente. Sin embargo, en realidad no 
hay materiales perfectamente rígidos y, por tanto, la reacción de 
id superficie sobre el cilindro consiste en una distribución de pre¬ 
sión normal. Por ejemplo, considerando el cilindro hecho de un 
material muy duro y la superficie de rodamiento, de un material 
blando, se verá que ct cilindro comprime la superficie subyacente 
como lo ilustra la figura 8,28b. A! rodar el cilindro, el material de 
la superficie por delante del cilindro retrasa el movimiento por¬ 
que está siendo deformado , en tanto que ei material por detrás se 
restaura a partir de la deformación y con ello tiende a empujar el 
cilindro hacia delante. Las presiones normales que actúan sobre 
el cilindro de esta manera se representan en la figura 8.28b por 
medio de sus resultantes normales y N,.. Desafortunadamente, 
la magnitud de ia fuerza de deformación y su componente hori¬ 
zontal es siempre mayor que la de restauración y, en consecuen¬ 
cia, debe aplicarse una fuerza horizontal P que impulse al cilin¬ 
dro y lo mantenga en movimiento, figura 8.28b.* 

La resistencia al rodamiento tiene como causa primordial es¬ 
te fenómeno, aunque también es causado en menor medida por 
la adhesión superficial y microdeslizamiento relativo entre las su¬ 
perficies en contacto. Como la fuerza real P requerida para su¬ 
perar estos efectos es difícil de determinar, se desarrollará aquí 
un método simplificado para explicar una manera en que los in¬ 
genieros han analizado este fenómeno. Con este propósito, se 
considera la resultante de la presión normal toial, N = N g/ + N„ 
que actúa sobre el cilindro, figura S.28c. Como se muestra en la 
figura 8.28d, esta fuerza actúa a un ángulo 6 con la vertical. Para 
mantener el cilindro en equilibrio, es decir rodando a velocidad 
constante, es necesario que N sea concurrente con la fuerza mo¬ 
triz P y el peso W, Al efectuar la suma de momentos respecto al 
punto A se tiene Wa = Pircos &). Ya que las deformaciones son 
generalmente muy pequeñas en relación con ei radio del cilin¬ 
dro, eos 1; luego, 


Wa=*Pr 

* En realidad, la fuerza de deformación causa que se almacene una canti¬ 
dad de energía en el material al incrementar su magnitud, en tanto que la fuerza 
de restauración Nr, al disminuir en magnitud, permite que se libere algo de esta 
energía. La energía restante se pierde, ya que se usa en el calentamiento de la su¬ 
perficie, y sí el peso dd cilindro es grande, causará la deformación permanente 
de la superficie. La fuerza horizontal P efectúa el trabajo que compensa la ener¬ 
gía perdida. 


w 

movimiento 



■>u|>L L rfk’k' de contacto rijúd.i 


iiu 


W 

men-i miento 



superficie de cornado suave 

fhl M 


w 



F¡g. 8.28 
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CAP* 8 FRICCIÓN 


O 



( 8 * 11 ) 


La distancia a se ilama coeficiente de resistencia al rodamien¬ 
to, que tiene la longitud como dimensión* Por ejemplo, a * 0,5 
mm para una rueda que gira sobre un riel, ambos de acero hlan* 
do* Para baleros de acero duro que ruedan sobre acero, a - O.i 
mm. Sin embargo, esle factor es difícil de medir experimenlal- 
meníe, pues depende de parámetros como la velocidad angular 
del cilindro, las propiedades elásticas de las superficies de con¬ 
tacto y el acabado de las superficies. Por esta razón, no son muy 
confiables los datos que sirven para determinara. El análisis que 
aquí presentamos explica, sin embargo, por qué un peso grande 
(W) ofrece mayor resistencia al movimiento ( P ) que un peso lige¬ 
ro en las mismas condiciones. Además, como la fuerza requerida 
para rodar el cilindro sobre la superficie será mucho menor que 
la necesaria para que resbale sobre la superficie, el análisis indica 
por qué se usan baleros o rodillos para minimizar la resistencia 
de fricción entre partes móviles. 


■ Ejemplo 8-12 


Una rueda de acero de 10 kg y radio 100 mm que descan¬ 
sa sobre un plano inclinado hecho de madera se muestra en la 
figura S29a. Si 0se incrementa de modo que la rueda empie¬ 
za a rodar por el plano inclinado con velocidad constante en 
el instante en que 6= 1.2°, determine el coeficiente de resis¬ 
tencia al rodamiento. 




SOLUCIÓN ^ 

Como se muestra en el diagrama de cuerpo libre, figura 
8.29b, cuando la rueda está en movimiento inminente, la 
reacción normal N actúa en un punto definido por la 
dimensión a. Resolviendo el peso en componentes paralela y 
perpendicular o la rampa, y sumando momentos alrededor de 
A , se obtendrá (aproximadamente) 

f +LM a = 0; 98.1 eos 1.2°(r0 - 98.1 sen 1.2°(100) = 0 


Resolviendo, obtenemos 


Fig. 8.29 


a = 2.1 mm 
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PROBLEMAS 415 


PROBLEMAS 


8.99. El cojinete de collarín soporta uniformemente 
una fuerza axial de P = 500 Ib. Si el coeficiente de 
fricción estática es p s = 0.3, determine el momento de 
torsión (lorque) M requerido para vencer la fricción. 

*8.100. El cojinete de collarín soporta uniformemente 
una fuerza axial de P = 500 Ib. Si se aplica a la flecha 
un momento de torsión (torque) de M = 3 Ib ■ ft y se 
causa la rotación de la flecha a velocidad angular 
constante, determine el coeficiente de fricción cinética 
en la superficie de contacto. 


3 In. 




8.102. El embrague de disco se usa en la transmisión 
estándar de los automóviles. Si se usan cuatro resor¬ 
tes para forzar la unión de los dos discos A y /?, deter¬ 
mine la fuerza requerida en cada resorte para trans¬ 
mitir un momento de M = 6O0 Jb ■ ft a través de los 
discos. El coeficiente de fricción estática entren y B 
es p s * 0.3, 



Prut». 8.102 


8J03. El cojinete cónico está sujeto a una distribu¬ 
ción de presión constante en su superficie de cornac- 
Probü. 8.99/s.ioo to. Si el coeficiente de fricción estática es p, determi¬ 

ne el momento de torsión M requerido para girar la 
flecha, si soporta una fuerza axial P. 

8.101. El cojinete anular está sometido a un empuje 
de 800 Ib. Si p, = 0.35, determine el momento de tor¬ 
sión M que ha de aplicarse a la flecha para girarla. 

M 



Prcib. 8.101 


Prob. 8.103 
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416 CAP. S FRICCIÓN 


* 8J04. El apoyo de pivote está sujeto a una distribu¬ 
ción de presiones en su superficie de contacto que 
varía como se muestra. Si el coeficiente de fricción 
estática es p, determíne el momento de torsión M re¬ 
querido para vencer la fricción si la Hecha sopona 
una fuerza axial R 


p 



Prob* 8.104 


8 JOS. Debido al desgaste en el borde, el apoyo de pi¬ 
vote está sujeto a una distribución cónica de presio¬ 
nes en la superficie de contacto. Determine el mo¬ 
mento de torsión M requerido para vencer la fricción 
y girar la flecha que sopona una fuerza axial R El 
coeficiente de fricción estática es p. Para la solución, 
es necesario determinar la presión pico p 0 en térmi¬ 
nos de P y del radio R del apoyo. 


8JO6. El apoyo de pivote está sujeto a una distribu¬ 
ción parábolica de presiones en su superficie de con¬ 
tacto. Si el coeficiente de fricción estática es p, deter¬ 
míne el momento de torsión requerido para superar 
la fricción y girar la flecha, si la fuerza axial soporta¬ 
da es R 


p 



Prob. $AM 


8J07. La flecha do 4 in de diámetro se mantiene en 
el agujero, de modo que la presión normal que actúa 
alrededor de la flecha varía linealmente con la pro¬ 
fundidad, como se indica. Determine el momento de 
torsión que se dehe superar para rotar ia flecha. Con¬ 
sidere que jUy - 0.2, 



Prob, 8.105 


Prob. 8.107 
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PROBLEMAS 417 


* 8.108. El eje de la polea de 200 mm de diámetro ajus¬ 
ta sin apretar en un orificio de 50 mm. Si el coeficien¬ 
te de fricción cinética es p* * 0.30, determine la ten¬ 
sión mínima T requerida para elevar el peso de 40 kg 
a velocidad constante. Desprecie el peso de la polea y 
suponga que la cuerda no resbala. 



Prob. 8.108 


8.109* Una polea de diámetro 80 mm y masa 1.25 kg 
se apoya sin apretar sobre una flecha de diámetro 20 
mm. Determine el momento de torsión que debe 
aplicarse a la polea para causar su rotación de veloci¬ 
dad angular constante. El coeficiente de fricción ci¬ 
nética entre flecha y polca es = 0.4. Calcule tam¬ 
bién el ángulo 6 que hace la fuerza normal en el 
punto de contacto respecto a la horizontal. La flecha 
misma no puede girar. 


8.110. La polea de 5 kg tiene 240 mm de diámetro y 
el eje tiene 40 mm de diámetro. Si el coeficiente de 
fricción cinética entre eje y polea es = 0.15, deter¬ 
mine la tensión T requerida en la cuerda para elevar 
el bloque de 80 kg. 

8.111. Resuelva el problema 8.110 sí la tensión T se 
aplica a la cuerda horizontalmente hacia la derecha. 



Probs. 8.110/8.111 


* 8.112. Determine la tensión T en la banda que se re¬ 
quiere para vencer la tensión de 200 Ib creada al otro 
lado. También, ¿cuáles son las componentes normal 
y de fricción de la fuerza desarrollada en el casqui- 
11o? El coeficiente de fricción estática es/i, = 0.21. 

8.113, Si una fuerza de tensión T - 215 Ib se requiere 
para tirar de la fuerza de 200 Ib alrededor del casqui- 
llo, determine el coeficiente de fricción estática en la 
superficie de contacto. 
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8*114. El collar rodea holgadamente a la flecha fija 
que tiene radio 2 in. Si el coeficiente de fricción ciné¬ 
tica entre la flecha y el collar es ¿ik ~ 03 ? determine la 
tensión T en el segmento horizontal de la banda, de 
modo que el collar gire en el sentido contrarío a las 
manecillas de un reloj con velocidad angular constan¬ 
te. Suponga que la banda no resbala sobre el collar; 
sino que, el collar resbala sobre la flecha. Desprecie 
el peso y el espesor de banda y collar. El radio, medi¬ 
do desde el centro del collar hasta el punto medio del 
grueso de la banda, es 2*25 in. 

8*115. El collar rodea holgadamente una flecha fija 
que tiene radio 2 in. Si el coeficiente de fricción ciné¬ 
tica entre la flecha y el collar es fJk = 03, determine la 
tensión T en el segmento horizontal de la banda, de 
modo que el collar gire en el sentido de las maneci¬ 
llas de un reloj con velocidad angular constante. Su¬ 
ponga que la banda no resbala sobre el collar; más 
bien, el collar; sino que sobre la Hecha. Desprecie el 
peso y espesor de la banda y del collar. El radio, me¬ 
dido desde el centro del collar hasta el punto medio 
del espesor de la banda, es 2.25 in. 



id ib 


Probs. 8*114/015 

# 8.116. El easquillo fí ajusta sin apretar sobre la flecha 
fija S y que tiene 20 mm de radio. Determine la fuerza 
más pequeña Ta requerida para tirar de la banda ha¬ 
cia abajo en A . Determine también las componentes 
normal y de fricción de la fuerza desarrollada en el 
easquillo si ¡j s = 0.3 entre el easquillo, y la flecha. La 
banda no resbala sobre el easquillo; pero el easquillo 
si resbala sobre la flecha. 

8*117* Si la fuerza de tensión mínima 7^ = 500 N se 
requiere para iniciar a tirar de la banda hacia abajo 
por encima de la flecha 5* determine el coeficiente 
de fricción estática entre el easquillo B y sin apretar, y 
la flecha. La banda no resbala sobre el easquillo sino 
que éste resbala sobre la flecha. 



Probs. 8.116/8.117 

8*118. Un disco de diámetro exterior de 120 mm se 
adapta holgadamente a una flecha fija de 30 mm de 
diámcLro. Si el coeficiente de fricción estática entre 
el disco y la flecha es & = 0.15 y el disco tiene una 
masa de 50 kg, determine la menor fuerza vertical F 
que, si actúa en la orilla del disco, causará el desliza¬ 
miento del mismo sobre la flecha. 



Prub. 8.118 

8.1 J9. Se ha encontrado experimentalmcnte que un 
cilindro de diámetro 150 mm rueda con velocidad 
constante hacia abajo de un plano inclinado que tie¬ 
ne pendiente 18 mm/m. Determíne el coeficiente de 
resistencia al rodamiento para el cilindro, 

* 8*120. Un vagón de ferrocarril tiene una masa de 30 
Mg y se apoya en ocho ruedas, cada una de diámetro 
de 500 mm. Si el coeficiente de resistencia al roda¬ 
miento entre los rieles y cada rueda es 0.4 mm, deter¬ 
mine la magnitud de la fuerza horizontal P requerida 
para vencer la resistencia al rodamiento de las ruedas. 

8*121* Un carro con ocho ruedas es usado para so¬ 
portar una carga de grúa de F= 1.25C10 61 Ib. Deter¬ 
mine la fuerza horizontal P que debe aplicarse al ca¬ 
rro para vencer la resistencia ai rodamiento. El 
coeficiente de resistencia al rodamiento es 0.007 in y 
cada rueda tiene 36 in de diámetro. 
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PROBLEMAS 419 


8.122. El cilindro esta sujeto a una carga que tiene un 
peso IK Si los coefícientes de resistencia al roda¬ 
miento para las superficies superior e inferior son a A 
y a& respectivamente, demuestre que se requiere una 
fuerza con magnitud P= [W{a A + tf 0 )J/ 2 r para mover 
la carga y rodar el cilindro hacia delante. Desprecie 



8.123, Una gran caja que pesa 200 kg se mueve por el 
piso mediante una serie de rodillos de 150 mm, para 
los cuales el coeficiente de resistencia al rodamiento 
es 3 mm en el suelo y 7 mm en la superficie de la ba¬ 
se de la caja. Determine la fuerza horizontal I* reque¬ 
rida para empujar la caja a velocidad constante, Suge- 
renda: use el resultado del problema 8,122. 



Prob. 8,123 

* 8.124, Una piedra de gran tamaño con masa de 500 
kg se mueve por la rampa usando una serie de rodi¬ 
llos de 150 mm de diámetro para los cuales el coefi¬ 
ciente de resistencia al rodamiento es 3 mm en el 
suelo y 4 mm en la superficie de la parte inferior de 
ja piedra. Determine la magnitud de la fuerza T re¬ 
querida para izar la piedra hacía arriba del plano a 
velocidad constante. Sugerencia: usar el resultado del 
problema 8.122, 

8.125- Una piedra de gran tamaño que tiene una ma¬ 
sa de 500 kg se mueve a lo largo de ¡a rampa median¬ 
te una serie de rodillos de 150 mm de diámetro, para 
los cuales el coeficiente de resistencia a! rodamiento 
es 3 mm en el suelo y 4 mm en la superficie inferior 
de la piedra. Determine la magnitud de la fuerza T 
que se necesita para que la piedra descienda por la 
rampa a velocidad constante. Sugerenda: use el resul¬ 
tado del problema 8.122. 



Probs. 8.124/8.125 


8.126- El automóvil tiene un peso de 2600 Ib y centro 
de gravedad en <7. Determíne la fuerza horizontal P 
que debe aplicarse para vencer la resistencia al roda¬ 
miento de las ruedas. El coeficiente de resistencia al 
rodamiento es 0.5 in. Las llantas tienen un diámetro 
de 2.75 ft. 



Prob. 8.126 


8.127. El rodillo para pasto tiene un peso de 300 ib. 
Si la barra BA se mantiene a un ángulo de 30° respec¬ 
to a ía horizontal y el coeficiente de resistencia al ro¬ 
damiento para el rodillo es 2 in, determine ta fuerza 
F requerida para empujar el rodillo a velocidad cons¬ 
tante, Desprecie la fricción desarrollada en el eje y 
suponga que la fuerza resultante que actúa en la ma¬ 
nija se aplica a lo largo de BA. 



Prob. 8,127 


http://librosysolucionarios.net 





















420 CAP. 8 FRICCIÓN 


PROBLEMAS DE REPASO 

* 8.128. El cono tiene un peso de W y centro de grave¬ 
dad en G. Si una fuerza horizontal se aplica gradual¬ 
mente al cordel atado al vértice del cono, determine 
el coeficiente de fricción estática máximo posible con 
deslizamiento. 


8,130. Los bloques^ y B tienen masas respectivas de 
7 y 10 kg. Usando los coeficientes de fricción estática 
indicados, determine la mayor fuerza P que se puede 
aplicar a la cuerda sin causar movimiento. 




Proh, 8,128 


Prob. 8.130 


8.129. Si la mínima fuerza de tensión T A = 300 Ib es la 
requerida para tirar la banda en A hacia abajo con 
velocidad constante y por encima de la flecha S, de¬ 
termine el coeficiente de fricción cinética entre el 
casquillo, holgadamente adaptado a la flecha, y la fle¬ 
cha. La banda no resbala sobre e! casquillo pero el 
casquillo resbala sobre la flecha. 


8*131. La rueda pesa 20 Ib y descansa sobre una su¬ 
perficie para la cual pe - 0.2. Una cuerda enrollada 
sobre la rueda se ha atado al bloque homogéneo de 
30 Ib para el cual po = 03. Determíne el mínimo mo¬ 
mento de par que se puede aplicar a la rueda y que 
causará movimiento inminente. 
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PROBLEMAS DE REPASO 421 


* 8*132* Un disco de 100 Ib descansa sobre un plano in¬ 
clinado para el que /4 = 0*2* Determine la máxima 
fuerza vertical P que se puede aplicar al eslabón AB 
sin causar el deslizamiento del disco* 


8*134. Un techador, que tiene masa de 70 kg, camina 
con lentitud y erguido sobre la superficie de un domo 
que tiene radio de curvatura de 20 m. Si el coefi¬ 
ciente de fricción estática entre sus zapatos y la cúpu¬ 
la es = 0*7, determine el ángulo 0en el cual empe¬ 
zará a resbalar* 



8*133* El remolque tiene un peso total de 850 ib y 
centro de gravedad en C, que se sitúa directamente 
arriba del eje. Si el eje tiene un diámetro de 1 ín, el 
radio de Ja rueda es r * 1.5 ft, y el coeficiente de fric¬ 
ción cinética en el collarín es = 0.08, determine la 
fuerza horizontal que se necesita pora tirar del re¬ 
molque. 


8,135. El gancho simétrico es utilizado para elevar 
bultos, mediante la fricción desarrollada entre las za¬ 
patas A y B y un bulto. Determine el mínimo coefi¬ 
ciente de fricción estática en Jas zapatas, de modo 
que el bul to de peso W pueda ser izado* 



Proh* 8*133 


Prob. 8*135 
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* 8*136. La espiga ahusada de ángulo 6 es utilizada en 
un taladro* Si la presión de contacto entre el cosqui¬ 
llo B y la espiga es uniforme y el coeficiente de fric¬ 
ción estática es jj 7 determine el momento de torsión 
M que se necesita para superar la fricción, si la espi¬ 
ga está sometida a una fuerza axial R 


1 8*137* El tambor vacío tiene peso de W y centro de 
gravedad en G. Si el coeficiente de fricción estática 
entre el tambor y el plano inclinado es fi s = 0.4, deter¬ 
mine el máximo ángulo & posible del plano que no 
causa el deslizamiento del tambor. 



Proh* 8.136 


Prcib* 8,137 
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Centro de gravedad y centroide 


En este capítulo expondremos el método que se usa para deter¬ 
minar la localización del centro de gravedad y el centro de masa 
para un sistema discreto de partículas; posteriormente, extende¬ 
remos su aplicación para cubrir el caso de un cuerpo de forma 
arbitraria. El mismo método de análisis se usará también para 
determinar el centro geométrico, o centroide, de las líneas, áreas 
y volúmenes. Una vez localizado el centroide, mostraremos có¬ 
mo obtener el área y el volumen de una superficie de revolución 
y cómo determinar las resultantes de varios tipos de cargas distri¬ 
buidas. 


9.1 Centro de gravedad y centro de masa para un sistema de partículas 


Centro de gravedad* Consideremos el sistema de n partículas 
fijo dentro de una región del espacio, como se muestra en la fi¬ 
gura 9.1a. Los pesos de las partículas consisten en un sistema de 
fuerzas paralelas* que se puede sustituir por un solo peso resul¬ 
tante (equivalente) y un punto definido de aplicación. Este pun¬ 
to es llamado centro de gravedad G> Para encontrar sus compo¬ 
nentes x,y, z debemos usar ios principios indicados en la sección 
4.9. Esto requiere que el peso resultante sea igual al peso de to¬ 
das las n partículas; esto es 

* Esto no es así en el sentido exacto, ya que los pesos no son tuerzas paralelas; 
de hecho, concurren en el centro de la Tierra. Además, la aceleración déla grave¬ 
dad, £ es en realidad, diferente para cada partícula, pues depende de La distancia 
del centro de La Tierra a la panícula. Sin embargo, para todos los fines prácticos, 
se pueden ignorar ambos efectos. 
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CENTRO DE GRAVEDAD Y CENTROIDE 


w R = zw 


La suma de los momentos de los pesos de todas las partículas en 
torno a los ejes x,y, z es igual al momento del peso resultante al¬ 
rededor de estos ejes. Así, para determinar la coordenada * de 
G, podemos sumar momentos en torno al eje y. Esto da 


xW lt =x l W l +x 2 W 2 + ■■■ + x n W n 


Asimismo, sumando momentos en torno al eje*, podemos obte¬ 
ner la coordenada y; es decir, 



Wr +y 2 W 2 + •■■ +y n W n 

Aunque los pesos no producen momento en torno del eje z, po¬ 
demos obtener la coordenada z de G imaginando el sistema de 
coordenadas sometido a una rotación de 90°respecto al eje* (o 
y) con las partículas fijas en él, figura 9.16. Sumando momentos 
en torno del eje*, tenemos 

zW R =z t fV, + z 2 W 2 + ■■■ +z n W n 

Podemos generalizar estas fórmulas y escribirlas simbólicamente 
en la forma 


(a) 



(b) 


Fig. 9.1 


r = - . E yW - ZzW 

ZW } XW ZW 


(9.1) 


Aquí 

*,y,z, representan las coordenadas del centro de gravedad 
G del sistema de partículas, independientemente de la 
orientación de los ejes x, y, z. 

*,y, z, representan las coordenadas de cada partícula en el 
sistema. 

W R = ZW es la suma total de los pesos de todas las partículas del 
sistema. 

En el curso de este capítulo se presentarán fórmulas de esta mis¬ 
ma forma para representar otras “cantidades” para un sistema . 
Sin embargo, en todos los casos tenga presente que simplemente 
representan un equilibrio entre la suma de momentos de la “can¬ 
tidad” para cada pane del sistema y el momento de la “cantidad” 
resultante para el sistema. 


Centro de masa. Para estudiar problemas relativos a] movi¬ 
miento de la materia bajo la influencia de la fuerza, es decir, la diná¬ 
mica, es necesario localizar un punto llamado el centro de masa. 
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Siempre que la aceleración de la gravedad g para cada partícula 
sea constante, se considera que W = mg. Al sustituir en las ecuacio¬ 
nes 9*1 y cancelar# del numerador y del denominador se tendrá 


r -jn 

Zm } Zm Zm 


(9.2) 


Entonces, por comparación, la localización del centro de grave¬ 
dad coincide con la del centro de masa* Recuerde, sin embargo, que 
las partículas tienen “peso” sólo cuando se encuentran bajo la in¬ 
fluencia de una atracción gravitacional, en tanto que el centro de 
masa es independiente de la gravedad. Por ejemplo, no tendría sen¬ 
tido definir el centro de gravedad de un sistema de partículas que 
representaran los planetas de nuestro sistema solar, en tanto que el 
centro de masa dei sistema solar es un concepto importante* 


9.2 Centro de gravedad, centro de masa, y centroide de un cuerpo 


Centro de gravedad. Cuando los principios utilizados para 
determinar las ecuaciones 9,1 se aplican a un sistema de partícu- 
tas que componen un cuerpo rígido, se obtiene la misma forma 
que estas ecuaciones, salvo que cada partícula localizada en 
(Y, % z) se considera de un peso diferencial dW. En consecuencia, 
se requiere integración en vez de suma discreta de los términos. Las 
ecuaciones que resultan son 



Para usar apropiadamente estas ecuaciones, el peso diferen¬ 
cial z/H'debe expresarse en términos de su volumen asociado dV. 
Si 7 representa el peso específico del cuerpo, medido como peso 
por unidad ddVolumen, entonces \dW= ydV y, por tanto, 


f xydV 

f yydV 

y= r 

f zydV 

z = — - 

j 

j ydV 

J ydV 


(9.4) 


Aquí la integración debe hacerse sobre el volumen total del 
cuerpo. 
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Centro de masa. La densidad p, o masa por unidad de volu¬ 
men, se relaciona con y mediante la ecuación y= pg, donde g es 
la aceleración de la gravedad. Al sustituir esta relación en las 
ecuaciones 9.4 y cancelar £ de los numeradores y de los denomi¬ 
nadores se obtendrán ecuaciones similares (reemplazando p por y) 
que podrán usarse para determinar el centro de masa del cuerpo. 



Centroide. El centroide es un punto que define el centro geomé¬ 
trico de un objeto. Su localización puede determinarse a partir de 
fórmulas semejantes a las utilizadas para determinar el centro de 
gravedad o el centro de masa del cuerpo. En particular, si el ma¬ 
terial de que está compuesto un cuerpo es uniforme u homogé¬ 
neo, la densidad o el peso específico serán constantes en todo el 
cuerpo y, consecuentemente, este término factor y se cancelará 
de los numeradores y de los denominadores de las ecuaciones 
9.4. Las fórmulas resultantes definen el centroide de un cuerpo, 
ya que son independientes del peso del cuerpo y dependen sola¬ 
mente de la geometría del cuerpo. Se considerarán tres casos es¬ 
pecíficos. 

Volumen. Si un objeto se subdivide en elementos de volumen dV, 
figura 9.2, la localización del centroide C (?,y, z) para el volumen 
del objeto se puede determinar calculando los “momentos” de 
los elementos en torno a los ejes de coordenadas. Las fórmulas 
que resultan son 


f xdV 

Jf dV 

\zdV 

j v 

f dV 

Jy 

J: ,v 

S, dV 


(9.5) 



Área. De manera semejante, el centroide para el área superficial 
de un boleto, como una placa o un casco, figura 93, puede en¬ 
contrarse subdividiendo cí área en elementos diferenciales dA y 
calculando los “momentos” de estos elementos de área en torno 
a los ejes de coordenadas, a saber. 


Fip93 



http://librosysolucionarios.net 




























SEC 9.2 CENTRO DE GRAVEDAD, CENTRO DE MASA, Y CENTROIDE DE UN CUERPO 427 


t 



F¡g.9.4 


Línea. Si la geometría del objeto, tal como una barra delgada o 
un alambre, toma la forma de una línea, figura 9.4, la manera de 
encontrar su centroide es idéntica al procedimiento antes expli¬ 
cado. Los resultados son 



> 








C 

1 

/ 

dL 



Note que en todos los casos anteriores la localización de C 
no necesariamente estará dentro del objeto; sino que puede si¬ 
tuarse en el espacio del exterior del objeto. También, los centroi¬ 
des de algunas formas pueden especificarse parcial o completa¬ 
mente usando condiciones de simetría. En los casos en que la 
forma tiene un eje de simetría, el centroide de la forma estará a 
lo largo del eje. Por ejemplo, el centroide C para la línea mos¬ 
trada en la figura 9.5 debe estar sobre el eje y, ya que para cada 
elemento diferencial de longitud dL a distancia + x a la derecha 
del eje y, hay un elemento idéntico a distancia -x a la izquierda. 
El momento total para los elementos (ecuación 9.7) en tomo al 
eje de simetría, por tanto, se cancelará; esto es, J* x dL - 0 (ecua¬ 
ción 9.7), de manera que x = 0. En los casos en que una figura 
tiene dos o tres ejes de simetría, se deduce que el centroide esta¬ 
rá en la intersección de los tres ejes, figura 9.6. 




(») 


Fig. 9.6 
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Es importante recordar que los términos?, y t z en las ecua¬ 
ciones 9,4 a 97 remiten a los “brazos de palanca” o coordenadas 
del centro de gravedad o centroide para el elemento diferencial uti¬ 
lizado en las ecuaciones. Si es posible, este demento diferencial 
debiera elegirse de modo que tenga magnitud diferencial o espe¬ 
sor en sólo una dirección , Cuando así se proceda, una sola inte* 
gración simple será necesaria para cubrir la región entera. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento proporciona un método para de¬ 
terminar el centro de gravedad o el centroide de un objeto, 
usando una sola integración. 

Elemento diferenciaL Especifique los ejes coordenados y se¬ 
leccione un elemento diferencial adecuado para la integra¬ 
ción. Para líneas, este elemento dL está representado como 
un segmento de línea diferencial; para áreas, el elemento dA 
es generalmente un rectángulo, que tiene una altura finita y 
un ancho diferencial, y para volúmenes, el elemento dV es ya 
sea un disco circular, que tiene un radio finito y un espesor 
diferencial, o un cascarón, que tiene una longitud finita y un 
radío y espesor diferenciales* Localice el elemento, de tal 
manera que interseca la frontera de la línea, área o volumen 
en un punto arbitrario (x,y t z}* 

Tamaño y brazos de palanca. Exprese la longitud dL, área dA 
o volumen dV del elemento en términos de las coordenadas 
utilizadas para definir la frontera del objeto. Determine las 
coordenadas o brazos de palanca z, para el centroide o 
centro de gravedad del elemento* 

integraciones. Sustituya los dalos calculados anteriormente 
en las ecuaciones adecuadas (ecuaciones 9*4 a 9.7) y efectúe 
las integraciones.* Note que la integración puede efectuarse 
cuando la función del integrando está expresada en términos 
de la misma variable que el espesor diferencial del elemento . 
Los límites de la integral se definen a partir de los dos luga¬ 
res extremos del espesor diferencial del elemento, de modo 
que cuando se “suman” los elementos o se efectúa la inte¬ 
gración, se cubre toda la región* 

Los siguientes ejemplos ilustran numéricamente este proce* 
dimiento. 


*Las fórmula!; para integración se dnn en el apéndice A. 
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■ Ejemplo9,1 

Localice el centroide de la varilla delgada doblada en 
forma de un arco parabólico, que se muestra en la figura 9.7. 



r 


SOLUCIÓN 

Elemento diferencial. El elemento diferencial se muestra en la 
figura 9.7. Se localiza en ¡a curva en el punto arbitrario (x,y). 


Longitud y brazos de palanca. La longitud diferencia] del 
elemento dL puede expresarse en términos de las 
diferenciales dx y dy por aplicación del teorema de Pitágoras. 


dL = JXdxf+Tdy)-} 



+ 1 dy 


Ya que x=y\ entonces dxidy = 2 y. Por tanto, expresando dL 
en términos de y, y dy, tenemos 


dL = / (2y) 2 + 1 dy 

El centroide se localiza en* =x,y = y. 


Integraciones. Al aplicar las ecuaciones 9.7 e integrar en torno 
a y usando las fórmulas del apéndice A, tenemos 


f xdL f.v/4y 2 + 1 dy f y V 4y 2 + 1 dy 

- J_L _ Jfi_ _ Jo __ 

J* ^ J V 4y - + 1 dy J V 4y ~ + 1 dy 

= = 0,500 m Resp , 



J yf 4y 2 + 1 dy 

' 1 . , ~ 

J /4y i + 1 dy 


m 0.848 
1.479 


= 0.573 m 


Resp . 


Fig. 9.7 
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■ Ejemplo 9,2* 


Localice el centroide del área triangular mostrada en la 
figura 9,8a, 


SOLUCIÓN I 

Elemento diferencial En la figura 9.8 a se muestra un elemento 
diferencial rectangular de ancho dx. Ya que el elemento 
in terseca la curva en el punto arbitrario (x,yX tiene 



Área y brazos de palanca. El área del elemento es dA =ydx y y 
su centroide se sitúan enx =x t y = }y. 

Integraciones* Al aplicar las ecuaciones 9,6 c integrar respecto 
axse obtiene 


_ 3 3 3 

f xdA [xydx fx2(3-x)¿fx &c 2 -ix* 

- _Ja _ Jo _ Jo _ ¿ _ i _ 

x - - — 3 —— — 3 — ~—— \ y - 1 m 


L íU J* o 2(3-x)dx 6 t -|í 2 


í A ydA 2(9, - |i 2 + yC 3 ) 


\ t ílA f y dx f 2(3-x)dx (x-% 1 
A Jo Jo 


Resp. 

= 2 m 
Resp, 


SOLUCIÓN II 


V 



Fig. 9,8 


Elemento diferencial Un elemento diferencial rectangular, de 
ancho dy f es el que puede verse en la figura 9.8£?, El elemento 
interseca la curva en el punto arbitrario {x,y), y por tanto, tiene 
longitud x 

Área y brazos de palanca. El elemento de área es dA = x dy, y 
su centroide se localiza en x-\x,J=y, 


Integraciones, Al aplicar las ecuaciones 9.6 e integrar con 
respecto ay se obtiene 


-J 

' xdA f 

A _ J| 

' ->' 

"O* 

X 

X. 

-J3-\yfdy $9y-iyi + ±f) q 

X 

f dA 

•A 

ú 

f xdy 

J 0 

f (3-íy)dy ty-\y 2 

6 

A 


. 1 

b 

' y dA f yx dy 

A _ Jo _ ■ 

f fí yO-\y) íy 2 -if 

6 

0 — ?m 

y- 

l dA j 

i x * i 

J(3-iv)dv 

0 


« 1 m 
Resp, 


Resp . 
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Ejemplo 93 


Localice el centroide del área mostrada en la figura 9,9a. 

SOLUCIÓN I 

Elemento diferencial. En la figura 9.9 a se mueslra un elemento 
diferencial de ancho tíx El elemento interseca la curva en d 
punto arbitrario (x 7 y) y por tanto, su altura es y. 

Area y brazos de palanca. El área del elemento es ¿¿4 = y dx, y 
su centroide se localiza enx =x y y = yfl. 

Integraciones Al aplicar las ecuaciones 9,6 e integrar respecto 
ájese tendrá 


J> M Sf* 0.250 

L dA /.>* i/ 


0333 


0/75m 


Resp. 



- J> M ¡,w>y* j;w* o.ioo ... . 

y , j j q 333 03m Rtsp. 


X." íj 


dx 


S* 2 

Jd 


dx 


SOLUCION II 

Elemento diferencial. En la figura 9.9/? se muestra el elemento 
diferencial de ancho dy. Ei elemento interseca la curva en el 
punto arbitrario (x>y) y, por tanto tiene longitud (1 -x). 

Área y brazos de palanca. El área del elemento es 
ÚA = (1 - a:) dx, y su centroide se localiza en 


x = x + 


1 -x) 1 +x 



Integraciones. AI aplicar las ecuaciones 9.6 e integrar respecto 
de y, obtenemos 

J/' M -«4 0. 250 

— --= Q 333 * 0*75 m Resp . 


Fig. 9.9 


X = 


L dA (1 -x)(ty (1 —fy)dy 

- J /* 4 Z / 1 -** o.ioo 


X, <L4 L 1 ~ x)ily J* n u - /7) ¿y 


0.333 


0.3m 


Resp. 
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■ Ejemplo 9.4 


Localice x para el centroide de la región sombreada limi¬ 
tada por las dos curvas y =x, y y =x 2 , figura 9.10 


SOLUCIÓN 1 

Elemento diferencial. Un elemento diferencial de ancho dx se 
muestra en la figura 9.10a. El elemento interseca las curvas en 
puntos arbitrarios fcy,) y (x,y 2 ) y» por tanto, tiene altura 
fo-yi)- 




Fíg. ÍUO 


Área y brazo de momento . El área del elemento es 
dA = {y 2 - y t ) dx¡ y su centroide se sitúa enx = jc. 

Integraciones, Aplicando la ecuación 9,6, tenemos 


f xdA fx(y,-yj)£ir f x(x-x 2 )dv ± 

U --^-=tUj-- * “ = 0.5ft Resp. 

S a M SjKJd* 5 


SOLUCIÓN II 

Elemento diferencial. Un elemento diferencial de ancho dy es 
el mostrado en la figura 9.106. El elemento interseca las 
curvas en puntos arbitrarios (x,,y) y (x,y) y, por tanto, tiene 
longitud^ -x 2 ). 


Área y brazo de momento. El área del elemento es 
ít4 = (x, -x 2 ) dy, y su centroide se sitúa en 


x=x 2 - 


Xi-Xj Xj+X 


Integraciones. Al aplicar la ecuación 9.6, tenemos 

[ xdA f [ix x +x¿P.](x,-x{)dy f [(/y +y')/2](fy-y)dy 

“ _ J _A _ _ <¿0_ _ Jp_ 

X, ^ J* 0 C*i -X 2 ) dy ^{Jy-y)dy 

if <y-y 2 )dy ± 

= 4-f = 0.5 ft Resp. 

J* o (/y-y) dy 6 
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■ Ejemplo 

Localice el valor y del centroide para el paraboloide de 
revolución, que es generado por revolución del área sombrea¬ 
da que se muestra en la figura 9.11a, alrededor del eje y. 

SOLUCIÓN I 

Elemento diferencial. Se elige un elemento con la forma de un 
disco delgado, figura 9.11a. Este elemento tiene espesor dy. En 
este método de análisis del “disco”, el elemento de área 
plana, dA, siempre se considera perpendicular al eje de 
revolución . Aquí el elemento interseca ía curva generadora 
en el punto arbitrario (0, z) y, por tanto su radio es r = z. 

Volumen y brazo de palanca. El volumen del elemento es dV= 
( nz 2 )dy, y su centroide se localiza eny =y. 

Integraciones. Al aplicar la segunda de las ecuaciones 9.5 e 
integrar respecto ay se obtiene 


100 


100 



Resp. 


Z 



£ = 100 y 


Fig. 9*11 
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SOLUCIÓN II 

Elemento diferencial. Como se muestra en la figura 9.11fr, el 
elemento de volumen puede elegirse en forma de una cáscara 
cilindrica delgada ; cuyo espesor sea igual a dz. En este método 
de análisis de la “cáscara”, el elemento de área plana, dA , 
siempre se considera paralelo al eje de revolución. Aquí el 
elemento interseca la curva generadora en el punto (0,y, z) y, 
por tanto el radio de la cáscara es r = z. 

Volumen y brazo de palanca. El volumen del elemento es 
dV=2nr dA = 2/cz(100 -y) dz, y su centroide se sitúa en 
y=y + (100 -y)/2 = (100 +y)/2. 


Integraciones. Aplicando la segunda de las ecuaciones 9.5 e 
integrando respecto a z, se obtendrá 
100 


f y dV f [(100 +y)/2]2/Ez(100 -y) dz 

- _¿V _j<) 

y ” /. . ioo 


X 


dV 


v 

ioo 


2;iz(100-y)dz 

Jo 


tiJ ¿(lO 4 - 10-z 4 ) dz 

—755 -- 66.7mm Resp. 

2nf z(100 - 10" z 2 ) dz 

Jo 
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K Ejemplo 9.fi 


Determine la localización del centro de masa del cilindro 
mostrado en la figura 9.12o, si su densidad varía directamente 
con su distancia a la base, de modo que p = 2GÜZ kgfrn 1 * 


SOLUCIÓN 

Por razones de simetría material, 


x=y = Q 


Resp , 


Elemento diferencial Se elegirá un disco elemental de radio 0*5 
ít y de un grosor dz para la integración, figura 9.12#, ya que la 
densidad del elemento entero es constante para un valor dado 
de z. El elemento se localiza a lo largo del eje z en el punto 
arbitrario ( 0 , 0 , z). 



Volumen y brazo de palanca * El volumen del elemento es 
dV = k (G.5) 2 dz, y su centroide se sitúa enz = z* 


integraciones. Usando una semejante a la tercera de las 
ecuaciones 9*4 e integrando respecto a z , observando que 
p “ 200z, tenemos 


f zpdV f z(200z)n(0.5) 2 dz 

- _ ¿V __ Jo_ 

x {200z)^0.5) 2 dz 

f z 2 dz 

= - = 0.667m 

J * zdz 

Q 


z 



Nota: No es posible usar un elemento de volumen para la 
integración, como el que se muestra en la figura 9,12¿>, ya que 
la densidad del material de que se compone la cáscara variaría 
a lo largo de la altura del elemento, y por tanto, la 
localización de z no puede especificarse para el elemento. 
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PROBLEMAS 


9X La densidad de la barra con área en sección 
transversal uniforme puede representarse como 
p = 2c 3 kg/m 3 Determine la distancia x al centro de 
masa de la barra. 


G 


2m 


Prcjfo. 9.1 


9,2, Determine la distanciad al centroide de la barra, 
doblada en forma circular, A partir de esto, deduzca 
los resultados para un arco semicircular y uno de un 
cuarto de círculo. 


9,3, Determine la localización (je, y) del centroide del 
alambre. 



Prtib. 93 


y 



Prob, 9,2 


* 9,4, Determine la distancia x al centro de masa de la 
barra. Si la barra tiene una masa por unidad de longi¬ 
tud de 0.5 kg/m, determine las componentes de la re¬ 
acción en el apoyo fijo O, 

9,5, Determine la distancia y al centro de masa de la 
barra homogénea. 
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9*6* Determine la distanciad al centro de masa de la 
barra. Si la barra tiene una masa por unidad de longi¬ 
tud de 0.5 kg/m, determine las componentes de la re¬ 
acción en el apoyo fijo O * 


y 



9*7» Determine la distancia x al centro de gravedad 
de la barra doblada en la forma de un arco de pará¬ 
bola. Si la barra tiene un peso por unidad de longitud 
de 0.5 lb/ft, determine las componentes de la reac¬ 
ción en el apoyo fijo A 


y 



Prob* 9.7 


■*9*8 Determine la localización (x t y) del centro de gra¬ 
vedad de la barra. ¿Cuál es su peso si su masa es 3 
kg/m? Resuelva el problema evaluando las integrales 
con la regla de Simpson, 



Prob. 9.K 


9*9* Determine la localización (x,y ) del centroide del 
área triangular. 


y 



Prob. 9,9 
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9.10. Determine la localización (x t y) del centroide 9.13. Determine la localización (j^y) del centroide 
del área sombreada. ’ deí área sombreada. 


y 



9.11. Determine la localización (r,y) del centroide 
del área sombreada. 


y 



y 



Pn>b. 9.13 


9.14 Determine la localización (x>y) del centroide 
del área sombreada. 


*9.12. Determine la localización (r,y) del centroide 
del área sombreada. 



y 



Prob. 9.12 


Prob. 9.14 
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9,15* Determine ia localización (x,y) del centroide 
del área sombreada. 


y 



9,18, Determine la posición (x 7 y) del centroide del 
área de un cuarto de elipse. 


y 



* 9*16. Determine la localización (3c, y) del centroide Prob.9,18 

del cuarto de placa. Calcule también la fuerza en ca¬ 
da alambre de soporte. La placa tiene un peso de 5 

lb/ft 2 . 9*19, Determine la situación (3c,y) del centroide del 

área sombreada. 


y 


T 


"Y5 


x 2 + v 2 = 16 



I 


Prob. 9,16 



*9,20, Determine la situación (j^y) del centroide del 
área sombreada. 


9*17. Determine la localización (r t y) del centroide 
del área circular. 


y 



y 
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9.21. Determine la localización del centroide 9.23. Determine la localización 0c, y) del centroide 
del área sombreada. del área sombreada. 


y 


X 


Prob. 9,21 




Prab.9.23 


9.22* Determine la situación del centroide del *9.24 Determine la distancia}? al centroide del cono, 
área sombreada. Sugerencia: Elija elementos de an¬ 
cho dy y longitud [(2 -y)-y*]. 9.25. Determine la distancia y al centro de masa del 

cono. La densidad del material varía linealmente de 
cero en el origen O&p 0 en y - h. 



Prob. 9.22 


Probs. 9,24/9.25 
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PROBLEMAS 441 


9.26» Determíne la distancia y al centroide del volu- * 9.28. Determine la distancia y al centroide del para¬ 
men en forma de “campana” boloide. 



9.27. Determine la distancia z al centroide del volu- Prob. 9.29 

men. 


930. Determíne la distancia z al centroide del cono 
elíptico recto. 



Prob. 9.27 


Prob. 9.30 
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9-31. Determine la distancia z al centroide del hemis¬ 
ferio. 



Prob. 931 


* y 32. Determine la distancia y al centroide del semi 
elipsoide. 



Prob. 9.32 


933. Determine la distancia z al centroide del sólido. 



X 


Prob- 933 

9,34. Determine la distancia z al centroide del seg¬ 
mento de esfera. 



Prob. 9.34 


y 


9.3 Cuerpos compuestos 


Un cuerpo compuesto consiste en una serie de cuerpos conecta- 
dos que son de forma “más simple” como, por ejemplo, de forma 
rectangular, triangular, semicircular, etcétera Un cuerpo tal pue¬ 
de a menudo seccionarse o dividirse en las partes que lo compo¬ 
nen y, a condición de conocer el peso y la localización del centro 
de gravedad de cada una de estas partes, podemos eliminar la 
necesidad de realizar integraciones para determinar el centro de 
gravedad para la totalidad del cuerpo. El método para hacer esto 
requiere tratar cada parte componente como una partícula y se¬ 
guir el procedimiento bosquejado en la sección 9.1. Se obtienen 
fórmulas análogas a las ecuaciones 9.1, ya que se toman en cuenta 
un numero finito de pesos. Ai reescribir estas fórmulas, tenemos 




*- _ 

- ZxW 
x = ■ 

y = Zj!K 

-_ZzW 

Zw 

7 Zw 

Zw 


(9.8) 
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Aquí 

x>y>z representan las coordenadas del centro de gravedad G del 
cuerpo compuesto, 

x,y,z representan las coordenadas del centro de gravedad de 
cada una de las partes componentes del cuerpo. 

IW es la suma de los pesos de todas las partes componentes 
del cuerpo, o dicho más simplemente, el peso total del 
cuerpo. 

Cuando el cuerpo tiene densidad o peso especifico constante , 
el centro de gravedad coincide con el centroide del cuerpo. El 
centroide para líneas compuestas, áreas y volúmenes compuestos 
puede encontrarse usando relaciones análogas a las ecuaciones 
9.8; sin embargo, los pesos W se reemplazarán por L(eles), 
^(aes) y F(uves), respectivamente. En la tabla de la parte inter¬ 
na de la tapa posterior se encontrarán centroides para formas 
comunes de líneas, áreas, cáscaras y volúmenes. 


PROCEDIMENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento ofrece un método para la deter¬ 
minación del centro de gravedad de un cuerpo o e! centroide 
de un objeto geométrico compuesto representado por una lí¬ 
nea, un arca o un volumen. 

Parles componentes. Usando un croquis, divida el cuerpo u 
objeto en partes componentes en numero finito. Si una de 
las partes tiene un agujero, o región geométrica sin material, 
se considera la parte sin el agujero, y el agujero como una 
parte adicional con peso o tamaño negativo. 

Brazos de palanca . Establezca los ejes de coordenadas en el 
bosquejo y determine las coordenadas del centro de 

gravedad o centroide de cada parte. 

Sumas. Determine x,y, z aplicando las ecuaciones del centro 
de gravedad, ecuaciones 9.8, o las análogas para centroides. 

Si un objeto es simétrico en tomo a un eje, recuerde que el 
centroide del objeto se encuentra en este eje. 

Si se desea, los cálculos pueden disponerse en forma tabular, 
como se indica en los tres ejemplos siguientes 
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Segmento 

L (mm) 

x (mm) 

y (mm) 

2 (mm) 

xL (mm 2 ) 

yL(mm) 

z{mm 2 ) 

1 

7t(60) = 188.5 

60 

-38,2 

0 

11310 

-7200 

0 

2 

40 

0 

20 

0 

0 

800 

0 

3 

20 

0 

40 

-10 

0 

800 

-200 


ZL = 248.5 




O 

i—1 

i— t 

íl 

a 

ZyL = -5600 

EzL = -200 


Ejemplo 9.7 


Localice el centroide del alambre mostrado en la figura 
9.13a. 

SOLUCIÓN 

Partes componentes. El alambre se divide en tres segmentos 
como se muestra en la figura 9.13b. 

Brazos de palanca. La localización dei centroide para cada 
pieza está determinada e indicada en la figura. En particular, 
el centroide del segmento © se determina por integración o 
bien con ayuda de ia tabla incluida como información 
complementaria al final del libro. 

Sumas. Los cálculos se tabulan como sigue; 


De manera que 


~ZxL _ 11310 
x ZL 248.5 4 ' ,5mm 


J = ^ = ^ = 22.5mm 


- ZzL 
z ~ 


248.5 

-200 


ZL 248.5 


; -0.805mm 


Resp. 

Resp. 

Resp. 




Fig. 9.13 
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I Ejemplo 9.8 

Localice el centroide del área de la placa mostrada en la 
figura 9.14a. 



SOLUCIÓN 

Partes constitutivas. La placa se divide en tres segmentos como 
se muestra en la figura 9.14¿>. Aquí el área del pequeño rec¬ 
tángulo ® es considerada “negativa” ya que debe sustraerse 
del área grande ©. 


Brazos de palanca. El centroide de cada segmento se localiza 
como se muestra en la figura. Note que las coordenadas x de 
(2) y de CD son negativas. 


Sumas. Tomando los datos de la figura 9.146, los cálculos se 
tabulan como sigue: 


Segmento 

A(fñ 

x(ft ) 

y(fi) 

xA (ft 3 ) 

y A (ft) 

i 

K3X3) = 4.5 

1 

1 

4.5 

4.5 

2 

(3X3) = 9 

-1.5 

1.5 

-13.5 

13.5 

3 

-(2XD “-2 

-2.5 

2 

5 

-4 


IA = 11.5 



£ J=-4 

LyA = 14 


Luego, 



-4 

11.5 


- 0.348ÍI 


Resp. 



(C) 


- LyA 14 
y IA 11-5 


= 1.22ft 


Resp. 


Fig. 9.14 
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■ Ejemplo 9.9 


Localice el centro de masa del cuerpo compuesto mostra¬ 
do en ¡a figura 9.15a. El cono truncado tiene una densidad de 
= 8Mg/m' 1 y el hemisferio tiene una densidad de 
p h = 4 Mg/m 3 . 



SOLUCIÓN 

Partes constitutivas. El cuerpo compuesto puede considerarse 
formado por los cuatro segmentos mostrados en la figura 
9,15b. Para los cálculos, los segmentos (3) y @ deben conside¬ 
rarse como volúmenes “negativos” para que las cuatro piezas 
al sumarse den por resultado el cuerpo total compuesto, mos¬ 
trado en la figura 9. 15a* 

Brazo de momento* Usando la tabla de conversión anexa al fi¬ 
nal del libro, los cálculos para la coordenada cemroídal z de 
cada segmento se muestran en la figura. 

Sumas. Debido a la simetría, note que 

x = y = 0 Resp* 


(s) Como W = mg y g es constante, la tercera de las ecuaciones. 

9.S se convierte en z = £ zm/Zni. La masa de cada pieza puede 
calcularse a partir de m = pV y usarse en los cálculos. También 
Fíg, 9.15 1 Mgfm* = 10- 6 kg/mm\ de modo que 


Segmento 

m(kg) 

z (rom) 

z (kg • mm) 

i 

8(10 '‘X*)a(50K200) = 4.189 

50 

209.440 

2 

4(1(H)(4)450) 3 = 1.047 

-18.75 

-19.635 

3 

-8( 10-*)(i)n(25) 2 ( 100) = -0.524 

100 + 25 = 125 

-65.450 


-8(10- 6 )«(25) 2 (100) = 1.571 

50 

-78.540 


£m = 3.141 


Izm = 45.815 


Por tanto. 
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PROBLEMAS 


9.35. Si las cuatro partículas pueden reemplazarse 9.37, Determine la localización del centro de grave- 
por una sola partícula de 10 kg que actúe a una dis- dad (x 7 y t z) de las cuatro partículas, 
tanda de 2 m a la izquierda dd origen, determine la 
posición j¡> y la masa m p de la partícula P. 



4 9.36. Determine la localización del centro de masa (x, 

y f z) de las tres partículas. Prob. 937 


938. Determine la localización (x, y) del centroide 
para la forma de estructura que se usa en la construc¬ 
ción del ala de un avión. Desprecie el espesor dei 
miembro. 
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9-39. Determine la localización (x f y) del centroide de 
la barra. Desprecie el espesor de la barra. 



*9.40. Un tipo de armadura tiene una forma con la 
sección transversal mostrada en la figura. Determine 
la distancia y a su centroide C. Desprecie el espesor 
del materia!. 


9.41. Determine la localización (x,y) del centroide de 
la sección transversal de la chapa metálica. Desprecie 
el espesor del material y los dobleces. 


y 



I—3 in. —[— 3 1 II.H 


Prob.9.41 


9,42. La armadura consta de siete miembros, cada 
uno con masa de ó kg/m. Determine la localización 
(x T y) del centro de masa. Desprecie la masa de la pla¬ 
ca de unión. 



Prob. 9.40 


Prob.9.42 
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9.43, El ensamble de aluminio y acero se encuentra 
asegurado con pernos y fijado a la pared. Cada placa 
tiene ancho de 200 mm y espesor de 20 mm. Si la 
densidad de masa de A y B es p s = 7.58 Mg/m\ y para 
C ? p<t¡ = 2.71 Mg/nr\ determine la distancia x al centro 
de masa. Desprecie el tamaño de los pernos. 


9.45, Determine la longitud del segmento de alambre 
AB , de tal manera que el centro de gravedad para el 
ensamble entero se sitúe en G. Cada segmento está 
hecho del mismo material y tiene la misma área en 
sección transversal 



a 


— 3 ío. —| ( 


_.X 

#■ 


8 in. 


2 in. 


Prob. 9,45 


9,46* Determíne la distancia y al centroide del área. 


* 9,44, Los tres miembros del bastidor tienen cada uno, 
un peso de 4 lb/ft. Determine la localización (x,y) del 
centro de gravedad. Desprecie el tamaño de los pasa¬ 
dores en las articulaciones y el espesor de los miem¬ 
bros. También, calcule las reacciones en el apoyo fijo 
A. 




Prob. 9,46 


9.47. Determine la distancia y al centroide del área 
de la sección transversal de la viga. 


50 mm 



25 mm 


25 mm 


Prob, 9,44 


Prob. 9.47 
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* 9.48* Determíne la distancia y al centroide del área 9,50* Determine la localización (x , y) del centroide 
do la sección transversal de la viga. Desprecie el ta- del área* 
maño de las soldaduras en esquinas, para fines de 
cálculo* 



Prob* 9.48 


Profc* 9*S0 


9.49* Determine la distancia/al centroide del área. 9.¿1* Determine la localización (x t y) del centroide 

del área. 



Prob, 9,49 Prob. 9*51 
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* 9.52. Determine la localización (3c> y) del centroide 
del área de la sección transversal. 


9.55. Determine la distancia y al centroide del área 
sombreada. 


y 






í 

300 mm 
t 


/ 


1 

300 mm 

_L 




1 

, 400 mm 

1 

h— - 

h— - 

— 600 mm — 



300 mm 300 mm 

Prob. 9.52 


9.53. Determine la distancia y al centroide del área 
trapezoidal en términos de las dimensiones que se 
muestran. 




Prob. 9.5S 


* 9.56. Determine la distancia x ai centroide del área 
sombreada. 


Prob. 9.53 

9.54. El muro de contención es de concreto. Deter¬ 
mine la localización (x 7 J) del centro de gravedad G 
para el muro. 


y 



y 



Prob. 9.56 
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9.57. Determine la localización (x 7 y) de] centroide 
dei área sombreada. 





9.58. Determine la localización del centroide del área 
sombreada. 


* 9.60. La trabe será izada por medio de un cable atado 
en un punto en la vertical del centro de gravedad G. 
Para localizarlo, la trabe se apoya en el extremo A y 
en el extremo B usando dos básculas- La báscula en A 
indica 5685 Ib y Ja de B indica 4864 Ib. Determine la 
distancia desde x hasta G, medida desde el extremo 
A . 



Prob. 9.60 


y 



9.59. Determine ]a distancia y al centroide C para el 
sector circular de radio r = 0.25 m. 


9.61, Determine la distanciad al centro de gravedad 
del equipo de deshidratación de gases. El peso y el 
centro de gravedad de cada una de las partes compo¬ 
nentes se indican abajo. Para soportar el ensamblaje, 
¿cuáles deben ser las reacciones verticales en A y en 
B1 





Prob. 9.59 


Prob. 9.61 
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9.62* Determine la distancia x al centro de gravedad 
de! ensamble del generador. El peso y el centro de 
gravedad de cada una de las partes se indica abajo. 
¿Cuáles son las reacciones verticales en losbloques/f 
y B requeridas para soportar el ensamble? 


9.65, Determine la distanciad al centro de masa de la 
pieza fundida formada por un cilindro hueco de den* 
sidad 8 Mg/m 3 y un hemisferio que tiene una densi¬ 
dad de 3 Mg/m . 



o,a>o \hi 


0.(1000 ito 


Gy 25() 


Prob* 9*62 


9*63* La mesa de madera está hecha con una tabla 
cuadrada que pesa 15 Ib* Cada una de las patas pesa 
2 Ib y tiene 3 ft de largo* Determine la altura a que se 
encuentra el centro de gravedad. También, ¿cuál es 
el ángulo máximo, medido desde la horizontal, a que 
se puede levantar girando la mesa sobre dos patas 
antes de volcarse?* Desprecie el espesor de las patas. 




Prob* 9*65 


9*66, Determine la dimensión h del bloque, de mane¬ 
ra que el centroide del ensamble se encuentre en la 
base del cilindro, como se ve en la figura. 


Prob* 9*63 

* 9*64* Determine la distancia x al centroide del volu¬ 
men. 




Prob. 9.66 
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9.67, Determine la distancia y al centro de masa del 
ensamble que está perforado en la parte central. El 
material tiene densidad p ~ 3 Mg/m 3 , 


9.70. Determine la distancia h hasta la cual debe 
practicarse una perforación de 100 mm de diámetro 
dentro del cono, para que el centro de gravedad G 
del cuerpo que resulta se encuentre en z - 115 mm. 
El material tiene densidad de 8 Mg/m 3 . 



Prob* 9.67 


* 9,68. El sólido es un cilindro Heno al que se le practi¬ 
ca una perforación cónica y simétrica. Determíne la 
distancia z al centro de gravedad. 



Prob, 9,68 



9*7L Un agujero de radio r debe practicarse en el 
centro del bloque homogéneo. Determine la profun¬ 
didad h de la perforación, de modo que el centro de 
gravedad G esté tan ba jo como sea posible. 


9*69, El sólido es un hemisferio macizo al que se le 
ha hecho una perforación cónica. Determine la dis¬ 
tancia z al centro de gravedad. 


■ 





Prob. 9.71 
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* 9.4 Teoremas de Pappus y Guldinus 


Los dos teoremas de Pappus-Guldinm , que descubrió por primera 
vez Pappus de Alejandría en el siglo tercero antes de la era cris¬ 
tiana, y que volvió a enunciar el matemático suizo Paul Guidin o 
Guldinus (1577-1643), se usan para encontrar el área superficial 
y el volumen de un cuerpo de revolución. 

Un área de superficie de revolución se genera haciendo girar 
una curva plana alrededor de un eje lijo, coplanar con la curva y 
ajeno a la misma (no se intersecan);}? un volumen de revolución 
se genera haciendo girar un área plana alrededor de un eje fijo, 
situado en el mismo plano y que no interseca el área dada. Por 
ejemplo, si la linea AB mostrada en la figura 9.16 se hace girar al¬ 
rededor de un eje fijo, genera la superficie lateral de un cono, si el 
área tr[angular ABC mostrada en la figura 9.17 se hace girar alre¬ 
dedor del eje, se genera el volumen de un cono. 



Fig.íUfi 



Fig. 9.17 


A continuación se presentan los enunciados y demostracio¬ 
nes de los teoremas de Pappus y Guldinus. Las demostraciones 
requieren que las áreas y las curvas generatrices no corten al eje 
alrededor del cual se hacen girar, de otro modo, dos secciones, 
una a cada lado del eje generarían áreas o volúmenes que tienen 
signos opuestos y, por tanto, se cancelarían recíprocamente. 


Área de una superficie 

El área de una superficie de revolución es igual al producto de la 
longitud de la curva generatriz por la distancia recorrida por el cen¬ 
troide de la curva al generar el área de la superficie* 



Demostración. Cuando una longitud diferencial dL de la curva 
mostrada en la figura 9.18 se hace girar alrededor de un eje a tra- 
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vés de una distancia 2w, genera un anillo que tiene un área dA = 
2nr dL. El área de toda la superficie, generada al hacer girar toda 
la curva alrededor del eje es, por consiguiente, .4 = 2/tf r dL. Sin 
embargo, esta ecuacjón puede simplificarse si observamos que la 
localización r del centroide para la línea de longitud total L pue¬ 
de determinarse a partir de una ecuación de la misma forma que 
las ecuaciones 9.7, a saber, r = Jr dL/L. Así, el área total de la su¬ 
perficie viene a ser A - 2m L. Generalmente, no obstante, si la lí¬ 
nea no experimenta una revolución completa, entonces 


A*QJL 

-.- 


(9.9) 


donde A = área de la superficie de revolución 

6= ángulo de revolución, medido en radianes* 
6<2 * 

7 = distancia entre el centroide de la curva gene¬ 
ratriz y el eje de revolución. 

L = longitud de !a curva generatriz. 



Fig. ÍU9 


Volumen 

El volumen de un sólido de revolución es igual al producto del área 
generatriz por la distancia recorrida por el centroide del área al ge¬ 
nerar el volumen . 

Demostración. Cuando el área diferencial dA * mostrada en la fi¬ 
gura 9.19, se hace girar alrededor de un eje a través de una dis- 
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tanda 2^r, genera un anillo que tiene un volumen dV= 2nrdA. 
El volumen total generado al hacer girar la superficie^ alrede¬ 
dor del eje es, por consiguiente, V=2irJrdA. Aquí puede eli¬ 
minarse la integral usando una ecuación análoga a las ecuacio¬ 
nes 9,6, JrdA - tA , donde r localiza el centroide C del área 
generatriz^, y el volumen se convierte enK- 2mA. En general, 
no obstante 


F- 67 A 


(9.10) 


donde F = volumen de revolución 

6^ ángulo de revolución, medido en radianes, 

«2a: 

/^distancia entre el centroide del área 
generatriz y el eje de revolución* 

A = área generatriz. 

Formas compuestas. También podemos aplicar los dos teo¬ 
remas precedentes a líneas y áreas formadas por una serie de lí¬ 
neas y áreas constitutivas* Entonces, el área superficial total o el 
volumen generado es la adición de las áreas o de los volúmenes 
generados por cada una de las partes* Ya que cada parte está so¬ 
metida al mismo ángulo de rotación, 6, y la distancia del eje de 
revolución al centroide de cada parte es r, se tiene 


A = dlj'L 


(9.11) 


y 


F= dh-A 


(9.12) 


La aplicación de los teoremas anteriores se ilustra numérica¬ 
mente en los siguientes ejemplos. 
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■ Ejemplo 9.10 


Demuestra que el área de la superficie de una esfera es 
A = 4 tzR 2 y su volumen es V- ±/iR 3 . 


y 


ta) 



5” 

3 w 

-L—X 



(b) 



Fíg. 9,20 


SOLUCIÓN 

Área de la superficie ♦ El área de la superficie de la esfera en la 
figura 9,20a se genera al girar un arco semicircular en torno al 
eje x . Usando la tabla de conversión al final del libro, se ve 
que el centroide de este arco está situado a distancia r = 2 R/k 
desde el eje de rotación. Como el centroide se mueve a So lar¬ 
go de un ángulo de <9-2 k rad al generar la esfera, por aplica¬ 
ción de la ecuación 9.9 tenemos 


A = 6rL\ 


A - 2n 


2 R 

K 


kR = 4 JtR 1 


Resp* 


Volumen , El volumen de la esfera se genera por rotación del 
área semicircular de la figura 9.20b alrededor del eje x. Usan¬ 
do la tabla de la parte interna de la tapa posterior para locali¬ 
zar el centroide, y aplicando la ecuación 9.10, tenemos 


V- drA; 



Resp . 
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■ Ejemplo 9.11 

Determine la masa de concreto necesaria para construir 
la viga arqueada mostrada en la figura 9.21. La densidad del 
concreto es p c = 2.1 Mg/m 3 . Determine también el área de su¬ 
perficie de la viga. 

I* - 1 m- -) 



vista lateral segmentos de área segmentos de linea 

(a) (b) (c) 

SOLUCIÓN 

Masa. La masa del arco puede determinarse usando la densi- 

r p¡o 9 21 

dad p c , conociendo el volumen del concreto. El área de la sec¬ 
ción transversal de la viga se compone de dos rectángulos que 
tienen sus centroides en los puntos C x y C 2 como se muestra 
en la figura 9.21b. El volumen generado por cada una de estas 
áreas es igual al producto del área de la sección transversal 
por la distancia recorrida por su centroide. Al generar el arco, 
los centroides se mueven a través de un ángulo de 
0 = /i(907180 o )= 1.57 rad. El punto C x actúa a una distancia 
de rj = 4.5 - 0.1 = 4.4 m del centro de rotación, o sea el punto 
O, mientras que C 2 actúa a r 2 = 4 + 0.15= 4.15 m de O. 

Aplicando la ecuación 9.12, se obtiene el volumen total: 

V= 01 TA 

= 1.57 rad[(4.4 mXl mX0.2 m) + (4.15 mX0.15 mX0.3 m)] 

= 1.676 m 3 

La masa requerida de concreto es 

m = p c K= (2.1 Mg/m 3 X1-676 m 3 ) = 3.52 Mg Resp. 

Área de la superficie . El área de la superficie del arco se deter¬ 
mina dividiendo el perímetro de su área en sección transversal 
en ocho segmentos de línea, figura 9.21c, y aplicando poste¬ 
riormente la ecuación 9.11. Por tanto, 


A = 6LrL 

= 1.57 rad[4 m(0.15 m) + 2(4.15 mX0.3 m) 

+ (4.3 m) (1 m - 0.15 m) + 2(4.4 mX0.2 m) + (4.5 mXl m)] 

= 20.4 m 2 Resp . 
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PROBLEMAS 


9.74. Una rueda de acero tiene la sección transversal 
que se muestra. Determine el peso de la rueda si la 
gravedad específica del material es y- 0.25 lb/in 3 . 


* 9*72. Usando el segundo teorema de Pappus-Guldi- 
nus, determíne la localización del centroide del área 
del cuarto de círculo. 




Prob, 9.72 


Prob.9.74 


9.73. Se ha apilado arena entre dos paredes, como se 
muestra. Supongamos que se ha formado un cuarto 

de cono: determine su volumen usando el segundo 9.75, Determíne el área de la superficie del anillo y el 
teorema de Pappus-Guldinus. volumen del anillo. 




Prob, 9,73 


Prob, 9,75 
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PROBLEMAS 461 


* 9.76, Determine el área superficial y el volumen de! 
sólido cónico. 


9,78. El tanque se ha fabricado con dos placas, una 
forma de hemisferio y otra cilindrica. Determine las 
reacciones verticales que cada una de las cuatro patas 
verticales y simétricas ejerce sobre el piso, si el tan¬ 
que contiene agua en una profundidad de 12 ft. La 
gravedad específica del agua es 62.4 lb/ft 3 . Desprecie 
el peso del tanque. 



9,77. Determine la superficie exterior y el volumen 
del tanque de almacenamiento. 

Probs. 9,78/9,79 


* 9.80, El anillo de un volante tiene la sección transver- 
saiA-A mostrada. Determine el volumen de material 
requerido para su construcción. 




900 mm 


Ti 

1 


20 mm 
40 mm 


20 mm 
sección A-A 


Prob, 9,77 


Prob.9,80 
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9.81. Determine el peso de la cuña que se genera al 
girar un triángulo rectángulo de base 6 in y altura 3 
in a través de un ángulo de 30*. El peso específico del 
material es y - 0.22 lb/in 3 . 


9.83. Una banda circular de corte en “V” tiene radio 
interno de 600 mm y el área en sección transversal 
que se muestra. Determine el volumen del material 
requerido para hacer la banda. 



Prob. 9.81 


75 mm 



25 mm 


25 mm 


600 mm 


Prob, 9.83 


9.82. La envoltura cilindrica de aluminio se usa en un 
sistema de frenos de automóvil. La sección transver¬ 
sal se ha mostrado en la figura. Determine su peso si 
el aluminio tiene peso específico de 169 lb/ft 3 . 



* 9.84. Determine la cantidad aproximada de aluminio 
que se necesita para hacer el embudo. Consiste en 
una parte de círculo completo de 2 mm de espesor. 
Su sección transversal se muestra en la figura. 

9.85. Determine la superficie externa aproximada del 
embudo. Consiste en una pieza que comprende una 
circunferencia completa y es de espesor despreciable. 
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PROBLEMAS 463 


9.86, Determine el área superficial de la estructura si 4 9,88. Determine el área y la distancia r al centroide 
se obtiene por rotación de la parábola alrededor del del área sombreada. Usando el segundo teorema de 
eje y. Pappus-Guldinus, calcule el volumen del sólido gene¬ 

rado por revolución del área sombreada alrededor 
del eje a-a. 



Prob. 9.86 



9*87. Por integración, determine el área y la distancia 1 9.89, Usando la regla de Simpson, determine el área 
y al centroide dei área sombreada. Luego, usando el y la distancia y al centroide del área sombreada. Lue- 
segundo teorema de Pappus-Guldinus, calcule el vo» go> usando el segundo teorema de Pappus-Guldinus, 
lumen dei sólido generado por revolución del área determine el volumen formado por revolución del 
sombreada en tomo a] eje*, área en tomo del eje*. 


> y 




Prob, 9*87 


Prob. 9.89 
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464 CAP. 9 CENTRO DE GRAVEDAD Y CENTROIDE 

* 9.5 Resultante de un sistema general de fuerzas distribuidas 



En la sección 4.10 se estudió el método utilizado para simplificar 
una distribución de cargas que es uniforme en la dirección de un 
eje de una superficie rectangular. En esta sección generalizare¬ 
mos este método para incluir superficies de forma arbitraria y su¬ 
jetas a una distribución variable de cargas. Como aplicación es¬ 
pecífica, en la sección 9.6 encontraremos la carga resultante que 
actúa sobre la superficie de un cuerpo sumergido en un Huido. 

Distribución de presiones sobre una superficie. Consi¬ 
deremos la placa plana mostrada en la figura 9.22a que se en¬ 
cuentra sometida a ía función de cargas /? = p(x>y) Pa, donde 1 
pasca!, Pa = 1 N/m 2 . Conociendo esta función, podemos determi¬ 
nar la magnitud de la fuerza infinitesimal dF que actúa en el área 
diferencial dA m 2 de la placa, localizada en el punto arbitrario (x, 
y). Esta magnitud de fuerza es simplemente ríp^fptx^) 
N/m 2 ](í£4 m 2 ) = (pCr^y) ¿M]N, La carga completa sobre la placa se 
representa, por tanto, como un sistema de fuerzas paralelas en 
número infinito y que actúan en elementos diferenciales de área 
separados dA . Este sistema de fuerzas paralelas se simplificará a 
una sola fuerza resultante F^ que actúa por un punto único (x,y ) 
de la placa, figura 9.22¿. 


Magnitud de la fuerza resultante. Para determine la magnitud de 
F R > es necesario sumar cada una de las fuerzas diferenciales dF 
que actúan sobre el área total de la superficie A. Esta suma puede 
expresarse matemáticamente como una integral: 


F«=m __ 

Fu * fpCr.v) dA = f'dV 


(9.13) 


Note que p(x f y)dA = dV es el demento diferencial de volumen 
mostrado en la figura 9.22a. Por tanto, el resultado indica que la 
magnitud de la fuerza resultante es igual al volumen total bajo el 
diagrama de distribución de cargas. 

Localización de la fuerza resultante. La localización (x,y) de F^ 
se determina poniendo los momentos de F R igual a los momentos 
respectivos de todas las fuerzas dF al rededor de los ejesx, y. De 
la figura 9.22n y 9,226, usando la ecuación 9,!3 t tenemos 


- J 

' xp(x,y) <iA / 
^p(x,y)d4 J 

f áV 

)■- . 

'jp(x,y)dA jydV 
\^p{x>y)dA jdV 


(9.14) 
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Luego entonces, puede verse que la línea de acción de la fuetiza 
resultante pasa por el centro geométrico o centroide del volumen 
bajo el diagrama de distribución de cargas. 


* 9.6 Presión de fluidos 


De acuerdo con la ley de Pascal, un fluido en reposo crea en un 
puntop una presión que es la misma en todas las direcciones. La 
magnitud de p, medida como fuerza por unidad de área, depen¬ 
de solamente del peso específico o densidad de masa del fluido y 
la profundidad z del punto a partir de la superficie def fluido.* 
La relación puede expresarse matemáticamente como 


p = yz = pgz 


(9-15) 


donde g es la aceleración de la gravedad. La ecuación 9.15 es vá¬ 
lida solamente para fluidos que son por hipótesis incompresibles, 
que es el caso de casi todos los líquidos. Los gases son fluidos 
compresibles y, dado que su densidad cambia significativamente 
con la presión y con la temperatura, no puede usarse la ecuación 
9.15* 

Para ilustrar la aplicación de la ecuación 9.15, consideremos 
la placa sumergida mostrada en la figura 9,23. Se han especifica¬ 
do tres puntos de la placa. Ya que los puntos A y B están ambos 



superficie de! liquido 


Fig. 9.23 

* En particular, para el agua, y~ 62.4 Ib/ftL o 981GN/m 3 , yn que 
p = 1000 kg/m 3 yg - 981 m/s 2 . 


http://librosysolucionarios.net 








466 


CAP. 9 CENTRO DE GRAVEDAD Y CENTROIDE 


a profundidad z 2 a partir de la superficie del líquido, la presión en 
estos puntos tiene magnitud p 2 = Asimismo, el punto C se 
encuentra a profundidad z x ; luego p x = En todos los casos, la 
presión actúa normalmente al área superficial clA localizada en el 
punto especificado, figura 9.23. Usando la ecuación 915 y los re¬ 
sultados de la sección 9.5, es posible determinar la fuerza resul¬ 
tante de una distribución de presiones de un líquido, y especifi¬ 
car su localización sobre la superficie de una placa sumergida. 
Ahora se considerarán tres diferentes formas de placas. 

Placa plana de espesor constante. En la figura 9.24a se 
muestra una placa plana rectangular de espesor constante, que 
está sumergida en un líquido de peso específico y : El plano de la 
placa forma un ángulo í?eon la horizontal, de manera que su bor¬ 
de superior se localiza a la profundidad z x de la superficie del líqui¬ 
do y su borde inferior se localiza a la profundidad z 2 , Como la pre¬ 
sión varía linealmente con la profundidad, ecuación 9.15, la 
distribución de presión sobre la superficie de la placa se representa 
por un volumen trapezoidal de intensidad dep* = yz x a profundi¬ 
dad z h y p 2 = yz 2 a profundidad z 2 . Como se vio en la sección 9.5, 
la magnitud de la fuerza resultante es igual al volumen de este 
diagrama de carga y tiene una línea de acción que pasa a través 
del centroide del volumen C. Note que F^ no actúa en el centro 
de la placa sino en el punto P, llamado centro de presión , 

Como la placa tiene un espesor constante, la distribución de 
carga también puede representarse en dos dimensiones, figura 
9.24 b. Aquí la intensidad de carga se mide como fuerza/longitud 
y varía linealmente desde w : = bp x = byz x a w 2 = bp 2 = byz 2 * La 
magnitud de F R en este caso es igual al área trapezoidal, y F^ tie¬ 
ne una línea de acción que pasa a través del centroide C del área. 
Para aplicaciones numéricas, el área y la localización del centroi¬ 
de para un trapecio están tabuladas en la información anexa al 
fina! del libro. 



Placa curva de espesor constante. Cuando la placa sumer¬ 
gida es curva, la presión que actúa perpendicularmenle a la placa 
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cambia de dirección continuamente y, por consiguiente, el cálculo 
de la magnitud de 1^ y su localización P son mas difíciles que para 
una placa plana* En tas figuras 9,25 a y 9.256 se muestran vistas bi 
y tridimensionales de la distribución de carga, respectivamente. 
Aquí puede usarse la integración para determinar tanto F R como 
la localización del centroide C o el centro de presión P . 



v- 


Fig, 9,25 


Sin embargo, existe un método más simple para calcular la 
magnitud de F R y su localización a io largo de una placa curva (o 
plana) que tenga un espesor constante. Este método requiere cál¬ 
culos separados para las componentes horizontal y vertical de F*. 
Por ejemplo, la carga distribuida que actúa en la superficie supe¬ 
rior de la placa curva DB en la figura 9.256 puede representarse 
por medio de la carga equivalente mostrada en la figura 9.26. 
Aquí, la placa soporta el peso del líquido W f contenido dentro 
del bloque BDA. Esta fuerza tiene una magnitud de = 
(yb)(área BM ) y actúa por el centroide de BDA. Además, están las 
distribuciones de presión causadas por el líquido y que actúa a lo 
largo de los lados vertical y horizontal del bloque. A lo largo del 
lado vertical AD, la fuerza tiene una magnitud que es igual al 
área bajo el trapecio y actúa a través del centroide Qu de esta 
área. La carga distribuida a lo largo del lado horizontal AB es 
constante, ya que todos los puntos de este plano están a la misma 
profundidad respecto a la superficie del líquido. La magnitud de 
F 4fl es simplemente el área del rectángulo. Esta fuerza actúa a 
través del centroide del área, C /lfl , o punto medio deAB. Suman¬ 
do las tres fuerzas de la figura 9.266, se llega a F fi = EF = 
+ *ab + W { , como se muestra en la figura 9.25. Finalmente, la 
localización del centro de presión P en la placa se determina 
aplicando la ecuación M Rt¡ = IM 0 , que establece que el momento 
de la fuerza resultante en torno a de un punto de referencia con¬ 
veniente, figura 9.25, es igual a la suma de los momentos de las 
tres fuerzas en la figura 9.26, en torno del mismo punto. 
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>íg. 9,26 


Fig, 9,27 



Placa plana de espesor variable* La distribución de pre¬ 
sión que actúa sobre la cara superior de una placa sumergida que 
tiene un espesor variable se muestra en la figura 9,27, La fuerza 
resultante de esta carga es igual al volumen descrito, si se toma 
como base el área de la placa y como altura la distribución de 
presión con variación lineal. El elemento sombreado mostrado 
en la figura 9,27 puede usarse si se escoge el método de integra¬ 
ción para determinar este volumen. El elemento consiste de una 
faja de área dA = x dy\ localizada a la profundidad z bajo la su¬ 
perficie del líquido. Como sobre dA actúa una presión uniforme 
p = yz {fuerza/área), la magnitud de la fuerza diferencial dF es 
igual a dF = dV=p dA ~ yz(xdy f )> Si integramos sobre el volu¬ 
men total, tenemos 


F'-Sw-r 

De la ecuación 9,14, el centroide V define el punto a través del 
cual actúa F^. El centro de presión que queda situado sobre la 
superficie de la placa, justamente abajo de C, tiene coordenadas 
p{x,y') definidas por las ecuaciones 

. í/ dV Í 7 iv 

x = —- y = — 

f dV f dV 

J V J v 

Este punto no debe confundirse con el centroide del área de la 
placa, v 
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■ Ejemplo 9.12 


Determine la magnitud y la localización de la fuerza hi- 
drostáüca resultante que actúa sobre la placa sumergida AB 
mostrada en la figura 9.28a. La placa tiene un ancho de 1.5 m, 
p*. = 1000 kg/m 3 

SOLUCIÓN 

Como la placa tiene un ancho constante, la carga distri¬ 
buida puede verse en dos dimensiones como en la figura 
9.28 b. La intensidad de la carga en A y B se calcula como 

w A ~ bp K g¿ A = (1.5 m)(1000 kg/m 3) (9.81 m/s 2 )(2 m) 

= 29.4 kN/m 

w B = bp K .gz B = (1.5 mKlOOO kg/m 3 X9.81 m/s 2 X5 m) 

= 73.6 kN/m 


Si consultamos la tabla anexa al final del libro, encontramos 
que la magnitud de la fuerza resultante F ;{ producida por la 
carga distribuida es 


F r = área del trapezoide 

= ¿(3X29.4 + 73.6) = 154.5 kN Resp. 


Esta fuerza actúa a través del centroide del área, 


h = 


1( 2(29.4) -t 73.6 ^ 

3[ 29.4 + 73.6 


(3) = 1.29 m 


Resp. 


medida hacia arriba de 2?, figura 9.28¿>. 

Los mismos resultados pueden obtenerse considerando 
dos componentes de F* definidas por el triángulo y el rectán¬ 
gulo mostrados en la figura 9.28c. Cada fuerza actúa a través 
de su centroide asociado y tiene una magnitud de 


= (29.4 kN/m)(3 m) = 88.2 kN 
F, = ¿(44.2 kN/m)(3 m) = 66.3 kN 


Por tanto 


1.5 m 
1 


F r = F Re + F, - 88.2 + 66.3 = 154.5 kN Resp. 

La localización de F R se determina por el principio de mo¬ 
mentos aplicado en B, figura 9.285 y c, es decir, 





f HM r ) b = IM b ; (154.5)5 = 88.2(1.5) + 66;3(1) 

h = 1.29 Resp. 


Fig. 9.28 
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■ Ejemplo 9.13 

Determine la magnitud de la Tuerza hidrostática resultan¬ 
te que actúa sobre la superficie de un malecón con sección 
transversal en forma de una parábola, como se muestra en la 
figura 9.29a. El malecón tiene 5 m de longitud, p w = 1020 kg/m 3 . 



(b) 

Fíg, 9,29 


SOLUCIÓN 

Se calcularán las componentes horizontal y vertical de la 
fuerza resultante, figura 9,29b. Como 

w B = frp^gZj* - 5 m(102Ü kg/m 3 )(9.81 m/s 2 )(3 m) = 150.0 kN/m 

entonces 


F x - p mX150.0) kN/m) = 225.0 kN 

El área del sector parabólico ABC puede determinarse usan¬ 
do la tabla anexa al final del libro. Por tanto, el peso del agua 
dentro de esta región es 

F, = (Pn-gbXáiea^c) 

= (1020 kg/m 3 )(9.81 m/s 2 )(5 m)[j(l m)(3 m)] = 50.0 kN 

Por consiguiente, la fuerza resultante es 

F R = -JFi + F} = 7(225.0) J + (50.0)- 

= 230 kN Resp. 
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■ Ejemplo 9,14 

Determine la magnitud y la localización de la fuerza re¬ 
sultante que actúa sobre las placas triangulares extremas de la 
artesa para agua, mostrada en la figura 930a; p w = 1000 kg/m 3 



SOLUCIÓN 

En la figura 9306 se muestra la carga de presión que ac¬ 
túa sobre la placa extrema E. La magnitud de la fuerza resul¬ 
tante F es igual al volumen de este diagrama de carga. Se re¬ 
solverá el problema por integración. Si escogemos el volumen 
diferencial indicado en la figura, tenemos 

dF - dV=p dA = p w gz(2r dz) = 19 620z*: dz 
La ecuación de la recta AB es 


x = 0.5(1 -z) 


Por tanto. Si sustituimos e integrarmos con respecto a 2 , desde 
z = 0 hasta z = 1 m, obtenemos como resultado 


F=V=\ dV^\ (19620)z [0.5(1 -z)] dz 


v Jo 
i 


- 9810 f (z - z 2 ) dz - 1635 N “ 1.64 kN Resp. 


o 


Esta resultante pasa a través del centroide del volumen . Debi¬ 


do a la simetría, 


.t 


x = 0 


Como z = z para el elemento de volumen en la figura 936, en¬ 
tonces 




“ 0.5 m 


Resp, 


Fig. 9.30 
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PROBLEMAS 


9,90. Determine la magnitud de la fuerza hidrost ática 
resultante que actúa sobre el muro de la presa y su 
localización medida a partir de la superficie superior 
del agua. El espesor del muro es 8 m; p *= LO Mg/m 3 . 



Prob. 9,90 


9*91. El tanque se llena con agua hasta una altura 
d = 4 m. Determine la fuerza resultante que el agua 
ejerce sobre el lado A y el lado B del tanque. Si se 
pone aceite en vez de agua en el tanque, ¿qué altura 
deberá tener para crear las mismas fuerzas resultan¬ 
tes? p & = 900 kg/m 3 y = 1000 kg/m 3 . 


* 9,92. El dique “de gravedad” hecho de concreto se 
mantiene en posición gracias a su propio peso. Sí la 
densidad dd concreto es p c = 2.5 Mg/m 3 , y el agua 
tiene densidad de p^ = 1,0 Mg/m 3 , determine la míni¬ 
ma anchura d en su base que impedirá que el dique 
se vuelque por su extrema A El dique tiene 8 m de 
espesor. 


i 5 m 



9.93. La compuerta AB tiene 8 m de ancho. Determi¬ 
ne las componentes horizontal y vertical de la fuerza 
que actúa sobre el pasador en B y la reacción vertical 
en apoyo liso A p*. = LO Mg/m 3 , 



Prob, 9.91 


Prob. 9.93 
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9*94. Determine las componentes horizontal y vertí- * 9*96* El depósito se usa para almacenar un líquido de 
cal do fuerza que ejerce el agua sobre el lado del di- un peso específico de y= 80 Ih/ft 3 . Si está lleno hasta 
que* Ei dique es de 25 ft de largo y y» - 62,4 lb/ft 3 , el borde, determine la magnitud de la fuerza que 

ejerce el líquido sobre el lado ABCD* 

9,97. El depósito se usa para almacenar un líquido de 
un peso específico de y = SO lb/ft 3 . Si está lleno hasta 
el borde, determine la magnitud de la fuerza que 
ejerce el líquido sobre el lado^I0£/\ 


Pri>b* 9*94 



y = 0O5x 1 



Probs, 9,96/9.97 

9.95* Determine la fuerza hidrostática resultante que 
actúa por cada pie (ft) de longitud sobre el dique ma¬ 
rítimo; y* = 62,4 lb/ft 3 . 

9*98, El tanque se usa para almacenar un líquido con 
una densidad de 80 lb/ft 3 . Si esta completamente lle¬ 
no, determine ia magnitud de la fuerza que el líquido 
ejerce sobre cada uno de sus lados/l/ÍDCy BDFE. 


y 
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9,99. La tolva rectangular está llena de carbón, al 
cual crea una distribución de presión a lo largo de la 
pared A que varía como se muestra, es decir, 
p = 4z 3 lb/fr, donde z se mide en pies. Determine la 
fuerza resultante creada por el carbón, y especifique 
su localización medida desde la superficie superior 
del carbón. 



z 


Prob. 9.99 

* 9.100. El drenaje semicircular se ha llenado con agua. 
Determine las componentes horizontal y vertical de 
fuerza que el agua ejerce en el lado^í? del tubo de 
drenaje por pie de longitud de tubo; ^ = 62.4 lb/ft 3 . 



Prob. 9.100 


9.102. Determine la magnitud y localización de la 
fuerza resultante de la distribución parabólica de car¬ 
gas que actúa sobre la placa. 


P 4 Jh/fP 



9,103. La acción de las cargas sobre una placa cua¬ 
drada está representada por una distribución parabó¬ 
lica. Determine la magnitud y localización de la fuer¬ 
za resultante. También, ¿cuáles son las reacciones en 
los rodillos B y C y la rótula de apoyo en A. Se des¬ 
preciará el peso de la placa. 



4 kPa 


9.101. Determíne la magnitud de la fuerza hidrostáti- 
ca resultante que actúa por pie de longitud sobre el 
dique marítimo; y* - 62.4 lb/ft 5 . 



Frob. 9,101 


Prob, 9*103 


* 9.104. La carga de presión sobre la placa está descrita 
por la función p = [-240/{.r + 1) + 340] Pa. Determine 
la magnitud de la fuerza resultante y las coordenadas 
del punto donde la línea de acción de la fuerza inter¬ 
seca el plano. 
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9405, El apoyo ejerce sobre el tubo la distribución de 
cargas- El tubo pesa 50 Ib y tiene 3 ft de longitud; de¬ 
terminar la magnitud de p a para el equilibrio- Suge¬ 
rencia: la fuerza que actúa sobre el segmento diferen¬ 
cial rde del tubo es dF =p(3Ü)rdd. Esta fuerza 
tiene componentes horizontal y vertical de magnitud 
dF sen BydFcos ^respectivamente. 


9407, La barra curva está sometida a la distribución 
de cargas uniforme. Determine las componentes de 
la reacción en el apoyo fijo, para que se dé el equili¬ 
brio. Sugerencia: vea el problema 9406 




o 


Prob. 9405 


Froto. !U 07 


9406, Determine la fuerza resultante de la distribu¬ 
ción de cargas que actúa por unidad de longitud del 
tubo. Sugerencia: la fuerza que actúa en el segmento 
diferencial r c/tfdel tubo es dF - wrdd. Esta fuerza tie¬ 
ne componentes horizontal y vertical de dF eos & y 
t/Fsen ^respectivamente. 


9408, La carga distribuida varía a lo largo de la barra 
curva de manera lineal, de tal forma que se mide en 
radianes. Determine las componentes de la reacción 
en el apoyo fijo, necesaria para el equilibrio. Sugeren¬ 
cia: vea el problema 9406. 



tí 


Prob.9406 



Prob. 9.108 
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9.109. Reemplace las cargas distribuidas que actúan 
sobre el miembro curvo por las componentes hori¬ 
zontal y vertical de una fuerza resultante equivalente 
y el momento de un par que actúa en O . Sugerencia: 
vea el problema 9.106, 


9.112. La carga sobre la placa varía linealmente a lo 
largo de la misma y de modo tal que 
p 33 §[>{4-y)] kPa. Determine la fuerza resultante y 
su posición (x t y) en la placa. 


SkPa 


= W„ sin 5 


-4 m- yf 


Prob, 9.109 


Prob. 9.112 


Prob. 9.1 JO 


Prob. 9.113 


9,111. La placa rectangular está sometida a una distri¬ 
bución de cargas sobre toda la superficie. Si la carga es¬ 
tá definida por la expresión p - p 0 sen {rarAO sen (nyfb), 
donde p a representa la presión que actúa en el centro 
de la placa, determine la magnitud y localización de 
la fuerza resultante que actúa sobre Ja placa. 

p 


9.114 El tanque se ha llenado con un líquido cuya 
densidad es 900 kg/nr\ Determine la fuerza resultan¬ 
te que ejerce sobre la placa elíptica en un extremo 
del tanque, y la localización del centro de presión, 
medida desde el eje*. 

y 


Prob, 


9.110. Reemplace las cargas distribuidas que actúan 
sobre el miembro curvo por una fuerza resultante 
equivalente y momento de un par que actúan en el 
punto O. Sugerencia: vea el problema 9.106. 


9.113. La pileta se ha construido a partir de una pieza 
metálica y de modo que sus placas delantera y trasera 
tiene forma parabólica. Si se llena con agua de un pe¬ 
so específico de 62.4 lb/ft 3 , determine la fuerza resul¬ 
tante en los extremos si el nivel del agua es (a ) 0.5 ft, 
y (b) 1 ft. 
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PROBLEMAS DE REPASO 

9.115. Determine la distancia / al eje centroidal x-x 9.118. Determine ía distancia z al centro de gravedad 
de la sección transversal de la viga. Desprecie el ta- para el paraboloide truncado. El material es homogé- 
maño de las soldaduras esquineras en A y en B , para neo. 
los cálculos. 



Prob. 9. US 


*9.116. Determíne la distancia / al centroide del área 
de la placa. 


z 



Prob. 9.118 


>' 



9.119. Determine la localización {*,/) del centro de 
masa para el sistema de cuatro partículas situadas en 
el plano x-y. 


9.117. Determine la localización 0?,/) del centroide 
det área parabólica. 


y 



h- b ^ 


Prob. 9.117 



X 


Prob. 9.119 
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* 9,120, El molde se usa para colar columnas de con¬ 
creto. Determine la fuerza resultante que el concreto 
húmedo ejerce a lo largo de la placa A 9 0,5 
3m, si la presión debida al concreto varía como se 
muestra. Especifique la localización de la fuerza re¬ 
sultante, midiendo desde el punto más alto de la co¬ 
lumna. 



p- 


Prob. 9,120 


9,122, Determine la localización (j^y) del centroide 
del área. 



Prob, 9,122 

9,123, Determine la localización 0c,y) del centroide 
de la placa homogénea. 



9,1 21* Determine la localización (í ? y f z) del centro de Prob. 9.123 

gravedad del alambre homogéneo. 

* 9,124. Determine el volumen de acero que se necesi¬ 
ta para producir la pieza ahusada* La sección trans¬ 
versal se muestra, aunque la pieza es de circunferen¬ 
cia completa. También, calcular la superficie exterior 
z de la pieza, excluyendo los extremos. 



Prob. 9,121 


Prob. 9.124 
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10 


Momentos de 


inercia 


En este capítulo se desarrollará un método para determinar el 
momento de inercia para un área y para un cuerpo de masa es¬ 
pecificada. El momento de inercia de un área es una propiedad 
importante en la ingeniería, ya que debe determinarse o especifi¬ 
carse antes de analizar o diseñar un miembro estructural o una 
pieza mecánica* Por otro lado, el momento de inercia de masa de 
un cuerpo debe ser conocido al proponerse estudiar el movi¬ 
miento del cuerpo. 


10.1 Definición de los momentos de inercia para las áreas 


En el capítulo precedente determinamos el centroide para un 
área por consideración del primer momento del área alrededor 
de un eje; es decir, para llevar a cabo el cálculo era necesario 
evaluar una integral de la forma p dA. Las integrales del segun¬ 
do momento de un área, tales comop 2 dA, se denominan el mo¬ 
mento de inercia del área. La terminología “momento de iner¬ 
cia”, como aquí la usamos, es una designación errónea; sin 
embargo, la hemos adoptado por su semejanza con las integrales 
de la misma forma relacionadas con la masa. 

El momento de inercia de un área se origina cuando es ne¬ 
cesario calcular el momento de una carga distribuida que varía 
lincatmcnlc desde el eje de momento. Un ejemplo característico 
de esta clase de carga lo tenemos en la carga de presión debida a 
un líquido sobre la superficie de una placa sumergida. En la sec¬ 
ción 9.6 fue señalado que la presión, o fuerza por unidad de área, 
ejercida en un punto localizado a distancia z por debajo de la su- 
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perficie de un líquido es/? = yz, ecuación 9.15, donde yes el peso 
específico del líquido. Así, la magnitud de la fuerza ejercida por 
un líquido sobre el área dA de la placa sumergida que se muestra 
en la figura 10.1 es dF = p dA = yz dA. El momento de esta fuer¬ 
za en tomo al eje x de la placa es dM = dFz = yz 2 dA, y por tanto, 
el momento creado por la totalidad de la distribución de presio¬ 
nes es Af = yjz 2 dA. Aquí la integral representa el momento de 
inercia del área de la placa alrededor del eje x. Ya que las inte¬ 
grales de esta forma suelen darse en las fórmulas de la mecánica 
de fluidos, la mecánica de materiales, mecánica estructural, y di¬ 
seño de máquinas el ingeniero debería familiarizarse con los mé¬ 
todos utilizados para calcularlas. 


Fig. 10.1 


Momento de inercia. Consideremos el área .4, que se mues¬ 
tra en la figura 10.2, situada en el plano x-y. Por definición, los 
momentos de inercia del área plana diferencial dA en torno al 
ejejey al eje y son, dl x =y z dA y dl y = x 2 dA, respectivamente. Para 
el área total los momentos de inercia se determinan por integra¬ 
ción, es decir. 



( 10 . 1 ) 


También podemos formular el segundo momento del área 
diferencial dA en tomo al polo O o el eje z, figura 10.2. A esto 
nos referimos como el momento polar de inercia, dJ 0 = r 2 dA. 
Aquí r es la distancia perpendicular del polo (eje z) al elemento 
dA. Para el área total, el momento polar de inercia es 


J 0 =J*r-<¿4 = /, + /, 


( 10 . 2 ) 


La relación entre J Q e I„ I y es posible, dado que r* =x z +y 2 , figura 

10 . 2 . 



Fig. 10.2 


http://librosysolucionarios.net 
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De las formulaciones anteriores se ve que I y y J a serán 
siempre positivos, pues involucran el producto de la distancia al 
cuadrado con un área. Además, las unidades para el momento 
de inercia involucran longitud a la cuarta potencia, por ejemplo, 
m J , mm 4 , o ft J , in’ 1 . 


10.2 Teorema de los ejes paralelos para un área 


Si se conoce el momento de inercia de un área alrededor de un 
eje que pasa por su centroide, conviene determinar el momento 
de inercia del área en tomo a un eje correspondiente paralelo 
usando el teorema de los ejes paralelos. Para deducir este teore¬ 
ma, consideremos !a determinación del momento de inercia de 
la región sombreada que se muestra en la figura 10.3, alrededor 
del eje*. En este caso, un elemento diferencial tL4 del área se lo¬ 
caliza a una distancia arbitraria / a partir del eje cent roída! 
mientras que la distancia fija entre los ejes paralelos * y*' se defi¬ 
ne como d y Como el momento de inercia de dA alrededor del 
eje* es dl x = (y' + dfi 1 dA, entonces para la totalidad del área, 


! x =^y + d y fdA 

= J y' 2 dA + 2dj, J / 


dA + 



dA 


y y' 



La primera integral representa el momento de inercia del área 
en tomo al eje centroidal, L\ La segunda integral es cero, ya que 
el eje *' pasa a través del centroide del área C; es decir, 
J/ dA =yJdA = 0, puesto que y = 0. Si comprendemos que la 
tercera integral representa la totalidad del área .4, el resultado fi¬ 
nal es, por lo tanto, 
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4 “4 + A<fí 


(10.3) 


Una expresión semejante puede escribirse para I y , es decir 


4 = /y +Aci% 


(10.4) 


Y, finalmente, para el momento polar de inercia en torno a un 
eje perpendicular al plano x-y y que pasa a través del polo O (eje 
i ), figura 10.3, tenemos 


Jp =j c +a<p 


(10.5) 


La forma de cada una de estas ecuaciones establece que el mo¬ 
mento de inercia de un área alrededor de un eje es igual al momen¬ 
to de inercia, del área en tomo a un eje paralelo que pasa a través 
del centroide más el producto del área y el cuadrado de la distancia 
perdendicular entre los ejes. 


10.3 Radio de giro de un área 


El radio de giro de un área plana se usa a menudo para el diseño 
de columnas en mecánica estructural Siempre que se conozcan 
el área y los momentos de inercia, los radios de giro se determi¬ 
narán a partir de las fórmulas 




( 10 . 6 ) 


Note que la forma de estas ecuaciones se recuerda fácilmente, ya 
que es semejante a las que se usan para encontrar el momento 
de inercia de un área diferencial alrededor de un eje. Por ejem¬ 
plo, / r = k;A\ mientras que para un área diferencial, dl x =y l dA. 


10.4 Momentos de inercia para un área por integración 


Cuando las fronteras de un área plana pueden expresarse me¬ 
diante funciones matemáticas, las ecuaciones 10.1 pueden inte¬ 
grarse para determinar los momentos de inercia para el área. Si 
el elemento de área escogido para la integración tiene un tama¬ 
ño diferencial en dos direcciones, como se indica en la figura 
10.2, debe efectuarse una doble integración para evaluar el mo- 
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mentó de inercia. Sin embargo, muy a menudo, es más fácil esco¬ 
ger un elemento que tenga un tamaño diferencia i o espesor en 
una dirección solamente, debido a que entonces el cálculo re¬ 
quiere solamente una integración simple. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 


Si se efectúa una sola integración para determinar el mo¬ 
mento de inercia de un área alrededor de un eje, será nece¬ 
sario determinar primero el elemento diferencial dA. La ma¬ 
yoría de las veces este elemento será rectangular con longitud 
finita y ancho diferencial, El elemento se localizará de modo 
que corte la frontera del área en el punto arbitrario (x, 
y).Existen dos maneras posibles de orientar el elemento res¬ 
pecto al eje alrededor del cual se determinará. El momento 
de inercia. 


Caso 1 . La longitud del elemento puede orientarse en forma 
paralela al eje. Esta situación ocurre cuando se usa el ele¬ 
mento rectangular mostrado en la figura 10.4 para calcular 
el I y del área. La aplicación directa de la ecuación 10.1, es de¬ 
cir, í y = jx 1 dA, puede hacerse en este caso, ya que el elemen¬ 
to tiene grosor infinitesimal dx, y luego todas las partes del 
elemento se localizan a la misma distancia de brazo de pa¬ 
lanca x del eje y.* 

Caso 2. La longitud del elemento puede orientarse paralela¬ 
mente al eje. Aquí la ecuación 10.1 no se aplica , ya que no 
todas las partes del elemento quedan a la misma distancia 
del eje. Por ejemplo, si se usa el elemento rectangular de la 
figura 10.4 para calcular el 1, del área, primero será necesa¬ 
rio calcular el momento de inercia del elemento en torno a 
un eje horizontal que pase a través de su centroide y después 
determinar el momento de inercia del elemento alrededor 
del eje x usando el teorema de los ejes paralelos. La integra¬ 
ción de este resultado conducirá a /,. 

Los ejemplos siguientes ilustran la aplicación para cada uno 
de los casos. 



Fig. 10.4 


•En el caso del elemento dA - dx dy, figura 10.2, los brazos de palanca y, x 
son adecuados para la formulación de ¡ s e Iy (ecuación 10.1) ya que i<xto el ele¬ 
mento, debido a su “pequenez” queda situado a las distancias perpendiculares y, 
x especificadas a partir de los ejes jr, y. 
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Ejemplo 10.1 



Fig* 10*5 


Determine el momento de inercia para el área rectan¬ 
gular mostrada en la figura 10*5 con respecto a (a) el eje x 1 
centroidal, (b) al eje x h que pasa a través de la base del rec¬ 
tángulo y (c) al polo o eje z' perpendicular ai plano x'-y\ y que 
pasa a través del centroide C. 

SOLUCIÓN (CASO 1 ) 

Parte (a). Se escoge para la integración ei elemento diferen¬ 
cial mostrado en la figura 10*5* Debido a su localización y 
orientación, todo, el elemento está a la distancia y del ejeje'. 
Aquí es necesaria la integración de y' = -h¡2 a y 1 =/i/2* Dado 
que dA = b dy\ entonces 


hfl /i/2 

I r = f y 2 dA = f y' 2 (h dy f ) = b f y 2 dy' 


= i-2 bhi 


Resp, 


Parte (b). El momento de inercia en torno a un eje que pasa a 
través de la base del rectángulo puede obtenerse usando el re¬ 
sultado de la parte (tf) y aplicando el teorema de los ejes para¬ 
lelos* ecuación 10*3* 


I,=I^Adj 


■ -^bh 3 + bit 


/n 

2 


: \ bh ' 


Kesp, 


Parte (c). Para obtener el momento polar de inercia alrededor 
del punto C, debemos obtener primero que puede encon¬ 
trarse intercambiando tas dimensiones h y h en el resultado de 
la parte (a), en cuyo caso 


I y - = Y¿hb 3 


Usando la ecuación 10.2, el momento polar de inercia alrede¬ 
dor de C es, por lo tanto, 


J c = I r + l y . = -^bhifi 2 + b 2 ) 


Resp, 
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■ Ejemplo 10.2 

Determine el momento de inercia del área sombreada 
mostrado en la figura 10.6¿z alrededor del eje x. 


SOLUCIÓN I (Caso /) 

Se escoge para la integración un elemento diferencial de 
área que es paralelo al eje x, como se muestra en la figura 
10.6a. Como el elemento tiene un espesor dy e intersecla a la 
corva en el punto arbitrario (x, y), el área es (L4 = (100 —x) dy. 
Además, todas las partes del demento quedan a la misma 
distancia^ del eje*. Por tanto, si integramos con respecto a y, 
desdey = 0 hasta y - 200 mm, obtenemos como resultado 


/,=]■ y 2 dA =J yXm--x)dy 

200 . 2 \ 200 | 200 

=So ^ioo-¿j^=i oo j o y *q 

= 107(10°) mm 4 


SOLUCIÓN 11 (Caso 2) 

Para la integración se escoge un elemento diferencial pa¬ 
ralelo at eje y, como se muestra en la figura 10.66. Este ele¬ 
mento interseca a la curva en el punto arbitrario (r,y). En este 
caso, no todas las partes del elemento quedan a la misma dis¬ 
tancia del eje x-, por consiguiente, debe usarse el teorema de 
los ejes paralelos para determinar el momento de inercia del 
elemento alrededor del eje. En la parte (a) del ejemplo 10.1 se 
ha calculado el momento de inercia de un rectángulo que tie¬ 
ne una base 6 y una altura h, en torno a un eje centroidal. Allí 
se encontró que I t . = ió/i 3 . Para el elemento diferencial mos¬ 
trado en la figura 10.66, b = dx y h =y, de modo que 
dl x = ^dxy 3 . Como el centroide del elemento está a una dis¬ 
tancia y = y/2 del eje*, el momento de inercia del elemento al¬ 
rededor del eje* es 


dl x = di# + dA y 2 



[Este resultado también puede concluirse de la parte (b) del 
ejemplo 10.1). 

Si integramos con respecto a Jt, desde x - 0 hasta je = 100 
mm, tendremos 


y 



y 



Fifi. 10.6 


i m i 

± (40(k ) 3/2 dx 

= 107(10 6 ) mm 4 


Resp. 
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I Ejemplo 10,3 


Determine el momento de inercia en torno al eje x del 
área circular mostrada en la figura 10,7a. 



SOLUCIÓN I (i Casa 1) 

Si usamos el elemento diferencial mostrado en la figura 
10.7a, como ¿14 = 2r dy , tenemos 

I t =\fdA = [ f{lx)dy 
Ja Ja 

=J y\2Ht l -y 1 )dy = ^- Resp. 



SOLUCIÓN II (Caso 2) 

Cuando se escoge el elemento diferencial como se mues¬ 
tra en la figura 10.76, el centroide del elemento queda situado 
sobre el ejexy, por lo tanto, si aplicamos la ecuación 10.3, te¬ 
niendo en cuenta que dA = 2y dx, tenemos 

d¡ r = -^jdx Qyf 

= f fdx 

Si integramos con respecto ar, se obtiene 

= Resp. 


Fig. 10.7 


http://librosysolucionarios.net 






















SEC, 10.4 MOMENTOS DE INERCIA PARA UN ÁREA POR INTEGRACIÓN 487 


I Ejemplo 10.4 

Determine el momento de inercia de la región sombreada 
que se muestra en la figura 10.8 a, alrededor del eje*. 


SOLUCIÓN I (Caso 1) 

E) elemento diferencial de área paralelo al eje x se toma 
para integrar figura 10.8a. El elemento interseca ia curva en 
los puntos arbitrarios (x 2 ,y) y (* 1 ,y). En consecuencia, su área 
es dA~ (*, dy. Como todas las partes del elemento están 
a la misma distancia y del eje*, tenemos 


h = f y 2 dA = f y 2 (x , -x 2 ) dy = f yK'fy-y) dy 

•M Jo Jo 

4-yy*—^ |‘-0.0357ft* Rcsp. 


SOLUCIÓN II (Caso 2) 

El elemento diferencial de área paralelo al eje y se mues¬ 
tra en la figura IG.86, Este elemento interseca las curvas en 
los puntos arbítranos (x,y 2 ) y (x.y^ Ya que no todas las partes 
se encuentran a la misma distancia del eje x y debemos usar 
primeramente el teorema de los ejes paralelos para encontrar eí 
momento de inercia del elemento en tomo al eje y luego 
integrar este resultado para determinar / T . Así, 


dl x = dl z . + dA y 2 = dx (y 2 -y,) 3 + (y 2 -y¿ dx 


y\ 


, yizh ) 
2 


= 3VÜ -yi) dx = ^ (x ?-**) dx 

I z = ^ J*V - x 6 ) dx = ~ x 4 - Jj- x 1 1 ‘ = 0.0357 fU Rcsp. 


Por comparación, la solución I requiere muchos menos 
cálculos. Sí se dificulta la integral de un elemento particular, 
debe intentarse resolver el problema usando un elemento 
orientado en el otro sentido. 




Fífc. HK8 
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PROBLEMAS 

1ÜX El área irregular liene un momento de inercia 
en torno al eje A-A que es igual a 500 in 4 . Si el área 
total tiene un valor de 12 in% determine el momento 
de inercia alrededor del eje B-B . El eje C-C pasa por 



Prob, 10.1 


10.2. Determine el momento de inercia del área 
triangular en torno al eje x. 

10.3, Determine el momento de inercia del área 
triangular en torno al ejey. 


V 


t 

: 

\ 


í*— b —1 


Probs, 10,2/103 


* 10.4, Determine los momentos de inercia I x e í y del 
área sombreada. 


v 


b --—H 



Prob, 10.4 


10.5. Determine el momento de inercia alrededor eje 
jr del área limitada por las líneas x * 0 T y = 1 in y la pa¬ 
rábola}’ = Ix 1 . 


10.6. Determine los momentos de inercia en torno a 
los ejes xy del área limitada por la curva y 2 - 2x y las 
rectas x = 2 iny = 0. 

10.7, Determine los momentos polares de inercia Jo 
para la sección transversal de una flecha sólida de ra¬ 
dio 20 mm y un tubo de radio exterior 20 mm e inte¬ 
rior 15 mm, ¿En qué porcentaje úcJ a contribuye el 
tubo respecto a la flecha sólida? 

* 10.8. Determine el momento de inercia del área en 
torno al eje :r. 



10.9. Determine el momento de inercia del área som¬ 
breada en torno ai eje*. 

10.10. Determine el momento de inercia del área 
sombreada alrededor al ejey. 



Probs. 10.9/10.10 


10.11, Determine el momento de inercia de la región 
sombreada respecto del eje x. 



http://librosysolucionarios.net 




































PROBLEMAS 489 


* 10.12. Determine los momentos de inercia de la re* 
gión sombreada en torno a los ejes* ey. 


10,15. Determine el momento de inercia de la región 
sombreada en torno al eje*. 



Prob. to.12 


Prob. 15.15 


10.13. Determine ios momentos de inercia del cuarto * 10,16. Determine los momentos de inercia de la re¬ 
de círculo en torno al eje*. gión sombreada en torno a los ejes* y y. 



Prob, 10.13 


Prob. 10.16 



jr 


10,14, Determine el radio de giro del área sombreada 10.17. Determine el momento de inercia de la región 
alrededor del eje y , sombreada alrededor del eje y. 

10,18. Determine el momento de inercia de la región 
sombreada alrededor del eje *, 

y 




'20 mm 


Prob, 10,14 


Probs. 10.17/10.18 


http://librosysolucionarios.net 































490 CAP. 10 MOMENTOS DE INERCIA 


10.19. Determine el momento de inercia del área 
sombreada alrededor del eje x. 

10.20. Determine el momento de inercia de la región 
sombreada alrededor del eje y. 



2 m -1 


10.21. Determine el momento de inercia del área 
sombreada alrededor del eje y. Use la regla de Simp- 
son para evaluar la integral. 



Prob. 10.21 


Probs. 10.19/10.20 

10.5 Momentos de inercia para áreas compuestas 


Un área compuesta consta de una serie de áreas “más simples” 
unidas, tales como semicírculos, rectángulos y triángulos. Siem¬ 
pre que se conozca el momento de inercia de cada una de esas 
partes o pueda calcularse con respecto a un eje común, el momento 
de inercia del área compuesta será igual a la suma algebraica de 
los momentos de inercia de todas su partes componentes. 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento proporciona un método para de¬ 
termine el momento de inercia de un área compuesta en tor¬ 
no a un eje de referencia. 

Partes constitutivas . Usando un croquis, divida el área en sus 
partes constitutivas e indique la distancia perpendicular a 
partir del centroide de cada parte al eje de referencia. 

Teorema de los ejes paralelos. El momento de inercia de cada 
parte deberá calcularse en torno a su eje centroidal que sea 
paralelo al eje de referencia. Para el cálculo, use la tabla de 
la parte interior de la cubierta. Si el eje centroidal no coinci¬ 
de con el eje de referencia, deberá usarse el teorema de ejes 
paralelos, I = I +Ad 2 , para determinar el momento de inercia 
de la parte, en torno al eje de referencia. 

Sumas. El momento de inercia de toda el área alrededor del 
eje de referencia se determina sumando los resultados de sus 
partes componentes. En particular, si un área constitutiva 
tiene un “agujero”, su momento de inercia se encuentra 
“restando” el momento de inercia del agujero al momento 
de inercia de la parte que incluye el agujero. 
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B Ejemplo 10.5 

Calcule el momento de inercia del área compuesta mos¬ 
trada en la figura 10,9a alrededor del eje x . 



Fig. 10.9 


SOLUCIÓN 

Partes constitutivas. El área compuesta se obtiene restando el 
círculo del rectángulo, como se indica en la figura 10.9fr. El 
centroide de cada área está localizado en la figura. 

Teorema de ¡os ejes paralelos* Los momentos de inercia en tor¬ 
no al eje* se calculan usando el teorema de ejes paralelos y la 
información de la tabla anexa al final del libro. 

Círculo 

f x = iy +A¿tf 

= A/z(25) 4 + 7t(25) 2 (75) 2 = 11.4(10"’) ranr 1 


Rectángulo 
I r = I x + Adj 

= -UlOOXlSO) 3 +■ (100)(150X75) 2 = 112.5(10'’) mm J 

Suma. Así, el momento de inercia para ei área compuesta es 

I x = -11.4(10®) + 112.5(10*) 

= 101(10*) mm 4 Resp. 
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I Ejemplo 10 .fi 



v 



Fig. 10 JO 


Calcule los momentos de inercia del área de la sección 
transversal de la viga mostrada en la figura lO.lOfl alrededor 
de los ejes centroidaIes.v,y, 

SOLUCIÓN 

Parles constitutivas. La sección transversal puede considerarse 
formada por las tres áreas rectangulares componentes, A, B y 
D, mostradas en la figura 10.106, Para el cálculo, el centroide 
de cada uno de estos rectángulos se localiza en la figura. 

Teorema de los ejes paralelos. Según la tabla anexa al final del 
libro, o ejemplo 10.1, el momento de inercia de un rectángulo 
en torno a su eje centroidal es / = iph*. Por tanto, usando el 
teorema de ejes paralelos para los rectángulos^! y D, los cálculos 
son como sigue: 

Rectángulo A 

4 = L + Ad} = ¿(100X300) 3 + (100){300)(200) 2 
= 1.425(10^) mm' 1 

4 = 4 4 Acf; = ¿(300)(100) 5 + (Í00)(300)(250) 2 
= 1.90(10*) mm 4 

Rectángulo B 

4 = ¿(600)(100) 3 = 0.05(10*) mm* 

4 = ¿(100X600)’ = 1.80(10*, mm 4 
Rectángulo D 


4 = 4 . + Adj = ¿(100X300) 3 + (100X300X200) 2 
* 1,425(10*) mm 1 ’ 

4 = 4 + AcT- = ¿Í300X100) 3 + (100X300X250) 2 
= 1.90(10*) mm 4 


Sumas. Los momentos de inercia para toda la sección trans¬ 
versal son. 

4 = 1.425(10*) + 0.05( 10*) + 1.425(10*) 


= 2.90(10*) mm 4 

Resp, 

= 1.90(10*)+ 1.80(10*)+ 1.90(10*) 


= 5.60(10*) mm 4 

Resp, 
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PROBLEMAS 


10.22, El úrea tiene momento de inercia de 
25(10 6 )mm 4 alrededor del eje y-y . Si el área es 
15(10 3 ) mm 2 , determine el momento de inercia del 
área en tomo al eje y-y J . El eje y-y pasa por el cen¬ 
troide C del área. 


* 10.24. Determine la distancia y al centroide de la viga 
construida con dos canales y una placa de cubierta. Si 
cada canal tiene área en sección transversal de 
A c = 11.8 ín 2 y un momento de inercia alrededor de 
un eje horizontal que pasa por su centroide, C c , de 
(Ir )c c = 349 in 4 , determine el momento de inercia de 
la viga respecto al eje*'-*'. 


v y v' 


c 


im 


28 rara 


12 mm 


Prob. 10.22 



Prob. 10.24 


10,23. La viga ha sido construida con dos canales y 
dos cubiertas. Si cada canal tiene área en sección 
transversal Ac= 11.8 in 2 y momento de inercia en 
torno a un eje vertical que pasa por su centroide, Ce, 
de (Iy)c c = 349 in 4 , determine el momento de inercia 
de la viga alrededor del eje y. 


10.25. Determine el radio de giro k Xf de la sección 
transversal de la columna. 

10.26. Determine el radio de giro k y , de la sección 
transversal de la columna. 





Prob, 10,23 



Probs. 10.25/10.26 
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10*27. Determine el momento de inercia de la sec- 10.29* Determine los momentos de inercia del área 
dón transversal de la viga alrededor del ejex sombreada alrededor de los ejes* ey. 



Prob. 10.27 



Prob* 10.29 


10*30. La viga compuesta consta de una viga de ala 
ancha y cubreplacas soldadas de Ja manera que se 
muestra. Determine el momento de inercia del área 
en sección transversal alrededor de un eje horizontal 
que pasa por el centroide de la viga* 


* 10*28. El fuselaje de un aeroplano consta de vigas 
longitudinales cubiertas con hojas metálicas como se 
muestra en (a). Si las áreas combinadas de los ángu¬ 
los y la hojas metálicas se tabulan y se suponen con¬ 
centradas en los puntos 1 a 10 como se muestra en 
(b), determine la distanciay al centroide y el momen¬ 
to de inercia en tomo a un eje horizontal jrY que pa¬ 
sa por el centroide C de Ja sección transversal tota!. 
Usando los elementos de área, note quey = E JAITA 
tlet-iyU. 




l'riih. 10.30 


10.31. Determine la distancia^ al centroide de la sec¬ 
ción transversal del canal, y el momento de inercia al¬ 
rededor del eje*'-*' pasando por el centroide. 



Jf" 


L 

2 in 
~~r 


4 iu. 


Prob. 10.28 


Prob. 10.31 
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* 10,32. Determine el momento polar de inercia de ¡a 
región sombreada alrededor del centroide, el punto 

a 


PROBLEMAS 495 


y 



10,33. Determine los momentos de inercia de la sec¬ 
ción en “Z” alrededor de los ejes centroidalesjr y y. 



1034. Determine y, que localiza el centroide C, de la 
viga canal, y el momento de inercia /y alrededor del 
el eje centro id al x\ Desprecie el efecto de redondear 
las esquinas. El material tiene espesor uniforme de 
0.5 in. 



[— íiit.H ¡— 2in*—| 


Prob. 1034 


10.35. Determine el momento de inercia del área 
sombreada en torno a un eje horizontal que pasa por 
el centroide de la sección. 


Prob, I035 



* 10.36. Determine el momento de inercia del área de 
la sección transversal de la viga alrededor del eje x 
que pasa por el centroide C . 

10,37, Determine el momento de inercia del área de 
la sección transversal de la viga alrededor del eje y 
que pasa por el centroide C. 



Probs. 1036/1037 
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10-38* Determine el momento de inercia del área 
sombreada en torno al eje*. 

10-39- Determine el momento de inercia del área 
sombreada en torno al eje y. 




Profo. 10-41/10.42 

HK43- Determiné la distancia/ al centroide del área 
de la sección transversal de la viga; después, determi¬ 
ne el momento de inercia alrededor del eje*'. 

* 10-44- Determine el momento de inercia del área de 
la sección transversa! de la viga en tomo al eje y. 


Prcihs. 10.38/1039 


*10-40. Determine los momentos de inercia / t e I y de 
la sección en U Z'\ alrededor de los ejes* ey s que pa¬ 
san por el centroide C. 



Prob. 10-40 


10-41. Determíne Er distancia y al centroide del área 
en sección transversal de la viga, encuentre después 
el momento de inercia alrededor del eje*'. 

10,42. Determine el momento de inercia del área en 
sección transversal en torno al ejey. 



Pmb. 10.43/10.44 


10-45- Determine la localización (*,y) clcl centroide 
C del área de la sección transversal, y calcule los mo¬ 
mentos de inercia alrededor de los ejes*' ey'. 



Prob-10-45 
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10.46. Determíne los momentos de inercia del área 
triangular alrededor de los ejes x' y y', que pasan por 
el centroide del área. 


10.47. Determine los momentos de inercia del para- 
ielogramo alrededor de los ejes x' y y \que pasan por 
el centroide C del área. 


y 




* 10.6 Producto de inercia para un área 


En general, el momento de inercia para un área es diferente pa¬ 
ra cada eje alrededor del cual se calcula. En algunas aplicaciones 
de diseño estructural o mecánico, es necesario conocer la orien¬ 
tación de los ejes que dan, respectivamente, los momentos de 
inercia máximo y mínimo para el área. En la sección 10.7 se dis¬ 
cute el método para determinarlos. Sin embargo, para usar este 
método, uno debe calcularse primero el producto de inercia para 
el área así como sus momentos de inercia para los ejes dados x e 

y- 

El producto de inercia para un elemento de área localiza¬ 
do en el punto (x,y), como se indica en la figura 10.11, se defi¬ 
ne como dI v =xydA. Así, para toda el área A, el producto de 
inercia es 


4“ f 

¿A 


(10.7) 


y 



Si se escoge el elemento de área con un tamaño diferencial en 
dos sentidos, como se indica en la figura 10.11, debe efectuarse una 
integral doble para calcular I v . Sin embargo, muy a menudo es más F¡ 8> 1011 

fácil escoger un elemento que tenga un tamaño o espesor diferen¬ 
cial en un sentido solamente, en cuyo caso el cálculo requiere de só¬ 
lo una integral simple, (vea el ejemplo 10.7). 
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y 



V 



Como el momento de inercia, el producto de inercia tiene 
unidades de longitud elevadas a la cuarta potencia, por ejemplo, 
m 4 , mm 4 , ft 4 , in 4 . Sin embargo, como x o y pueden ser cantidades 
negativas, mientras que el elemento de área siempre es positivo, 
el producto de inercia puede ser positivo, negativo o cero, de¬ 
pendiendo de la localización y orientación de los ejes coordena¬ 
dos. Por ejemplo, el producto de inercia l v para un área será cero 
si cualquiera de los ejes x o y es un eje de simetría para el área. 
Para demostrar esto, consideremos el área sombreada de la figu¬ 
ra 10.12, donde para cada elemento ciA focalizado en el punto (x, 
y) hay un elemento correspondiente dA localizado en (x, -y). Co¬ 
mo los productos de inercia para estos elementos son, respecti¬ 
vamente, xy dA y -xy dA, la suma algebraica o integración de los 
productos de inercia para todos los elementos del área que se es¬ 
cogen de esta manera se cancelarán unos con otros. Consecuen¬ 
temente, el producto de inercia para el área total se vuelve cero. 
De la definición de l v también se deduce que el “signo” de esta 
cantidad depende de! cuadrante donde está localizada el área. 
Como se muestra en la figura 10,13, si el área está rolada de un 
cuadrante al siguiente, cambia el signo de/ v . 

Teorema de los ejes paralelos. Consideremos el área som¬ 
breada mostrada en la figura 10.14, donde x' y y' represent an un 
sistema de ejes que pasan por el centroide del área, y xy y repre¬ 
sentan un sistema correspondiente de ejes paralelos. Como el 
producto de inercia de dA entorno a los ejes x y y es 
d¡ v = (x' + ¿/ r xy + d y ) dA, entonces para toda el área 

4=f (x'+d,)(y' + d,)dA 
Ja 


Fig. 10,13 


y y 



Fig. 10.14 


- f xy dA +£f x f y dA + d y \ x'dA+ dji y \ dA 

*Jyj ** A **A ** A 

El primer término de la derecha representa el producto de iner¬ 
cia del área con respecto al eje centroidal Las integrales del 
segundo y tercer términos son cero, ya que los momentos del 
área se toman alrededor de los ejes cenlroidules. Si observamos 
que la cuarta integral representa el área A, el resultado final es 


f" /rV 1 Ad, dj 


( 10 . 8 ) 


Debe notarse la semejanza entre esta ecuación y la corres¬ 
pondiente al teorema de los ejes paralelos para momentos de 
inercia. En particular, es importante que al aplicar la ecuación 
10.8 se conserven los signos algebraicos para d c y d r Como se ilus¬ 
tra en el ejemplo 10.8, el teorema de los ejes paralelos tiene una 
importante aplicación al determinar el producto de inercia de un 
área compuesta con respecto a un sistema de ejes* y y. 
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I Ejemplo 10,7 

Determine el producto de inercia del triángulo mostra¬ 
do en la figura 10.15a. 


SOLUCIÓN 1 

Un elemento diferencial que tiene un espesor cíx, figura 
10.155, tiene un área dÁ ^y dx. El producto de inercia del ele¬ 
mento entorno a los ejes j£ y y se determina usando el teorema 
de ejes paralelos. 

dí v = dly + dAxy 


donde (je* y) localizan el centroide del elemento. Como 
rf/yy = 0, debido a la simetría, x =x t y - y/2, entonces 


dl v = 0 + fy dx) x 
h 


f V 

2 


b xdx 


2b* 


2b 2 


x 3 dx 


Si integramos con respecto a jc desde x. = 0 hasta x = b, obten¬ 
dremos. 


r _ h 2 f ' 3 , _ bVi 2 

2b 2 í 0 x *** 8 


Resp* 


SOLUCIÓN II 

Un elemento diferencia) que tiene un espesor dy , figura 
10.15c* tiene un área dA ~(b—x) dy. El centroide se localiza en el 
punto X = x + (b - x)/2 = (b + jc)/2 t y = y, de modo que el produo 
to de inercia del elemento viene a ser 

dly = dí x y + dAxy 


-0 + 


{b -x)dy 



b ~&Y 


b + (b!h)y 


y-h 


b 2 


dy 


Si se integra con respecto a y desde y = 0 hasta y = h, se ob¬ 
tiene como resultado 



Resp - 





Fig. 10.15 
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■ Ejemplo 10.8 


Fig. 10.16 


Determine el producto de inercia del área de la sección 
transversal de la viga* mostrada en la figura 10.1 6a y alrededor 
de los ejes centroidalesjc ey. 



SOLUCIÓN 

Como en el ejemplo 10.6, la sección transversal puede 
considerarse formada por tres áreas rectangulares, A, B y D, 
figura IQ.lófr. En la figura se indican las coordenadas para el 
centroide de cada uno de estos rectángulos. Debido a la sime¬ 
tría, el producto de inercia de cada rectángulo es cero en torno 
ai sistema de ejes x\ y' que pasan a través del centroide del 
rectángulo. Por tanto, la aplicación del teorema de los ejes pa¬ 
ralelos a cada uno de los rectángulos da por resultado 

Rectángulo A 

1 xy ~ /ry + Ad % d y 

= 0 + (300)0 Ü0)(-250)(2ÜO) 

= -1.50(10") mm 4 

Rectángulo B 

= 0 + 0 
= 0 

Rectángulo D 

4 “ /* y + Ad x d y 

= 0 + (300X100X250X-200) 

= -1.50(10") mm 4 

El producto de inercia para toda la sección transversal es, por 
tanto 

4 = -1.50(10") + 0 -1.50(10") = -3.00(10") mm 4 Resp. 
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10.7 Momentos de inercia para un área con respecto a ejes inclinados 



En diseño estructural y mecánico, algunas veces es necesario cal¬ 
cular los momentos y el producto de inercia /„, /,. e para un 
área con respecto a un sistema de ejes inclinados u y v, cuando se 
conocen los valores para 8, I x , I y e I r Para hacerlo, utilizaremos 
ecuaciones de transformación que relacionan las coordenadas x, 
y con las coordenadas u, v. De la figura 10.17, estas ecuaciones 
son 


u =xcos 8+y sen 8 
v=y eos 0-xsen 6 

Usando estas ecuaciones, los momentos y productos de inercia 
de dA alrededor de los ejes u y v vienen a ser 

dl u = v 2 dA = (y eos 6-x sen dA 
dl v = u 2 dA - (x eos 6+y sen 6f dA 
dl m = uvdA = {jc eos 6+y sen 6)(y eos 6-x sen 6) dA 

Si desarrollamos cada expresión e integramos, considerando que 
I z = Jy 2 dA,I y =Jx 2 dA, e í v = jxy dA, obtenemos 

/„ = I x eos 2 Q +l y sen 2 6- 21 v sen 8 eos 6 
I v = I x sen 2 8 +I y eos 2 6 + 2 I v sen 6 eos 6 
I uv = l x sen ©eos 6-I y sen ©eos 8+ eos 2 8- sen 2 8) 
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Estas ecuaciones pueden simplificarse usando las identidades tri¬ 
gonométricas sen 26 = 2 sen 9 eos 6 y eos 26= cos 2 0-scn z 0, en 
cuyo caso, 



(10.9) 


Sí se suman las dos primeras ecuaciones miembro a miembro, se 
ve que el momento polar de inercia en torno al eje z que pasa 
por el punto O es independiente de la orientación de los ejes u y v; 
es decir. 


Jo = 4 + 4 = 4 + 4 


Momentos de inercia principales. A partir de las ecuacio¬ 
nes 10*9 puede verse que I UJ l v e I av dependen del ángulo de incli¬ 
nación Q de los ejes u y v. Ahora determinaremos la orientación 
de los ejes u y v en tomo a la cual los momentos de inercia para 
el área, I lt e I % . son máximo y mínimo* Estos ejes particulares se 
llaman los ejes principales del área, y los momentos de inercia 
correspondientes a esos ejes se llaman los momentos de iner¬ 
cia principales. En general, hay un sistema de ejes principales pa¬ 
ra cada origen O escogido, aunque en diseño estructural y me¬ 
cánico, el centroide del área es una localización importante 
para O. 

El ángulo 8 = 8 Jt que define la orientación de ios ejes principales 
para el área puede encontrarse derivando la primera de las ecuacio¬ 
nes 10,9 con respecto a 6 e igualando el resultado a cero. Así, 





sen 28t 2/^ eos 28= 0 


Por consiguiente, en 6= 6 p , 


tan 26j, 


-h 

0 ,- 0/2 


( 10 . 10 ) 
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Esta ecuación tiene dos raíces, 0 ñ y 6^, que di iteren en 90® y es¬ 
pecifican la inclinación de los ejes principales. Para sustituir¬ 
las en la ecuación 10.9, debemos primeramente encontrar el se¬ 
no y coseno de 2 0 p¡ y 26 P} . Esto se puede lograr usando ios 
triángulos mostrados en la figura 10.18, que se basan en la ecua¬ 
ción 10.10. 


Para 6, 


7V 


Para 6, 


sen 26, 


p¡ 


=-,// 


L-L 


+ u 


cos2é?„ = 

"i 


id 


V 


Lzk 


+/Í 


Pi' 


sen 26 t 


Pi 


=l!í 




1 


+ I 1 
1 


eos 26» = - 

p i 


Lzh 


V 


d,-l, 


i ü 


+ /; 



Si sustituimos estos dos conjuntos de relaciones trigonométricas 
en la primera o en la segunda de las ecuaciones 10,9 y simplifica¬ 
mos, obtenemos 



( 10 . 11 ) 


Dependiendo del signo que se escoja, este resultado da el mo¬ 
mento de inercia máximo o mínimo para el área, Además, si las 
relaciones trigonométricas anteriores para 6 t¡¡ y 6 )lt se sustituyen 
en ¡a tercera de las ecuaciones 10.9, puede verse que I m = 0, es 
decir, e! producto de inercia con respecto a los ejes principales es 
cero. Ya que se indicó en la sección 10.6 que el producto de iner¬ 
cia con respecto a cualquier eje de simetría es cero, se deduce 
que cualquier eje de simetría representa un eje principal de inercia 
para el área. 
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10.9 

Determine los momentos de inercia principales para el 
área de la sección transversal de la viga indicada en la figura 
10.19a, con respecto a ejes que pasen a través del centroide. 

SOLUCIÓN 

Los momentos y el producto de inercia de la sección 
transversal con respecto a los ejes x e y se han calculado en los 
ejemplos 10.6 y 10.8. Los resultados son 

/, = 2.90(10'*) mm 4 7 y = 5.60( 10") mm 4 I v = - 3.00(10®) mm 4 

Usando la ecuación 10.10, los ángulos de inclinación de 
los ejes principales u y v, son 

t . tn7ñ - -4 _ 3.00(10 4 ) _ ^ 

' (/,-/,,)/ 2 [2.90(10"*) — 5.60(10")]/2 

29 p¡ - -65.8° y 28 p = 114.2° 




Fig. 10.19 


10(3 mm 


Así, como se muestra en la figura 1Q.19&, 

^=-32.9° y ^-57,r 

Los principales momentos de inercia con respecto a los 
ejes u y v se determinan usando la ecuación 10.11. Por tanto, 


I inris 

niín 


-¿i 4 */ 


L—L. I +/2 
2 I +/ * 


2.90(10 9 ) + 5.60(10 1 *) 

2 




2.90(10")-5.60(10") 


[-3.00(10")] 2 


/».fa = 4.25(10 4 ) ± 3.29(10") 

mín 

O 

I m!a = 7.54(10") mm 4 I min = 0.960(10") mm 4 Resp. 


Específicamente, el máximo momento de inercia, = 7.54(10") 
mm 4 , ocurre con respecto al eje u, ya que, por inspección, la 
mayor parte del área de la sección transversal está más aleja¬ 
da de este eje. Dicho de otra forma, Í míl ocurre en torno al eje 
m, pues se encuentra localizado entre ±45® del eje y, que tiene 
el mayor valor de I ( l y > /,). Esto también puede ser concluido 
matemáticamente sustituyendo los datos con 0=57.1® en la 
primera de las ecuaciones 10.9. 
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SEC. 10.8 CÍRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS DE INERCIA 505 


* 10.8 Círculo de Mohr para momentos de inercia 


Las ecuaciones 10,9 a 10,11 tienen una solución gráfica que es 
conveniente usar y generalmente es fácil de recordar Si eleva¬ 
mos al cuadrado la primera y la tercera de las ecuaciones 10,9 y 
sumamos, encontramos que 




1 


( 10 , 12 ) 


En un problema dado, I a e I v son variables, mientras que I xt í y e / 
son constantes conocidas. Así, ía ecuación 10.12 puede escribirse 
en forma compacta como 

Cuando esta ecuación se gráfica para un sistema de ejes que re¬ 
presentan el momento de inercia y el producto de inercia, res¬ 
pectivamente, figura 10.20, la gráfica resultante representa un 
círculo de radio 



\ / 


que tiene su centro localizado en el pumo { a , 0), donde 
a = (7 t + I y )¡2. El círculo así construido se llama circulo ele Mohr, 
en honor al ingeniero alemán Otto Mohr (1835*1918). 



! 


Fifi. 10.20 
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506 CAP. 10 MOMENTOS DO INERCIA 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Existen varios métodos para trazar el círculo de Mohr, según 
se define por la ecuación 10,12, El principal objeto de usar el 
círculo de Mohr aquí es tener un medio conveniente para 
transformar/,, /,, e I v en los momentos principales de inercia. 
El siguiente procedimiento proporciona un método para ha¬ 
cer esto. 




Fig, 10.20 


Determinación de /,, /,, /„. Establezca los ejes ryy para el 
área, con el origen localizado en el punto P de interés, y de¬ 
termine /,„ c /,,, figura lí).2fln. 


Construcción del círculo. Construya un sistema de ejes de 
coordenadas rectangulares, tales que la abscisa represente el 
momento de inercia /, y la ordenada represente el producto 
de inercia ¡ v , iigura 10.20/). Determine el centro, O , del círculo 
que se localiza a la distancia (/, + 1 } )/2 del origen y marque el 
“punto de control” A que tiene por coordenadas (/„ ¡ v ). Por 
definición, I t siempre es positivo, mientras que /„, será positi¬ 
vo o negativo. Una el punto de control A con el centro del 
círculo y determine la distancia OA por trigonometría. Esta 
distancia representa el radio del círculo, figura 10.2ÜÍ). Final¬ 
mente, trace el círculo. 


Momentos de inercia principales. Los puntos donde el círculo 
interseca el eje de las abscisas dan los valores de los momen¬ 
tos de inercia principales e / mfa . Note que el producto de 
inercia será cero en estos punios, figura 10.20/). 


Ejes principales. Para encontrar el sentido del eje principal 
mayor, determine por trigonometría el ángulo 26 ll¡t medido a 
partir del radío OA hacia la paite positiva del eje de las absci¬ 
sas, figura 10,20/). Este ángulo representa e! doble del ángulo 
formado entre el eje x del área en cuestión y el eje de máxi¬ 
mo momento de inercia l mta , figura 10.20«. Tanto el ángulo 
2d v¡ , en el círculo, como el ángulo 2 0 Pi en el área deben me¬ 
dirse en et mismo sentido, como se muestra en la figura 10,20. 
El eje para momento de inercia mínimo / m ; n es perpendicular 
al eje para 


Usando trigonometría puede verificarse que el procedimien¬ 
to anterior está de acuerdo con las ecuaciones desarrolladas en 
la sección 10,7* 


http://librosysolucionarios.net 


















SEC 10,8 CÍRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS DE INERCIA 507 


H Ejemplo 10-10 


Utilizando el círculo de Mohr, determine los momentos 
de inercia principales para el área de la sección transversal de 
la viga indicada en la figura lG.21fl, con respecto a los ejes que 
pasan a través del centroide, 

100 mm 



100 mm 


— ^100 mm 


SOLUCION 
Determinación de / 


/„ e L 


‘yi 


-éOÜ mTti - 

ip) 

Los momentos y el producto de 
inercia se han determinado en los ejemplos I0,(í y 10.8, con 
respecto a los ejes* y y mostrados en la figura 10.21a, Los re¬ 
sultados son 7, = 2.9D(10 9 ) mm' 1 , l y = 5.60(10’)mm 1 , e I^,~ 
3.00(10 9 ) mm*. 


Construcción del círculo. En la figura 10.21 ó se muestran los 
ejes / e I v . El centro O del círculo queda situado a una distan¬ 
cia (/, + I y )/2 = (2.90 + 5,60)/2 = 4.25 a partir del origen. Cuan¬ 
do el punto de control A( 2.90, -3.00) se une al punto O, se de¬ 
termina el radio OA del triángulo OBA a partir del teorema 
de Pitágoras. 


OA = /"(T.35) r +T3.00p - 3.29 
El círculo está construido en la figura 10.21c. 

Momentos de inercia principales. El círculo interseca al eje I en 
los puntos (7,54,0) y (0.960,0), Por lo tanto, 


= 7.54(10 g ) mnri 
4,'n = 0.960(10 9 ) mm 11 


Resp. 

Resp, 


Ejes principales. Como se indica en la figura 10.21c, el ángulo 
26 r¡ se determina a partir del círculo, midiéndolo en el sentido 
contrario al de las manecillas del reloj, desde OA hasta la di¬ 
rección del eje positivo I, Por tanto, 


26 p¡ = 180° - sen- 1 


flMIl 

\OA\ 


= 180°-sen' 1 


3.00 


3.29 


= 114.2° 


Por consiguiente, el eje principal para 7^ = 7.54(10 , }mm t está 
orientado según un ángulo 6 Pi = 57.1°, medido en sentido contra¬ 
rio al de las manecillas del reloj, a partir de la parte positiva del eje 
x hada la parte positiva del eje u. El eje v es perpendicular a este 
eje. Los resultados se muestran en la ¿gura 10.21c/. 


J xv (U) v í mm 4 


- 4 . 25 - 4 . 1,35 

-“fío 


ZF 

4 (2,90. - 3,00» 


-/{IÜ 9 } 


(b> 



-/( \rP)nm* 



Fig, 10,21 
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508 CAP. 10 MOMENTOS DE INERCIA 


PROBLEMAS 


10,48. Determine el producto de inercia del área pa¬ 
rabólica con respecto a los ejes x, y. 



Prab. 10,48 


10*51. Determine el producto de inercia alrededor 
del centroide y* del área de un cuarto de círculo 
con respecto a los ejes de coordenadas, utilizando el 
teorema de los ejes paralelos. 



10,49, Determine el producto de inercia del área * 10,52, Determine el producto de inercia del área 
somb read a d e 1 a e 1 i psc con respe cto a I os ej es x> y, som b read acón respecto a los ej es d e coo rde nad as. 




10,50, Determine el producto de inercia del área 10.53. Determine el producto de inercia de la sección 
sombreada con respecto a los ejes de coordenadas. sombreada de la elipse con respecto a los ejes de 

coordenadas. 




Prob. 10.53 
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PROBLEMAS 509 


10.54, Determine el producto de inercia del área 10.57, Determine el producto de inercia con respecto 
sombreada con respecto a los ejes de coordenadas. a los ejes de coordenadas. 



10,58. Determine la localización del centroide ( x,y ) 
Prob. 10.54 del área de la sección transversal y calcule el produc¬ 

to de inercia respecto a los ejes de coordenadas. 


10.55. Determine el producto de inercia del área 
sombreada con respecto a los ejes de coordenadas* 



b --| 


200 rom 


Prob. 10.55 


J rob. 10.58 


* 10,56. Determine el producto de inercia con respecto 10.59. Determine el producto de inercia del área 
a los ejes de coordenadas. sombreada con respecto a los ejes de coordenadas. 



Prob. 10.56 



Prob, 10.59 
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510 CAP. 10 MOMENTOS DE INERCIA 


* 10.60. Determine el producto de inercia de la sección 10.62. Determine el producto de inercia para la es** 

transversa] de la viga respecto a los ejes de coordena- cuadra con respecto a ios ejes x, y , que pasan por el 

das cuyo origen se sitúa en el centroide C. centroide C. Los bordes son rectos por hipótesis. 



Prob, 10.60 


Prob. 10.62 



10.61. Determine la localización (x,y ) del centroide 
C de la sección transversal de la escuadra, y calcule el 
producto de inercia con respecto a los ejes de coor¬ 
denadas. Suponga que todos los bordes son en ángu¬ 
lo recto. 


10.63. Determine el producto de inercia de la sección 
en “Z” con respecto a los ejes de coordenadas cuyo 
origen se sitúa en el centroide C, 




Pn>b. 10,61 


Prob. 10.63 
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PROBLEMAS 511 


* 10*64. Determine el producto de inercia del área res¬ 
pecto a los ejes de coordenadas. 


y 



10.66, Determine los momentos de inercia y el pro¬ 
ducto de inercia para el área rectangular con respec¬ 
to a los ejes u y v que pasan por el centroide C. 


y 



Prob, 10.64 


Prob. 10.66 


10.65. Determine el producto de inercia para el área 
de la sección transversal con respecto a los ejes u, v. 


10.67. Determine los momentos de inercia l u e I v y el 
producto de inercia I HV para el área elíptica. Los ejes 
u y v pasan por el centroide C. Sugerencia: vea el pro¬ 
blema 10.11 
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512 CAP. 10 MOMENTOS DE INERCIA 


* 10.68. Determine los momentos de inercia h , U t e í itv 
del área sombreada. 


10.70. Determine los momentos de inercia principa¬ 
les del área compuesta con respecto a un juego de 
ejes principales con origen situado en el centroide C. 
Use las ecuaciones desarrolladas en la sección 10.7. 
I v = 15.84(10 6 ) mm\ 



Prob. 10.68 


Prob. 10.70 


10.69. Determine los momentos de inercia del área 
sombreada respecto a los ejes u y v. 


y 



Prob. 10.69 


10.71. Determine las direcciones de los ejes principa¬ 
les con origen localizado en el punto O y los momen¬ 
tos principales de inercia para el área rectangular al¬ 
rededor de estos ejes. 



Prob. 10.71 
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SEC. 10.9 MOMENTO DE INERCIA DE MASA 513 


10.72. Determine las direcciones de los ejes principa¬ 
les con origen situado en el punto O\ y los momentos 
de inercia principales para el área de un cuarto de 
círculo, en torno a estos ejes. Use los resultados del 
problema 10.51. 


y 



Prob. 10.72 


10.9 Momento de inercia de masa 


10.73. Usando el círculo de Mohr, Determine ios mo¬ 
mentos principales de inercia del área triangular y la 
orientación de los ejes principales de inercia con ori¬ 
gen en el punto Ü. 



Prob, 10.73 

10.74. Resuelva el problema 10.70 usando el círculo 
de Mohr. 

10.75. Resuelva el problema 10.71 usando el círculo 
de Mohr. 

* 10.76. Resuelva el problema 10.72 usando el círculo 
de Mohr. 


El momento de inercia de masa de un cuerpo es una propiedad 
que mide la resistencia del cuerpo a la aceleración angular. Ya 
que se le usa en la dinámica para estudiar el movimiento de rota¬ 
ción, se expondrán ahora métodos para calcularlo. 

Definimos el momento de inercia de masa como la integral 
del “segundo momento 1 ' alrededor de un eje, de todos los ele¬ 
mentos de masa dm que componen el cuerpo.* Consideremos 
por ejemplo el cuerpo rígido mostrado en la figura 10.22. El mo¬ 
mento de inercia del cuerpo en torno al eje z es 

/ = f r*dm (10.13) 

Aquí el“ brazo de palanca” res la distancia perpendicular desde 
el eje hasta el elemento arbitrario dm. Puesto que la formulación 
involucra r, el valor de / es único para cada eje z respecto al cual 
se le calcula. Sin embargo, el eje que suele tomarse para el análi¬ 
sis pasa por el centro de masa O. El momento de inercia calcula¬ 
do respecto a este eje se definirá como I G . Observe que como r se 
eleva al cuadrado en la ecuación 10,13, el momento de inercia de 
masa es siempre una cantidad positiva. Las unidades comúnmen¬ 
te utilizadas para medirlo son kg ■ m 1 o slug - ft 2 . 


z 



Flg. 10.22 


* Otra propiedad del cuerpo que mide la simetría de la masa del cuerpo res¬ 
pecto a un sistema de coordenadas es el producto de inercia de masa. Esta pro¬ 
piedad se aplica más a menudo al movimiento tridimensional de un cuerpo y se 
discute en Mecánica para ingenieros: Dinámica (capítulo 21). 
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514 CAP. 10 MOMENTOS DE INERCIA 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 




Fig. 10,23 


Para integrar consideraremos solamente cuerpos simétricos 
con superficies que se generan por revolución de alguna curva 
alrededor de un eje. En la figura 10.23 se muestra un ejemplo 
de un cuerpo de esta dase donde el eje de rotación es el eje z . 

Si el cuerpo es de un material de densidad variable, 
p = p(x f yz) f la masa elemental dm del cuerpo se puede ex¬ 
presar en términos de su densidad y volumen como dm = pdV. 
Sustituyendo dm en la ecuación 10.13, el momento de iner¬ 
cia del cuerpo se calcula usando elementos de volumen para 
la integración; es decir 

/=JVpdK (10.14) 

En el caso especial de que p sea constante, este término se 
factoriza fuera de la integral y el valor de la integral es ya so¬ 
lamente fundón geométrica: 

I-pffidV (10.15) 

Jv 

'Guando el volumen elemental elegido para la integración 
tiene dimensiones diferencíales en las tres direcciones, es de¬ 
cir, dV= dxdy dz> figura 10.23#, el momento de inercia del 
cuerpo debe determinarse usando “integración triple”. El 
proceso de integración puede, sin embargo, simplificarse a 
una integral simple a condición de que el volumen elemental 
tenga tamaño o espesor diferencial en una sola dirección. 
Con este fin, suelen usarse cilindros o discos elementales. 

Cáscara elemental Si se elige para integrar un cilindro hueco 
elemental de altura z, radio y y espesor dy , figura 10.23£, en¬ 
tonces el volumen dV = (2ny)(z)dy. Este elemento puede 
usarse en la ecuación 10.14 o 10.15 para determinar el momen¬ 
to de inercia 4 del cuerpo alrededor del eje z, ya que todo el 
elemento y por “delgado” se encuentra a la misma distancia 
perpendicular r =y desde el eje z (vea el ejemplo 10.11). 

Disco elemental Si un disco elemental de radio y y grueso dz 
es elegido para integración, figura 10.23c, entonces el volu¬ 
men dV = (ny 2 ) dz. En este caso* sin embargo, el elemento es 
finito en la dirección radía!, y consecuentemente sus partes 
no están todas a la misma distancia radial r del eje z. Como 
resultado, las ecuaciones 10.14 ó 10.15 no pueden ser utiliza¬ 
das para determinar / r En vez de ello, para realizar la inte¬ 
gración usando este elemento, es necesario primeramente 
determinar el momento de inercia del demento en tomo al ejez 
y después integrar este resultado (vea el ejemplo 10,12). 
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■ Ejemplo 10*11 

Determine el momento de inercia del cilindro mostrado 
en la figura 10.24a en torno al eje 2 . La densidad del material 
es constante. 


z 



X 


Fig. 10.24 


SOLUCIÓN 

“Cáscara” o cilindro elemental. Este problema puede resolver¬ 
se usando la “cáscara” elemental que se muestra en la figura 
lü.24¿> y una integral simple. El volumen del elemento es 
dV = (2 T&Xh) dr , de manera que su masa es dm = p dV = 
pCljúirdr ). Puesto que todo el elemento se encuentra a la 
misma distancia r del eje z, el momento de inercia del ele¬ 
mento es 


dl z = r 2 dm - pZnhr* dr 


Si integramos sobre toda la región del cilindro, obtenemos 


R 



La masa del cilindro es 



y> por tanto, 



Resp* 
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■ Ejemplo 10.12 

El sólido de la figura se obtiene como sólido de revolu¬ 
ción dei área mostrada, en torno al eje y. Si la densidad del 
material es 5 slug/ft 3 , determine el momento de inercia alrede¬ 
dor del ej ay. 



Fig, 10.25 


SOLUCIÓN 

Disco elemental. El momento de inercia será determinado 
usando un disco elemental, como se ve en la figura 10.25b. 
Aquí, este elemento interseca la curva en el punto arbitrario 
(r,y) y tiene masa 

dm = pdV= p(nx 2 )dy 

Aunque no todas las porciones del elemento se localizan 
a la misma distancia del eje y, es posible determinar el 
momento de inercia dl y del elemento alrededor del eje y. En el 
ejemplo 10.11 se mostró que el momento de inercia de un 
cilindro en torno a su eje longitudinal es I = \ mR 2 , donde m y 
R son la masa y el radio del cilindro. Puesto que la altura del 
cilindro no se involucra en la fórmula, podemos usarla 
también para un disco. Así, para ei disco elemental de la 
figura 10.25b, tenemos 

dl y = ^ = y \p{^x 2 ) dy]x 2 

Si sustituimos x = y\ p= 5 slug/ft 3 , e integramos respecto a y, 
desdey = 0 hasta y = 1 ft, se obtiene el momento de inercia pa¬ 
ra el sólido entero: 

/ ( = Jtr* dy = Jj y 8 riy = 0.873 slug • ft 2 Resp. 
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Teorema de los ejes paralelos. Si se conoce el momento de 
inercia del cuerpo alrededor de un eje que pasa por el centro de ma¬ 
sa, entonces el momento de inercia en torno a cualquier eje pa¬ 
ralelo podrá determinarse usando e! teorema de los ejes paralelos. 
Este teorema puede deducirse por consideración del cuerpo que 
se muestra en la figura 10.26. El ejez' pasa por el centro de masa 
C, mientras que el eje paralelo z está a distancia constante, d. 
Eligiendo el elemento diferencial de masa dm que se localiza en 
el punto (je',/) y usando el teorema pitagórico, r 2 = (d +x') 2 +/ 2 , 
podemos expresar el momento de inercia del cuerpo alrededor 
del eje z como 




Puesto que r' 2 -x' 2 +/ 3 , la primera integral representa í c . La se¬ 
gunda integral es cero, pues el eje z' pasa por el centro de masa 
del cuerpo, esto es, JY dm=xdm = 0 ya que x = 0, Finalmente, 
la tercera integral representa la masa total m del cuerpo. Así 
pues, el momento de inercia en torno al eje z puede escribirse 



(10.16) 


donde/ c = momento de inercia en torno al eje z' que pasa por 
el centro de masa G 
m = masa del cuerpo 

d = distancia perpendicular entre los ejes paralelos 



Fig. 10.26 
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Radio de giro. En ocasiones, el momento de inercia de un 
cuerpo alrededor de un eje especificado se reporta en los ma¬ 
nuales usando el radío de giro, k . Este valor tiene unidades de 
longitud, y cuando se le conoce a la vez que la masa m del cuer¬ 
po, el momento de inercia se determina de la ecuación 


J=mk 2 o k 


si 


(10*17) 


Observe la semejanza entre la definición de k en esta fórmula y r 
en la ecuación di = r 2 dm , que define el momento de inercia de 
una masa elemental dm del cuerpo en torno a un eje. 

Cuerpos compuestos* S¡ se construye un cuerpo a partir de 
formas simples como son los discos, las esferas y las barras, el 
momento de inercia del cuerpo en torno a un ejez se puede de¬ 
terminar por adición algebraica de los momentos de inercia de 
las partes constitutivas calculados alrededor del eje z . La adición 
algebraica es necesaria, ya que si una parte constitutiva ha sido 
incluida antes dentro de otra, entonces debe considerarse negati¬ 
va, por ejemplo, un agujero “sustraído” de una placa* El teorema 
de los ejes paralelos es necesario para los cálculos, si el centro de 
masa de cada parte componente no se encuentra en el eje z. Para 
los cálculos, / = Z(I G + md 2 \ donde I G para cada una de las parles 
componentes se calcula mediante integración o se determina con 
ayuda de una tabla como la que se encuentra anexa en las últi¬ 
mas páginas del libro* 
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■ Ejemplo 10.13 

Si la placa que se muestra en !a figura lü:27tf tiene densi¬ 
dad de 8000 kg/m 3 y espesor de 10 mm, calcule su momento 
de inercia en tomo a un eje dirigido perpendicularmente a ta 
página y que pasa por el punto O . 



SOLUCIÓN 

La placa tiene dos partes componentes» el disco de radio 250 
mm menos un disco de radio 125 mm, figura 1G.27¿. El momento 
de inercia alrededor de O puede ser determinado calculando el 
momento de inercia de cada una de estas partes en torno a O 
y sumando luego algebraicamente los resultados. Los cálculos 
se efectúan usando e! teorema de los ejes paralelos junto con 
los datos enlistados en ía tabla anexa al final del libro. 

Disco. El momento de inercia de un disco alrededor de un eje 
perpendicular al plano del disco es Í G = ]mr 2 . El centro de masa 
del disco se localiza a una distancia de 0,25 m del punto O. Así, 

m á = p t/ V d = 8000 kg/m 3 [*{0 + 25 m) 2 (0.01 m)j - 15.71 kg 
Uo)á = i m d ñ + d- 

= ^{15.71 kg)(0.25 m) 2 + (15.71 kg)(0.25 m) 2 
= 1.473 kg ■ m 2 

Agujero. Para el disco de radio 125 mm (el agujero), tenemos 

m h = p A V h = SOOQ kg/m 3 [7i(0.125 m) 2 (0.01 m)] = 3.93 kg 

(JoX = {m l¡ ii + m h <f- 

= ^(3.93 kgXO.125 m) 2 + (3.93 kg){0.25 m) 2 
= 0.276 kg ■ m 2 

El momento de inercia de ía placa alrededor del punto O 
por tanto, es 

lo- i!o\ - t lo)h 

= 1.473 kg ■ m 2 - 0.276 kg ■ m 2 
'L20kg’m 2 Resp. 
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■ Ejemplo 10.14 



¡—i ft —-|— i ft—¡ 

Fig, 10.28 


El péndulo consiste en dos barras delgadas, cada una de 
un peso de 10 Ib, suspendidas del punto O como se ve en la 
figura 10,28. Determine el momento de inercia del péndulo 
alrededor de un eje que pasa por (a) el pasador en O, y (6) el 
centro de masa G del péndulo, 


SOLUCIÓN 

Parle (a). Consultando la tabla anexa al fina! del libro, se ve 
que el momento de inercia de la barra OA en torno a un eje 
perpendicular a la página y que pasa por el extremo O de la 
barra es I Q = jm/ 2 , Así pues, 


(Ioa)o ~ '% rn l 2 ~ ■j 


10 


32.2 


(2) 2 = 0.414 slug-ft 2 


El mismo valor puede calcularse usando I c = fynl 2 y el teore¬ 
ma de los ejes paralelos; esto es, 


Ooa)o — + wd 1 ~ ~j2 

= 0.414 slugvft 2 
Para la barra BC tenemos 


10 


32,2 


< 2 > !+ 


Umrh - I 1 * mil 1 - ¿ J (2) ! ♦ 

= 1,346 slug' ft" 

El momento de inercia del péndulo en torno a O es por tanto 


lo = 0.414 + 1.346 = 1.76 slug ■ ft 2 Resp. 


Parle (b). El centro de masa G se localizará en relación con el 
pasador O. Si suponemos que esta distancia sea y, figura 10.28, y 
usamos la fórmula para determinar el centro de masa, tenemos 

Sym _ 1(10/32.2) + 2(10/32.2) _ . ft 
> Em (10/32.2)+ (10/32,2) 

El momento de inercia l c puede calcularse de la misma mane¬ 
ra que l 0 , que requiere aplicaciones sucesivas de! teorema de 
los ejes paralelos para transferir los momentos de inercia de 
las barras OA y BC a G. Una solución más directa, sin embar¬ 
go, involucra la aplicación del teorema de los ejes paralelos, 
usando el resultado para l a antes determinado; es decir, 


lo -1 (j + r>ul~\ 


1.76 = l c + 


20 'i 

32.2 


(1.50J 2 


J c = 0.362 slug ■ ft 2 


Resp. 
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PROBLEMAS 521 


PROBLEMAS 

10.77. Determine el momento de inercia de la barra 
delgada con respecto al eje y. La densidad de la ba¬ 
rra, p t y el área en sección transversal^ son constan¬ 
tes. Exprese el resultado en términos de m, la masa 
total de la barra. 



10.78. El paraboloide se forma por la revolución del 
área sombreada alrededor del ejex Determine el ra¬ 
dio de giro k x > El material es de densidad constante 



10.79. Determine el momento de inercia con respec¬ 
to al eje x y exprese el resultado en términos de la 
masa total m de la esfera. La esfera tiene densidad 
constante p. 



i 


10.80. Determine el momento de inercia del anillo 
delgado alrededor del ejez. El anillo tiene masa^. 



Prob. 10.80 


10.81. El cono circular recto se genera por revolución 
del área sombreada alrededor deí ejex. Determíne ei 
momento de inercia h y exprese el resultado en tér¬ 
minos de la masa total m del cono. El cono tiene 
densidad constante p . 



10.82. El sólido de concreto se genera por rotación 
del área sombreada alrededor del ejey. Determine el 
momento de inercia I y . El peso específico del concre¬ 
to es y = 150 lb/ft\ 



Prob. 10.79 
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10.83* El sólido se genera por revolución del área 
sombreada alrededor del eje x. Determine el radio de 
giro k x > La densidad de masa del material es 
p - 5 Mg/m 3 . 


10.86. El elipsoide se genera al rotar el área sombrea¬ 
da alrededor del eje x . Determine el momento de 
inercia y exprese el resultado en términos de la ma¬ 
sa total m del elipsoide. El cuerpo es de densidad 
constante. 


y 2 *SQ x __ 

*-200 mm--[ 

Prob. 10.83 


* 10.84. El sólido se genera por revolución del área 
sombreada alrededor del eje y. Determine el radio de 
giro k y . El peso específico del material es 
y- 380 lb/ft 5 . 


y 


T 

3 in. 



Prob. 10.84 



jr 



Prob. 10.86 

10.87. Las barras delgadas tienen peso de 3 lb/ft. De¬ 
termine el momento de inercia del ensamble entorno 
a un eje perpendicular a la página y que pasa por A. 



10.85. El cono truncado se obtiene rotando el área 
sombreada alrededor del eje x . Determine el mo¬ 
mento de inercia /* y exprese el resultado en térmi¬ 
nos de la masa total m del cuerpo. Éste es de densi¬ 
dad constante. 



-a- H 


Prob. 10*87 

10.88. El péndulo consiste en una placa con peso de 
12 Ib y una barra delgada de 4 Ib* Determine el radio 
de giro del péndulo entorno a un eje perpendicular a 
la página y que pasa por O. 


r 


i * 

■ 



'tft* 

■ y tt 

¡ — i tt— 


Prob. 10.85 


Prob. 10.88 
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10,89. El péndulo consiste en la barra delgada de 3 
kg y la placa de 5 kg. Determine la localización y del 
centro de masa G del péndulo; después, calcule el 
momento de inercia del péndulo alrededor de un eje 
perpendicular a la página y que pasa por G. 


10.91. Determine el momento de inercia del ensam¬ 
ble en torno a un eje perpendicular a la página y que 
pasa por el punto O. El material liene peso específico 
r= 90 lb/1't 3 . 


V 

4t 

°L n SS 

I —[ m— 1 


2 m 


Proh. 10*89 



Prob. 10.91 


10*90. Determine el momento de inercia del ensam¬ 
ble alrededor de un eje que es perpendicular a la pá¬ 
gina y pasa por el centro de masa G* El material tie¬ 
ne peso específico de y = 90 lb/ft\ 


10*92. Determine el momento de inercia de la placa 
delgada alrededor de un eje perpendicular a la pagi¬ 
na que pasa por el pasador en O, La placa tiene un 
agujero en el ceñirá. Su espesor es de 50 mm y el ma¬ 
terial tiene densidad de p = 50 Mg/m\ 



Prob, 10*90 



Prob* 10*92 
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10.93. Cada una de las tres barras tiene masa m. De¬ 
termine el momento de inercia del ensamble en tor¬ 
no a un eje perpendicular a la página, que pasa por el 
punto O central. 



10.94. Determine la distancia y al centro de masa G 
del ensamble y calcule entonces el momento de iner¬ 
cia alrededor del eje que es perpendicular a la página 
y pasa por G. El bloque tiene masa 3 kg y la masa del 
semicilindro es 5 kg. 


10.95. Determine el momento de inercia h del cono 
truncado con una depresión cónica. El material tiene 
una densidad de 200 kg/m 3 . 



* 10.96. El péndulo consta de un disco de masaje 2 kg y 
barras delgadas AB y DC que tienen masa de 2 kg/m. 
Determine la longitud L de DC, de modo que el cen¬ 
tro de masa se sitúe en el apoyo en O. ¿Cuál es el 
momento de inercia del ensamble en torno al eje que 
es perpendicular a la página y pasa por OI 




Prob. 10.96 
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PROBLEMAS DE REPASO 

10*97, Determine el producto de inercia del área pa~ ' 
rabólica con alrededor de los ejes* y y. 



10*99* Determine el producto de inercia del área en 
sección transversal alrededor del eje x y al eje y con el 
origen de coordenadas en el centroide 0* 


y 



Prob. 10*97 


Prob* 10.99 


10*98* Determine el producto de inercia del área 
sombreada alrededor del eje x y al ejey* 


y 



* 10*100* Determine la localización (x,y ) del centroide 
C de la sección transversal de la escuadra, y encuen¬ 
tre los momentos de inercia en torno a los ejes cen¬ 
tro! da Ies/ y/. 


y y ' 





Prob. 10*98 


Prob, 10*100 
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10.101. Determine los momentos principales de iner¬ 
cia para la escuadra alrededor de los ejes de coorde¬ 
nadas que pasan por el centroide C. Use las ecuacio¬ 
nes desarrolladas en la sección 10.7. Suponga que las 
esquinas son cuadradas. 




Pmb. 10.104 


10.105. Determine el producto de inercia para la sec¬ 
ción transversal de la escuadra en torno a los ejes x' y 
y* con origen de coordenadas en el centroide C Su¬ 
ponga que las esquinas son rectas. 


Prob. 10.101 


10.102. Determine el momento de inercia del úrea 
sombreada en torno al eje*. 

10.103, Determine el momento de inercia del área 
sombreada en torno al eje) 1 . 


y 




10.106. Determine el momento de inercia del ensam¬ 
ble de acero sólido, alrededor del eje jr-jr, El acero 
tiene peso específico y sl = 490 lb/ft 3 . 


Probs. 10.102/10.103 

*10.104. El péndulo consiste en una barra delgada 
OA, con masa de 3 kg. La placa delgada tiene masa 
de 12 kg/m z . Determine la distancia y al centro de 
masa G del péndulo; calcular entonces el momento 
de inercia del péndulo alrededor dd eje perpendicular 
a la página y que pasa por G. 
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11 Trabajo virtual 


En este capítulo usaremos el principio del trabajo virtual y el mé¬ 
todo de la energía potencial para determinar la posición de equi¬ 
librio de una serie de cuerpos rígidos conectados. Aunque la 
aplicación requiere matemáticas más sofisticadas que en el caso 
de las ecuaciones de equilibrio, se mostrará que una vez estable¬ 
cida la ecuación de trabajo virtual o la función de energía poten¬ 
cial, la solución se obtiene directamente , sin tener que desmem¬ 
brar el sistema para obtener relaciones entre las fuerzas que 
ocurren en las conexiones. Además, al usar el método de la ener¬ 
gía potencial, podremos investigar el “tipo” de equilibrio o la es¬ 
tabilidad de la configuración. 


H.l Definición de trabajo y de trabajo virtual 


Trabajo de una fuerza. En la mecánica una fuerza F efectúa 
trabajo sólo cuando se desplaza en su mismo sentido. Por ejem¬ 
plo, consideremos, la fuerza F en la figura 11.1, que se localiza 
en la trayectoria s especificada por el vector de posición r. Si la 
fuerza se mueve a lo largo de la trayectoria a una nueva posición 
r' = r + dr, el desplazamiento dr y, por tanto, el trabajo dU es una 
cantidad escalar, definida por el producto escalar 


dU^Fdr 


Puesto que dr es infinitesimal, la magnitud de dr puede repre¬ 
sentarse por ds, el segmento diferencial de arco a lo largo de la 
trayectoria. Si el ángulo entre los segmentos representativos de 



Fig. 11.1 
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Fig-lLl 


dr y de F es 6 ; figura 11.1, entonces por definición del producto 
punto o producto escalar, la ecuación anterior se puede escribir 
también 


dU=Fds eos 6 

El trabajo expresado por esta ecuación se puede interpretar 
en una de dos formas: ya sea como producto de F con la compo¬ 
nente del desplazamiento en la dirección de la fuerza, esto es, 
ds eos ft o como eí producto de ds con la componente de la fuer¬ 
za en el sentido del desplazamiento, es decir F eos 6. Nótese que 
si 90°, el desplazamiento y la componente de la fuerza 

tienen el mismo sentido, de modo que el trabajo es positivo; en 
tanto que si 90*<£?< 180°, los vectores en cuestión tienen sentidos 
contrarios y por tanto el trabajo es negativo. También, dü = 0 si la 
fuerza es perpendicular al desplazamiento, pues eos 90° = 0, o si la 
fuerza se aplica en un sólo punto , porque en este último caso 
ds - 0. 

La unidad básica del trabajo combina unidades de fuerza y 
desplazamiento. En el sistema SI un joule (J) es equivalente al 
trabajo hecho por una fuerza de 1 newton que se mueve 1 metro 
en la dirección de la fuerza (1 J ='1 N ■ m). En el sistema FPS el 
trabajo se define en unidades de ftdb, El momento de una fuerza 
tiene la misma combinación de unidades; sin embargo, el con¬ 
cepto de trabajo no tiene nada que ver con el concepto de mo¬ 
mento. El momento es una cantidad vectorial, en tanto que el 
trabajo es escalar, 



Fíg. IL2 
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Trabajo de un par. Las dos fuerzas de un par efectúan traha- 
jo cuando el par gira en tomo a un eje perpendicular al plano del 
pan Para mostrarlo, considere el cuerpo en la figura que 

está sujeto a un par cuyo momento tiene magnitud M = Ft\ Cual¬ 
quier desplazamiento diferencia! general del cuerpo puede con¬ 
siderarse como la combinación de una traslación y una mi ación. 
Cuando el cuerpo se traslada de ta! manera que la componente 
del desplazamiento a ío largo de la línea de acción de cada fuerza 
es ds í9 es claro que el trabajo “positivo” de una de las fuerzas 
( Fds,) cancela el trabajo “negativo” de la otra (-Fcís,), figura 
11,26, Consideremos ahora una rotación diferencial dd del cuer¬ 
po alrededor de un eje perpendicular al plano del par, y que in- 
terseca el plano en el punió O, figura 11.2c. (Para la deducción, 
sirve cualquier otro punto del plano). Como se muestra, cada 
fuerza está sujeta a un desplazamiento ds Q = (r/2) dOc n el sentido 
de la fuerza; por tanto, el trabajo de las dos fuerzas es 



o 


clU^Mdd 

El trabajo resultante es positivo cuando el sentido de M es el 
mismo que el de cid ; y negativo de otra manera. Como en el caso 
de! vector de momento, la dirección y el sentido de dd están defi¬ 
nidos por la regla de la mano derecha, donde los dedos de la ma¬ 
no derecha siguen la rotación y el pulgar indica la dirección de 
dd. Así pues, la línea de acción de dd, será paralela a la línea de 
acción de M si ct movimiento del cuerpo ocurre en el mismo pla¬ 
no ; Sin embargo, si el cuerpo gira en el espacio se requerirá la 
componente de ddsn la dirección de ML En general, el trabajo 
efectuado por un par está definido por el producto escalar, 
dU=M'da 

Trabajo virtual. Las definiciones del trabajo de una fuerza y 
de un par se han presentado en términos de movimientos reales 
expresados por desplazamientos diferenciales de magnitudes 
ds y dd. Consideremos ahora un movimiento imaginario o virtual, 
que indica un desplazamiento o rotación que se supone y no exis¬ 
te en realidad , Estos movimientos son cantidades diferenciales de 
primer orden y se designarán mediante tos símbolos bs y b$ 
(delta s y delta 6 )♦ El trabajo virtual efectuado por una fuerza 
sometida a un desplazamiento virtual 6 s es 


51/= Feos &bs 
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Análogamente, cuando a un par se le da una rotación virtual 50 
ert el plano de las fuerzas del par, el trabajo virtual es 


bU - M 60 


( 11 . 2 ) 


11.2 Principio del trabajo virtual para una partícula y un cuerpo rígido 


z 



FJg.lU 


SÍ una partícula se encuentra en equilibrio, la resultante del sis- 
lema de fuerzas que actúan en ella debe ser cero, Así, si la partí* 
cu la se somete a un desplazamiento imaginario o virtual en senti¬ 
do jc, y o z, el trabajo virtual (bU) efectuado por el sistema de 
fuerzas debe ser igual a cero puesto que ¡as componentes 
LF, = 0, ZF y = 0, = 0, En forma alternativa, puede expresarse 

esto como 


bU = 0 


Por ejemplo, si la partícula en la figura 11.3 se somete a un des¬ 
plazamiento virtual 5x, sólo las componentes x de las fuerzas que 
actúan sobre la partícula hacen un trabajo. (Las componentes en 
dirección y y z no efectúan trabajo, pues son perpendiculares al 
desplazamiento) La ecuación de trabajo virtual es, por tanto, 

bU = 0; F u bx + F 2v bx + bx = 0 


Si encontramos sacando el factor común bx, tenemos 


(F tt + F* + F*)Br« 0 


Puesto que bx ¿ 0, esta ecuación se satisface sólo si La suma de 
las componentes de fuerza en la dirección x es igual a cero, es de¬ 
cir, = Otras dos ecuaciones virtuales pueden ser escritas 
suponiendo desplazamientos virtuales by y 5z en las direcciones 
y,z. Esto implica que sean satisfechas las ecuaciones de equili¬ 
brio para la partícula LF y = 0 y LF, = 0. 

Análogamente, un cuerpo rígido sometido a un sistema co- 
planar de fuerzas estará en equilibrio si U\ = 0, LF y = 0 y IM 0 = 0. 
También podemos escribir un conjunto de tres ecuaciones vir¬ 
tuales de equilibrio para el cuerpo, cada una de las cuales requie* 
re &C/ = G. SÍ estas ecuaciones involucran traslaciones virtuales 
separadas en las direcciones x y y, una rotación virtual en torno a 
un eje perpendicular al plano x -y y que pasa por el punto O, se 
puede demostrar que corresponderán a las tres ecuaciones de 
equilibrio mencionadas. Al escribir estas ecuaciones, no es neee- 
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sano incluir el trabajo hecho por las fuerzas internas que actúan 
dentro del cuerpo, pues un cuerpo rígido no se deforma al some¬ 
terse a cargas externas y, además, cuando el cuerpo se mueve en 
desplazamiento virtual, las fuerzas internas ocurren en pares 
iguales en magnitud y colineales opuestas, de modo que el traba¬ 
jo correspondiente hecho por cada par de fuerzas se cancela. 

Como en el caso de una partícula, sin embargo, no se gana 
nada resolviendo problemas de equilibrio de cuerpo rígido usan¬ 
do el principio del trabajo virtual. Esto se debe a que para cada 
aplicación de la ecuación de trabajo virtual, el desplazamiento 
virtual, común a cada término, se factoriza, y se deja una ecua¬ 
ción que se hubiera podido obtener de manera más directa apli¬ 
cando las ecuaciones de equilibrio. 


11.3 Principio del trabajo virtual para un sistema 
de cuerpos rígidos conectados 


El método del trabajo virtual es el más indicado para resolver 
problemas de equilibrio que involucran un sistema de varios 
cuerpos rígidos conectados como los de la figura 11.4. Sin embargo, 
antes de poder 

temas, debemos primeramente especificar el número de grados 
de libertad de un sistema y establecer coordenadas que definan 
la posición del mismo. 



sistemn de un prndo de libcrtnd 
, |) 



(b) 


Fig. 11.4 


Grados de libertad. Un sistema conexo de cuerpos rígidos 
toma una forma única que puede especificarse siempre que se 
conozca la posición de un cierto número de puntos específicos 
en el sistema. Estas posiciones se definen usando coordenadas in¬ 
dependientes q y que se miden desde puntos de referencia fijos. 
Para cada coordenada establecida, el sistema tendrá un grado de 
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libertad para desplazarse a lo largo del eje de coordenadas que 
sea consistente con la acción restrictiva de los apoyos. Así, un sis¬ 
tema de n grados de libertad requiere n coordenadas inde¬ 
pendientes q t[ para especificar la localización de todos sus miem¬ 
bros. Por ejemplo, el dispositivo de eslabones y bloque deslizante 
que se muestra en la figura 1J M es un ejemplo de sistema de un 
grado de libertad. La coordenada independiente q = 6 puede 
usarse para especificar la localización de los dos eslabones y el 
bloque. La coordenada x podría también usarse como la coorde¬ 
nada independiente. Sin embargo, dado que el bloque está res¬ 
tringido a moverse dentro de la ranura, x no es independiente de 
6; más bien, se puede relacionar con 0 usando la ley de los cose¬ 
nos, b 2 = a 2 + x 1 - 2ax eos 6L El dispositivo de dos eslabones, mos¬ 
trado en la figura 1 L4¿>, es un ejemplo de un sistema de dos gra¬ 
dos de libertad. Para especificar la situación de cada eslabón, 
deben conocerse las coordenadas angulares Q í y puesto que lo 
rotación de un eslabón es independiente de la del otro. 


Principio del trabajo virtual* El principio del trabajo vir¬ 
tual para un sistema de cuerpos rígidos cuyas conexiones son sin 
fricción puede enunciarse como sigue: Un sistema de cuerpos rígi¬ 
dos conectados está en equilibrio a condición de que el trabajo vir¬ 
tual realizado por todas fas fuerzas externas y pares que actúan so¬ 
bre el sistema sea cero para cada desplazamiento virtual 
independiente del sistema. Matemáticamente, esto puede expre¬ 
sarse como 


BU - 0 


(11.3) 


donde W representa eí trabajo virtual de todas las fuerzas exter¬ 
nas (y pares) que actúan sobre el sistema durante cualquier des¬ 
plazamiento virtual independiente. 

Como se dijo antes, si un sistema tiene n grados de libertad 
se necesitan n coordenadas independientes q„ para especificar la 
localización del sistema completamente. Por tanto, para el siste¬ 
ma es posible escribir n ecuaciones de trabajo virtual inde¬ 
pendientes, una para cada desplazamiento virtual que se toma a 
lo largo de cada uno de los ejes de coordenadas independientes, 
mientras'que las restantes n - 1 coordenadas independientes se 
mantienen fijas, * 


* Este método de aplicación del principio del trabajo virtual suele llamarse el 
método de los desplazamientos virtuales, puesto que se aplica un desplazamiento 
virtual y se calcula una fuerza real. Aunque no lo usaremos aquí, es necesario 
percatarse de que el principio del trabajo virtual también es un método de fuer¬ 
zas virtuales. Este método sude usarse para determinar los desplazamientos de 
los puntos en cuerpos de forma bles. Vea R.C. Hibbdcr, Mecánica de materiales, 
CECSA, Nueva York, 1903. 
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PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

El siguiente procedimiento proporciona un método para 
aplicar la ecuación del trabajo virtual a solución de proble¬ 
mas que involucran un sistema de cuerpos conectados sin 
fricción, con un solo grado de libertad. 

Diagrama de cuerpo libre . Trace el diagrama de cuerpo libre 
de todo el sistema de cuerpos conectados y defina la coorde¬ 
nada independiente q. Bosqueje la “posición de deflexión” 
del sistema en el diagrama de cuerpo libre cuando el sistema 
es sometido a un desplazamiento positivo virtual bq. De 
aquí, “especifique” las fuerzas activas y los pares, es decir, 
aquellos que realizan trabajo. 

Desplazamientos virtuales . Indique las coordenadas de posi¬ 
ción s h medidas desde un punto fijo en el diagrama de cuer¬ 
po libre hasta las fuerzas y pares “activos”, en número i. Ca¬ 
da eje de coordenadas debiera ser paralelo a la línea de 
acción de la fuerza “activa” a la que está dirigido, de modo 
que se pueda calcular el trabajo virtual a lo largo de los 
ejes de coordenadas. 

Relacione cada una de las coordenadas de posición s¡ a 
la coordenada independiente q , después, diferencie estas ex¬ 
presiones para indicar los desplazamientos virtuales bs¡ en 
términos de bq. 

Ecuación de trabajo virtual. Escriba la ecuación de trabajo vir¬ 
tual para el sistema suponiendo que, sea posible o no lo sea, 
todas las coordenadas de posición s¡ “esc” s¡ se someten a 
desplazamientos virtuales positivos bs¡. Si. Usando las rela¬ 
ciones para bs¡ exprese el trabajo de cada fuerza y par acti¬ 
vos en la ecuación en términos del desplazamiento virtual in¬ 
dependiente bq. Si se obtiene como factor común este 
desplazamiento, queda una ecuación que en general puede 
ser resuelta para una fuerza desconocida, un par o una posi¬ 
ción de equilibrio. 

Si el sistema contiene n grados de libertad deben especi¬ 
ficarse n coordenadas independientes q n . En este caso se se¬ 
guirá el procedimiento precedente y dejará sólo una de las 
coordenadas independientes sometida a un desplazamiento 
virtual, en tanto que las n -1 restantes se mantienen fijas. 
En esta forma, podrán escribirse n ecuaciones de trabajo 
virtual, una para cada coordenada independiente. 


Los ejemplos que representan a continuación ayudarán a ver 
más claramente la aplicación del procedimiento. 
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■ Ejemplo 11,1 


Determíne el ángulo ¿?para equilibrio del dispositivo de 
dos eslabones mostrado en la figura 11.5 a. Cada miembro tie¬ 
ne masa de 10 kg* 


8 F M 





= N W=9SIN 
(b) 


1-ig.lI.S 


SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre. El sistema tiene sólo un grado de li¬ 
bertad, ya que la situación de los dos eslabones puede especi¬ 
ficarse por la coordenada independiente (q -) 6. Como se 
muestra en el diagrama de cuerpo libre en la figura 11.5b, 
cuando 0se somete a una rotación virtual positiva (en el senti¬ 
do contrario al de las manecillas del reloj) 80, solamente las 
fuerzas activas, F y los dos pesos de 98.1 N, realizan trabajo. 
(Las fuerzas reactivas D t y I),, son fijas, y B } . no se mueve a lo 
largo de su línea de acción). 

Desplazamientos virtuales. Si el origen de coordenadas se esta¬ 
blece en el pasador fijo D, la localización de F y W puede es¬ 
pecificarse por las coordenadas de posición x B yy w como se 
muestra en la figura. Con el propósito de determinar el traba¬ 
jo, note que estas coordenadas son paralelas a las líneas de ac¬ 
ción de sus fuerzas asociadas. 
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Si expresamos las coordenadas de posición en términos 
de la coordenada independiente 0 y tomamos las derivadas, 
tenemos 


x¡¡ = 2(1 eos 0) m 

bx B ^-l sen 060m 

o) 

y w = i(l sen 8) m 

by# = 0.5 eos 060m 

(2) 


Se ve por los signos de estas ecuaciones, y se indica en la figu¬ 
ra 1 1.5b, que un incremento en 0(es decir 60) causa disminu¬ 
ción en x B e incremento en y w . 

Ecuación de trabajo virtual. Si los desplazamientos virtuales 
bx B y fyw fuesen ambos positivos , las fuerzas y sus correspon¬ 
dientes desplazamientos tendrían el mismo sentido, y el traba¬ 
jo de las fuerzas W y F sería positivo. Luego, la ecuación de 
trabajo virtual para el desplazamiento 60 es 

bU = 0; W by w + Wby w + F bx B -0 (3) 

Si sustituimos las ecuaciones 1 y 2 en la ecuación 3 para rela¬ 
cionar los desplazamientos virtuales con el desplazamiento 
virtual común 60tenemos 

98.1(0.5 eos 060) + 98.1(0.5 eos 060} + 25(-2 sen 060) = 0 

Observe que u el trabajo negativo’’ hecho por F (fuerza en 
sentido opuesto al desplazamiento) se ha tomado en cuenta en 
la ecuación de arriba por el signo negativo de la ecuación 1. 
Al sacar como factor común al desplazamiento 50 y resolver en 
0, considerando que 60no es nulo, se obtiene 

(98.1 eos 0-50 sen 8) 60 ® 0 

0=tan “ 1 ^‘ =63 * o ° Resp * 

Si este problema se hubiese resuelto usando las ecuaciones de 
equilibrio, hubiese sido necesario desmembrar los eslabones y 
aplicar tres ecuaciones escalares a cada eslabón. El principio 
del trabajo virtual, por medio del cálculo, ha eliminado esta 
tarea, de modo que la respuesta se obtiene directamente. 
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R Ejemplo 11.2 



Usando el principio del trabajo virtual, determine el 
ángulo 0 requerido para mantener el equilibrio del 
mecanismo mostrado en la figura 11.6a, Se despreciará el 
peso de tos eslabones. El resorte está inextendido cuando 
0 = 0 o y mantiene posición horizontal debido al rodillo. 

SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre. El mecanismo tiene un grado de 
libertad solamente y, por tanto, la situación de cada miembro 
puede determinarse usando la coordenada independiente 6. 
Cuando 0es sometida a un desplazamiento virtual positivo 60, 
como se muestra en el diagrama de cuerpo libre de la figura 
11.66, ios eslabones AB y EC giran la misma distancia, puesto 
que tienen la misma longitud y el eslabón BC sólo se traslada. 
Dado que un momento de par sólo trabaja cuando gira, el 
trabajo realizado por M 2 es cero. Las fuerzas reactivas en A y 
en E no realizan trabajo. ¿Por qué? 

Desplazamientos virtuales, Las coordenadas de posición x B yx D 
son paralelas a las líneas de acción de PyF, y estas 
coordenadas localizan estas fuerzas con respecto a los puntos 
fijos.4 y E. De la figura 11.66 

x B - Ü.4 sen 0m 
x D = 0.2 sen 8m 


De modo que 


6r a = 0,4 eos 050m 
6r D = 0.2 eos 0 60m 


Ecuación de trabajo virtual. Si aplicamos la ecuación de trabajo 
virtual considerando que para desplazamientos positivos, F, es 
opuesta a b\ D , por tanto, realiza un trabajo negativo, obtenemos 

W = 0; iWj 60 +p fog -F, = 0 

Si relacionamos cada uno de los desplazamientos virtua¬ 
les al desplazamiento virtual común 60 tenemos 

0.5 60+ 2(0.4 eos 06 0}-F,(0.2 eos 060) = 0 

(0.5 + 0.8 eos 0-O.2F, eos 0) 50= 0 (1) 

Para el ángulo arbitrario 0, el resorte se estira una distancia 
de x D = {0,2 sen 0) m; y, por tanto, F, * 60 N/m(0.2 sen 0)m 
= {12 sen 0)N. Si sustituimos en la ecuación, considerando que 
60 es diferente de cero, tenemos 

0.5 + 0.8 eos 0-0.2(12 sen 0) eos 0= 0 
Ya que jen 20=2 jen 0cos 0, se obtiene 

1 = 2.4 sen 20-1.6 eos 0 

Si resolvemos en 0 por un método de aproximaciones sucesi¬ 
vas, obtenemos 

0= 36.3° Resp. 
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■ Ejemplo 113 

Usando el principio del trabajo virtual, determine la 
fuerza horizontal que el pasador en C debe ejercer para 
mantener el equilibrio del mecanismo mostrado en la figura 
lija cuando 45°. Desprecie el peso de los miembros. 




Fie* 11*7 


SOLUCIÓN 

Diagrama de cuerpo libre . La reacción C r puede obtenerse 
liberando la restricción en C en la dirección jc y permitiendo el 
desplazamiento del bastidor en esta dirección. El sistema 
tiene sólo un grado de libertad definido por la coordenada 
independiente 6\ figura llJfr: cuando Q es sometida a un 
desplazamiento virtual positivo sólo realizan un trabajo C T 
y la fuerza de 2QQ-N. 

Desplazamientos virtuales* Las fuerzas C x y 200 N se localizan 
a partir del origen fijo A usando las coordenadas de posición 
y ñ y ,vo De la figura 1L7¿v x c puede relacionarse con Q por la 
“ley de los cosenos’\ Así pues. 
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(0.7) 2 = (0.6) 2 + 4-2(0.6X C eos 8 

0 = 0 + 2x c &r f -1.2 S* ( - eos 8 + 1.2 x c sen 050 

1,2 eos 8-2x c 


( 1 ) 

( 2 ) 


También 


y a - 0.6 sen 8 

by B = 0.6 eos 050 (3) 

Ecuación de trabajo virtual. Cuando y¡¡ y x c se someten a des¬ 
plazamientos virtuales positivos S y fí y 6x c , C t y 200 N efectúan 
trabajo negativo, pues actúan en el sentido opuesto a by,¡ y Sxc 
De tal manera que, 


6 U = 0; -200 by B - C t 6* c = 0 


Si sustituimos las ecuaciones 2 y 3 en esta ecuación, factori¬ 
zando 60y resolviendo para C, tenemos 

-200(0.6 eos 8b8y-C, - 50= 0 

1.2 eos 0-2r r 


C = 


-120 eos 0(1.2 eos 8 - 2x c ) 
1.2vsen 8 


(4) 


En la posición de equilibrio requerida 8 = 45 ° 9 el valor corres¬ 
pondiente de xc puede encontrarse utilizando la ecuación I, y 
en este caso 


12 eos 45° - 0.13 = 0 


Si resolvemos para oblener la raíz positiva, obtenemos 


x c - 0.981 m 


Así, de la ecuación 4, 

C T = 114 N 


Resp. 
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Ejemplo 11.4 

Usando el principio del trabajo virtual, determine la posi¬ 
ción de equilibrio del dispositivo de dos eslabones mostrado 
en la figura 11,8a. Desprecie el peso de los eslabones. 

SOLUCIÓN 

El sistema tiene dos grados de libertad, ya que las coorde¬ 
nadas independientes 8 X y d 2 deben conocerse para localizar la 
posición de ambos eslabones. La coordenada de posición x B7 
medida desde el punto fijo O, se usa para especificar la 
localización de P, figura 11,8b y c . 

SÍ 6 X se mantiene fijo y & varía en una cantidad 5^, como 
se ve en la figura 11.86, la ecuación de trabajo virtual viene a ser 

5flfc-0 

Aquí P y M representan las magnitudes de la fuerza y 
momento de par aplicados cuando actúan en el eslabón AB. 

Cuando se man tiene fijo y 8 X varia en una cantidad 5^, 

como se ve la figura 11.8c, la ecuación de trabajo virtual es 



ía) 


Pff-Ok; 


P{bx B \-Mbd x -Mh6 x -0 


( 2 ) 


*o v 


La coordenada de posición x B puede relacionarse con las 
coordenadas independientes 8 X y 8 2 por la ecuación 

x s = / sen Oj +1 sen d 2 (3) 0 

Para obtener ía variación de en términos de 5ft, es ne¬ 
cesario tomar la derivada parcial de x B con respecto a & ya que 
x B es una función de 0¡ y de Así, 
dx 


= / COS &2 (5x B ) B = / COS & bd 2 

d& 2 1 

Sustituyendo en la ecuación l t tenemos 

(Pl eos 8 Z - M) b8 2 = 0 

Dado que 5 ft * 0, se tendrá 

f Mi 



Al - 


M 

5-—- 

—j-jí&fa)#, 


Ib) 


d 2 = eos -1 


Pl 


Usando la ecuadón 3 pitra obtener la variación de x B con Q x 
dx 

—£ = l eos 0¡ (5x s ) fl ■ l eos 8¡ 60, 

odj ^ 

Sustituyendo en la ecuación 2, tenemos 
{Pl eos 8 { - 2M) 50 t - 0 
Ya que bd y * 0, se obtiene 



Ftg, 11.8 


= COS -1 


2M 


Pt 


Resp> 
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PROBLEMAS 


l IX Determine la tuerza desarrollada en el resorte y 
requerida para mantener en equilibrio la barra de 6 
kg cuando 0 = 30°* 



11.2, La prensa troqueladora consta del émbolo de 
percusión R f la barra de conexióny un volante* Si 
se aplica un momento de torsión de M = 50 N- m 7 de¬ 
termine la fuerza F aplicada en el émbolo para man¬ 
tener la barra en la posición 6= 60°. 


* 11.4* Determíne la magnitud de los momentos de par 
aplicados M f que se necesitan para mantener el equi¬ 
librio cuando 0= 20°. La placa E tiene un peso de 50 
Ib, Desprecie el peso de los eslabónesela y CD. 




Proh. 11.2 


Proh. i 1.4 


1X5. El gato de tijeras soporta una carga P. Determi¬ 
ne la fuerza axial necesaria en el tornillo para el equi¬ 
librio cuando el gato esta en la posición 8l Cada uno 
de los cuatro eslabones tiene longitud L y está articu¬ 
lado en el punto medio. Los puntos i? y O pueden 
moverse horizontal mente. 


1L3. El mecanismo de articulaciones está restringido 
en A por un pasador y en B por un bloque liso desli¬ 
zante. Si P = 200 N t determine el ángulo 8 para equi¬ 
librio. 


p 




Prnb. 1X5 
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1L6. La barra delgada de peso W descansa apoyada 
en la pared Usa y el piso. Determine la magnitud de 
La fuerza P requerida para mantenerla en equilibrio. 



1L7* Determiné la magnitud de la fuerza F que actúa 
en la cuerda, que se necesite para mantener el equili¬ 
brio de ¡a barra horizontal de 10 kg, AB, Sugerencia: 
exprese la longitud l verileal constante de la cuerda en 
términos de las coordenadas de posición s\ y si. La 
derivada de esta ecuación proporciona una relación 
entre 5 fi y bs 2 - 


* 11.8. El codo está sujeto a un momento de torsión de 
M * 50 Ib ■ fL Determine la fuerza vertical de com¬ 
presión ¥ que se aplica sobre el pistón para el equili* 
brio cuando d= 



Prob.11.8 


UA El disco tiene un peso de 10 Ib y está sometido a 
una fuerza vertical de F = 3 Ib y un momento de par 
M = 8 Ib * ft. Determine la rotación del disco 6 si el 
extremo del resorte se enrrolla sobre el borde del dis¬ 
co al girar éste. El resorte originalmente está inexten¬ 
dido. 



Prob. 11.7 


Prob. 11.9 
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1L10. Si cada uno de los eslabones del mecanismo 11.13. El dispositivo de dos barras eslabones está su- 
tiene un peso de 20 Jb t determine el ángulo 8 para jeto a un momento de par M - 100 N ■ m y una tuerza 
equilibrio, El resorte, que siempre está vertical, se horizontal P = 5Q0N. Determine el ángulo 0 para 
encuentra inextendido cuando 8- 0 o , Considere que equilibrio. El resorte está inextendido cuando 
I* = 0, & = 45°, Desprecie la masa de cada barra. 


1 l.ll. El resorte está inextendido cuando 0 = 0°, Si 
P = 100 Ib, determine el ángulo 8 para equilibrio. 
Desprecie el peso de las correderas. 



1LI4. El dispositivo de dos barras eslabones está su¬ 
jeto a un momento de par M = 1001SL m y una fuerza 
horizontal P = 500 R También cada barra es unifor¬ 
me y tiene masa de 10 kg + Determine el ángulo 6 pa¬ 
ra equilibrio. El resorte está inextendido cuando 
0 = 45 °, 



Probs. 11.13/11.14 


Probs. 11,10/11.11 

11.15. El resorte inextendido mide 0.3 m. Determine 
el ángulo tfpnra equilibrio sí los eslabones uniformes 
tienen cada uno masa de 5 kg. Considere que P - 0, 

* 1L12. La barra uniforme/l/í pesa JO Ib. Si el resorte 

está sin estirar cuando 0= 60 e , determine el ángulo 6 * 11.16. El resorte inextendido mide 0,3 m. Determine 
para equilibrio, el ángulo $ para equilibrio si P = 50 R Desprecie el 

peso de los eslabones. 



Ib tft 



Prob. 11.12 


Probs. 11.15/11.16 
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1LL7. Cada miembro del mecanismo articulado tiene 11.19, Determine el momento M requerido para 
una masa de 8 kg* Si el resorte inextendido corres- mantener el equilihrio del mecanismo deslizador 
ponde a un valor 0= 0 o * determine el ángulo d para 6= 60°. 
equilibrio. 



Prob. 11.17 


Prt*l>. 11.19 


11.18, La placa de ventilación tiene en B un apoyo de 
pasador. Si su peso es de L5 Ib y tiene centro de gra¬ 
vedad en G, determine la rigidez k del resorte, de 
modo que la placa permanezca en equilibrio en 
0= 30 & , Cuando d = 0 o , el resorte está inextendido. 


i 1,20, Determine la fuerza P que debe aplicarse per- 
pendicularmente a La manija para mantener eí meca¬ 
nismo en equilibrio para cualquier ángulo (?de la ba¬ 
rra CD. Existe un momento de par aplicado al 
eslabón BA, denotado M. Un collarín liso en A resba¬ 
la sobre CD , 



Prob. 11.18 


Prub, 11.20 
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11.21. La barra es soportada por un pasador znA y 
un collarín liso en B. Si el resorte inextendido mide 1 
ft t determine el ángulo & para equilibrio cuando la 
fuerza vertical que actúa sobre la barra es F - 50 Ib. 

11.22. Resuelva el problema 11.21 si la tuerza F se 
aplica perpmdicularmenw a la barra, esto es, de lal 
modo que se dirija hacia abajo y a la derecha. 


* 11.24. Un bloque con un peso de W se encuentra ata¬ 
do al extremo de la barra ABC. La barra está apoya¬ 
da en C por un bloque liso deslizante y en la barra 
BD, determine el ángulo & Desprecie los pesos de las 
barras y el deslizador. 


Pnlfas. II .21/11.22 


11.23. Determine la fuerza horizontal IT y vertical R 
necesarias para mantener la posición de equilibrio de 
los dos eslabones uniformes. Cada eslabón pesa 20 
Ib. 


Prob. 11.24 


11.25. Un peso H 7 se suspende en un extremo del dis¬ 
positivo de eslabones paralelos que se muestra. De¬ 
termine los pesos W\ y W 2 que deben suspenderse de 
ios otros extremos para que el sistema permanezca 
en equilibrio para cualquier ángulo 6 o 4> de los 
miembros. Desprecie el peso de los miembros en el 
cálculo. 


Prob. 11.23 


Pr*»l>. 11.25 


http://librosysolucionarios.net 




SBC.. 11.4 FUURZAS CONSERVATIVAS 545 


* 11.4 Fuerzas conservativas 


EUrabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento tfiferen¬ 
da! se ha definido como dU =F eos Ods. SÍ la fuerza se desplaza 
por una trayectoria de longitud fmiía x, el trabajo se determina 
integrando sobre la trayectoria; esto es* 

U =J^Fcos 6ds 

Para evaluar la integral, es necesario obtener una relación entre 
F y la componente del desplazamiento ds eos En condiciones 
especiales* sin embargo, el trabajo será independiente de la tra¬ 
yectoria recorrida por la fuerza y sólo dependerá de los puntos 
extremos* inicial y final, de la trayectoria. Una fuerza que goce 
de esta propiedad se denomina una fuerza conserva í i va. 

Peso, Considere el cuerpo de la figura 11.9, inicial mente en F. 
Si se mueve hacia ahajo por la trayectoria arbitraría a la posición 
de línea segmentada* entonces, para un desplazamiento ds a lo 
largo de la trayectoria, la componente de desplazamiento en la 
dirección de W tiene magnitud dy = ds eos como se muestra. 
Ya que tanto la fuerza como el desplazamiento tienen el mismo 
sentido* el trabajo es positivo; Juego 

U=fWcosdds=jwdy 


o 


U=Wy 


De manera semejante, el trabajo realizado por el peso cuando el 
cuerpo se mueve hacia arriba una distancia y de regreso a P\ a lo 
largo de la trayectoria arbitraria .4’, es 

U = ~Wy 
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¿Por que es negativo el trabajo? 

El peso de un cuerpo es, por tanto, una fuerza conservativa, 
pues el trabajo realizado por el peso sólo depende del desplaza¬ 
miento vertical del cuerpo y no depende de la trayectoria por la 
que se mueve. 


posición s =* 0 



* 


Resorte elástico. La fuerza desarrollada por uo resorte elásti¬ 
co (F, = ks ) es también de conservación. Si el resorte se sujeta a 
un cuerpo y éste se desplaza por cualquier trayectoria, con la 
elongación o acortamiento resultante del resorte de una posición 
a - , a una posición s 2 , el trabajo será negativo, pues el resorte ejer¬ 
ce una fuerza F, sobre el cuerpo que es opuesta al desplazamiento 
ds del cuerpo, figura 11.10, Para la extensión o la compresión, el 
trabajo es independiente de la trayectoria y es simplemente 


U=fF,ds=f\-ks)ds 


-Qfa {-{A*}) 


Fricción. En contraste con una fuerza conservativa, considere- 
mos lu fuerza de fricción ejercida en un cuerpo en movimiento 
por una superficie fija. El trabajo realizado por la fuerza de fric¬ 
ción depende de la trayectoria; cuanto más larga lu trayectoria, 
tanto mayor el trabajo. En consecuencia, las fuerzas de fricción 
no son conservativas y el trabajo realizado se disipa del cuerpo en 
forma de calor. 


* 11.5 Energía potencial 

Cuando sobre un cuerpo actúa una fuerza conservativa, le da la 
capacidad de efectuar trabajo. Esta capacidad, medida como 
energía potencial , depende de la localización del cuerpo. 

Energía potencial gravitacional, Si un cuerpo se sitúa a 
una distancia y por arriba de una referencia horizontal, figura 
11.9, el cuerpo tiene una energía potencial gravitacional positiva 
V p ya que W tiene la capacidad de hacer trabajo positivo al re¬ 
gresar el cuerpo a la línea de referencia. Así también, si el cuer¬ 
po se sitúa una distancia y debajo de la línea de referencia, V s es 
negativa, pues el cuerpo realiza trabajo negativo al ser movido de 
regreso a la línea de referencia. En la línea de referencia, V g = 0. 

Midiendo y como positiva hada arriba , la energía potencial 
gravitacional del peso de cuerpo, W, es, entonces 


V A = Wy 


(11.4) 
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Energía potencial elástica. La energía potencial elástica V e 
que produce un resorte en un cuerpo sujetado, cuando el resorte 
se alarga y comprime desde la posición indeformada {.v = 0) a la 
posición fináis, es 




(11.5) 


Aquí, V e siempre es positiva, pues en la posición deformada el re¬ 
sorte tiene la capacidad de realizar trabajo positivo al retomar el 
cuerpo a la posición indeformada para el resorte, figura 1.1.10. 


Función potencial. En el caso general, si un cuerpo está so¬ 
metido a fuerzas gravitacionales y a fuerzas elásticas, la energía 
potencial o junción potencial V del cuerpo puede ser expresada 
como la suma algebraica 


línea de 

refrrtndii (tiam/n) 



T 


íb) 


Fig, 11*11 


V=V K + V t 


( 11 . 6 ) 


donde la medición de V depende de la posición del cuerpo res¬ 
pecto a una línea de referencia elegida, de acuerdo con las ecua¬ 
ciones 11.4 y 11.5, 

En general, si un sistema de cuerpos rígidos conectados sin 
fricción tiene sólo un grado de libertad, tal que su posición respec¬ 
to a ía línea de referencia se define por la coordenada inde¬ 
pendiente q, la función potencial para el sistema puede expresar¬ 
se como V=V(q). El trabajo realizado por todas las fuerzas 
conservativas que actúan en el sistema para moverlo de la posi¬ 
ción < 7 j a q 2 se mide por la diferencia en K; esto es, 


U,_ 2 =V{qd-V{qi) < 117 ) 

Por ejemplo, la función potencial para un sistema que consta de 
un bloque de peso W soportado por un resorte, figura lt.lla, 
puede expresarse en términos de su coordenada independiente 
(q =) y, medida desde una línea de referencia fija situada en la 
longitud inextendida del resorte; tenemos 
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v=v t +v t 

*‘-Wy+\ky 1 (11.8) 

Si el bloque se mueve de y¡ a una posición más baja y 2 , el trabajo 
de W y F, es 

Uu 2 = Vty\) - % 2 ) = - W\y, -y,} + 


11.6 Criterio de la energía potencial para el equilibrio 

Sistema que tiene un solo grado de libertad. Cuando el 
desplazamiento de un sistema conectado sin fricción es infinitesi¬ 
mal , esto es, desde q hasta q + dq, la ecuación 11.7 viene a ser 


dU=V{q)-V(q + dq) 
o 

dU = -dV 

Además, si el sistema recibe un desplazamiento virtual 5 q, en vez 
de un desplazamiento real dq , entonces 5E/ = -6K Para equili¬ 
brio, el principio del trabajo virtual requiere que bU = 0 y por 
tanto, siempre que la función potencial para el sistema sea cono¬ 
cida, se requiere que también 0. Podemos también expresar 
la condición como 



(11.9) 


De tal manera que, cuando un sistema conectado sin fricción de 
cuerpos rígidos está en equilibrio, la primera variación o cambio en 
Ves cero. Este cambio se determina tomando la primera derivada 
de la función potencial c igualándola a cero. Por ejemplo, usan¬ 
do la ecuación 11.8 para determinar la posición de equilibrio pa¬ 
ra el resorte y el bloque en la figura 11.11a, tenemos 

dV ,,, 7 n 

^■ w -ky.O 


Luego, la posición de equilibrio^ =y a¡ es 




W 

k 
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Por supuesto que el mismo resultado se obtiene aplicando IF y - 0 
a las fuerzas que actúan en el diagrama de cuerpo libre del blo¬ 
que, figura 11.116. 


línea de 

refeceocÉi [JitittttQ 





+ 

T 

F=tv 


Fig. 11.11 

Sistema con n grados de libertad. Cuando el sistema de 
cuerpos conectados posee n grados de libertad, la energía poten¬ 
cial almacenada en el sistema es una fundón de /? coordenadas 
independientes <?„; esto es, V = V(q t< q 2 ,...,q„). Con el propósito de 
aplicar el criterio de equilibrio §V = 0, es necesario determinar el 
cambio en la energía potencial 8 V usando la “regla de la cadena” 
del cálculo diferencial; esto es, 


frj/- dV. _ 

dqi^ 2 


.♦£*-0 


Ya que los desplazamientos virtuales son inde¬ 

pendientes entre sí, la ecuación se satisface siempre que 



dV 

dq 2 


= 0 ,..., 



De aquí que es posible escribir n ecuaciones independientes para 
un sistema que posea n grados de libertad. 


* 11.7 Estabilidad del equilibrio 


Una vez definida la configuración de equilibrio para un cuerpo o 
sistema de cuerpos conectados, puede ser importante investigar 
el “tipo” de equilibrio o la estabilidad de Ja configuración. Por 
ejemplo, consideremos la posición de una bola que descansa en 
un punto de cada una de las tres trayectorias mostradas en la fó 
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A fl 

j l m lihnrt lsi íibltí ¡ ' lr ^ ,Hf 1,1 m 

€ 

JL 

equilibun inestable 

F%, Ii,IZ 


gura 11.12. Cada situación representa un estado de equilibrio pa¬ 
ra la bola. Si se encuentra en A, se dice que se encuentra en equi¬ 
librio estable, porque si recibe un pequeño desplazamiento cuesta 
arriba, siempre retornará a la posición original, la más baja. Enzi, 
su,energía potencial total es mínima. Cuando la bola está en B se 
dice que está en equilibrio neutro. Un pequeño desplazamiento 
hacia la derecha o la izquierda de B no cambiará la condición de 
equilibrio neutro. La bola permanece en equilibrio en su posición 
desplazada y, por tanto, su energía potencial es constante. Si la 
bola se encuentra en C, tiene equilibrio inestable. Aquí un peque¬ 
ño desplazamiento da por resultado que la energía potencia! dis¬ 
minuya y, por tanto, rodará lejos de su posición original más ele¬ 
vada. C. En C, la energía potencial de la bola es un máximo. 

Tipo de equilibrio. El ejemplo anterior ilustra la posibilidad 
de especificar uno de tres tipos de posiciones de equilibrio para 
un cuerpo o un sistema de cuerpos conectados. 

1. El equilibrio estable se presenta cuando un pequeño despla¬ 
zamiento de! sistema causa el retorno del sistema a su posi¬ 
ción original. En este caso, la energía potencial original del 
sistema es un mínimo. 

2. El equilibrio neutro se da cuando un pequeño desplazamien¬ 
to del sistema causa que el sistema permanezca en su estado 
desplazado. En este caso la energía potencial de! sistema 
permanece constante. 

3. El equilibrio inestable ocurre cuando un pequeño desplaza¬ 
miento del sistema causa que el sistema se desplace más allá 
todavía de su posición original. En este caso la energía po¬ 
tencial original del sistema es un máximo. 

Sistema de un grado de libertad. Para el equilibrio de un 
sistema que tiene sólo un grado de libertad, definido por la coor¬ 
denada independiente q , se ha mostrado que la primera derivada 
de la función potencial para el sistema debe ser cero; esto es, 
dVjdq-Q. Si se grafic.. la función potencial V = V(q), figura 
11.13, la primera derivada (posición de equilibrio) se representa 
como la pendiente dV/dq, que es nula cuando la función alcanza 
un valor máximo, o mínimo o en un punto de inflexión. 

Si se pretende investigar la estabilidad de! cuerpo en una po¬ 
sición de equilibrio, es necesario determinar la segunda derivada 
de V y evaluarla en la posición ele equilibrio q~q a¡ . Como se 
muestra en la figura 11.13o, si V = V(q) es un mínimo, entonces 



¡W 


>o 


equilibrio estable 


( 11 . 10 ) 
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Si V= V(q) es un máximo, figura 11.136, entonces 


~ = 0,-^- < 0 equilibrio inestable 


( 11 - 11 ) 


Si la segunda derivada es cero, sera necesario investigar deriva¬ 
das de órdenes superiores para determinar la estabilidad. En par¬ 
ticular, el estado de equilibrio ocurrirá si el orden más bajo posi¬ 
ble de una derivada no nula es par y el signo de esta derivada no 
nula es positivo al evaluársele en q = q cq ; de otro modo, es 
inestable. 

Si el sistema está en equilibrio neutro, figura 11.13c, se re¬ 
quiere que 


v 





dV^d*V^d>V 
dq dq 2 dq 3 


... = 0 equilibrio neutral 


ya que V debe ser constante en y en la “vecindad” de q €q . 


v 



Sistema de dos grados de libertad. Un criterio de investi¬ 
gación de la estabilidad aumenta en complejidad al elevarse el l/ 
número de grados de libertad del sistema. Para un sistema que 
tenga dos grados de libertad, definido por las coordenadas inde¬ 
pendientes [q u q 2 ) f puede verificarse (usando el cálculo de fun¬ 
ciones de dos variables) que el equilibrio y la estabilidad ocurren 
en el punto (q leq , q^ q ) cuando 


<b) 



rfV 

* 


0 


dV B dV 
dq, dq 2 


IT d¡v 1 


ra*n 

íwy 

dq, dq 2 

LV } 


dq}' 

M. 


’ &v + &v' 

dq\ dq\ 


= 0 

equilihrín neulrn 

te) 

<0 

FJg* 11.13 

>0 
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í-labrá equilibrio con inestabilidad cuando 

ev _ dV 

"f d 2 V f 
dq 1 8q l 

Jk J 

I dq¡ 


dq i 


íW'j 

rcmi 

M 

WJ 


. a 2 to 


PROCEDIMIENTO DE ANÁLISIS 

Usando métodos de energía potencial, pueden obtenerse las 
posiciones de equilibrio y la estabilidad de un cuerpo o un 
sistema de cuerpos conectados que posean un solo grado de 
libertad, por aplicación del procedimiento siguiente. 

Fundón potencial Formule la función potencial V= V g + V c 
para el sistema. Para lograrlo, debe hacerse un bosquejo del 
sistema, de tal manera que se localice en alguna posición ar¬ 
bitraria especificada por la coordenada independíente q. Se 
establece una línea de referencia horizontal que pase por un 
punió fijo * y la energía potencial gravitacional V g se expresa 
en términos del peso ÍFde cada miembro y su distancia ver¬ 
tical y a la línea de referencia Wy\ ecuación 11*4. La 
energía potencial clástica V c de! sistema se expresa en térmi¬ 
nos del estiramiento o compresión, s , de un resorte cualquie¬ 
ra de conexión y la rigidez del resorte k , V e = \ ks 2 , ecuación 
11.5, Una vez que se ha establecido V, se expresan las coor¬ 
denadas de posición y y s en términos de la coordenada inde¬ 
pendiente q. 

Posición de equilibrio* La posición de equilibrio se determina 
tomando la primera derivada de V para igualarla a cero, 
5K= 0, ecuación 1.9* 

Estabilidad. La estabilidad en la posición de equilibrio se de¬ 
termina evaluando la segunda derivada o derivadas de orden 
más alto, como se indica en las ecuaciones 11.10 a 11.12, 


Los ejemplos siguientes ilustran numéricamente ei procedi¬ 
miento descrito. 


* La localización de la línea de referencia es arbitraria, dado que sólo se re¬ 
quieren tos cambios o diferenciales de V en la investigación de las posiciones de 
equilibrio y su estabilidad. 
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Ejemplo 11.5. 

El eslabón uniforme mostrado en la figura 11.14 a tiene 
masa de 10 kg. El resorte está sin deformar cuando 0 = 0 o . De¬ 
termine el ángulo para equilibrio e investigue la estabilidad en 
la posición de equilibrio. 

SOLUCIÓN 

Función potencial . La referencia se ubica en la parte alta del 
eslabón con el resorte inextendida, figura 11.14b. Cuando el 
eslabón se localiza en la posición arbitraria 0, el resorte au¬ 
menta su energía potencial alargándose, y el peso disminuye 
su energía potencial. Siendo así 


1 


V=V c +V s = ±ks 2 -W\ s + ^cosd-^ 


l 


l 


Dado que / = s + / eos 0 o s = /(1 - eos 0), tenemos 
1 W1 

V =2 ~ cos ““ 2^1 - eos 0) 

Posición de equilibrio . La primera derivada de V da 

c -~ = kl 2 { 1 - cos 0) sen 0-sen 0 = 0 
dO 2 




Si sustituimos los valores de las constantes, con 0 = 0° y 
0= 53.8°, se obtiene 


Fig. 11.14 


d 2 V 

d& 


0 = 0 ° 


d 2 V 

dd 2 


(9=53.8° 


= 200(0.6) 2 (cos 0 o - cos 0 o ) - 1( X 9 - 81 . X9-& cos 0 o 

> 

= -29.4 < 0 (equilibrio inestable en 0 = 0 o ) Resp. 

= 200(0.6) 2 (cos 53.8° - cos 107.6°) - 1( X 9 - 8 ? 1 X°- 6 ) cos 53.8° 

= 46.9 > 0 (equilibrio estable en = 53.8°) Resp. 
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Ejemplo 11.6 




Determine la masa m del bloque necesaria para el equili¬ 
brio de la barra uniforme de 10 kg de la figura II. 15a cuando 
6= 20°. Investige la estabilidad de la posición de equilibrio. 

SOLUCIÓN 

Función potencia!. La referencia se hace pasar por el punto A, 
figura 1 1,156. Cuando Q Q , el bloque se supone suspendido 
por abajo de la referencia. Luego, en la posición 0, 


V-K +K f «98J 


1.5 sen 01 


^m(9.SlXAy) 


(i) 


La distancia Ay = (yj, - 0 'h)i puede relacionarse a la coor¬ 
denada independiente £?, midiendo la diferencia entre las lon¬ 
gitudes de cuerda B'C y BC. Puesto que 

B'C = /OSFTOF = 1.92 

BC = /1.5 eos ffp- + {1.2 - 1.5 sen = 73.69-3.60 sen 6 
entonces 

Ay = B'C - BC - 1.92 - V3.69-3.60 sen Q 
Al sustituir el resultado anterior en la ecuación 1 se tiene 
,f 1.5 sen ¿Ti 


y= 9S.1 


-m( 98.i)(1.92-/3.69-3.60sen 8) (2) 


Posición de equilibrio 
dV 


(18 


= 73.6 eos 8- 


'w{98.1)' 

3.60 eos 6 

2 

73.69-3.60 sen dj 


= 0 


dV 

de 


= 69.16 - 10.58íh = 0 

69.16 , _.. 

m = 105S = 6 ‘ 54 kg 


0- 2(T 


Resp. 


Estabilidad. Tomando la segunda derivada de la ecuación 2, 


drV 


ib) 


- 73.6 sen 6- 

2 


(3.60 eos 6) 2 
2 J (3.69 - 3.60 sen df* 

-3.60 sen 0 


>«(9.81)' 

fzTi 

2 

2 


V3.69-3.60 sen Q 


Flg. 11,15 


Para la posición de equilibrio 0= 20°, también m = 6.54 kg T de 
modo que 


d 1 V 


d& 


- = 47,6 > 0 (equilibrio estable en 0 - 20°) 


Resp* 


http://librosysolucionarios.net 



















































SEC. 11.7 ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO 555 


■ Ejemplo 11*7 

El bloque homogéneo con masajn descansa sobre la cima 
de la superficie del cilindro, figura lLlóa. Demuestre que és¬ 
ta es una condición de equilibrio inestable sí h > 2 R, 


SOLUCIÓN 

Función potencial. La referencia se ubica en la base del cilin¬ 
dro, figura 1L166. Sí el bloque se desplaza en una distancia 
desde la posición de equilibrio, la función potencial puede es¬ 
cribirse en la forma 


v~K+y t 

* 0 + mgy 


De la figura 11.166, 





eos $+ Rdsen 6 


Así, 


V - mg 




eos 6 + R6 sen 0 


Posición de equilibrio 


dV 
¿te' 


mg - R + sen 8+ R sen0+ Rd 


eos 6 


*0 



! .[tica de 
referencia 


eos 9 


= mg 


-^■sen 0 + /?0cos 8 


= 0 


F¡¡¡. 11.16 


Obviamente, 8 = 0 o es la posición de equilibrio que satisface la 
ecuación. 


Estabilidad. Tomando la segunda derivada de V se tiene 


cf-V 

dff 


= mg 


~ eos 6+ R eos 8- R6 sen 


8 


En í?=0°. 


d z V 

de-’ 



rfl \ 

0= tr 

l J 


Ya que todas las constantes son positivas, el bloque está en 
equilibrio inestable si h > 2R, pues entonces d 2 V/d& < 0, 
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PROBLEMAS 


11*26. Resuelva el problema 11.10 usando el princi- 11.34, La barra uniforme OA pesa 20 lb t y cuando la 

pió de La energía potencial, e investigue la eslubihili- barra está en posición vertical, el resorte está inex- 

dad en la posición de equilibrio, tendido. Determine la posición para equilibrio. In¬ 

vestigue la estabilidad en la posición de equilibrio. 


11.27, Resuelva el problema 11.15 usando el princi¬ 
pio de Ja energía potencial, e investigue la estabilidad 
en la posición de equilibrio. 


* 11.28. Resuelva el problema 11.12 usando el princi¬ 
pio de la energía potencial, e investigue la estabilidad 
en la posición de equilibrio. 


11.29. Resuelva el problema 11.18 usando el princi¬ 
pio de la energía potencial, e investigue la estabilidad 
en la posición de equilibrio. 


11.30. Si ía energía potencial para un sistema de con¬ 
servación de dos grados de libertad se expresa me¬ 
diante la relación V - (Sy 2 + 2r) J, donde .v,y, se dan 
en metros, determine las posiciones de equilibrio e 
investigue su estabilidad en cada caso. 


11.31. Sí la energía potencial para un sistema de con¬ 
servación de un grado de libertad se expresa median¬ 
te la relación V = (4V 3 ~.r- 3 a + 10) L't 1 Ib donde a es¬ 
tá dado en pies, determine las posiciones de 
equilibrio e investigue la estabilidad en cada una. 


* 1L32. Si la energía potencial de un sistema de conser¬ 
vación de un grado de libertad se expresa mediante la 
relación V= (10 eos 26 + 24 sen 6) ft • Ib, 0 < 0£ 180°, 
determine la posición de equilibrio c investigue la es¬ 
tabilidad en cada posición. 


11.33. Si la energía potencial para un sistema de con¬ 
servación de dos grados de libertad se expresa me¬ 
diante la relación V= (óy 2 + 2r) J, donde x y y se dan 
en metros, determine la posición de equilibrio e in¬ 
vestigue La estabilidad en esta posición. 



11,35. Cada uno dejos tres eslabones del mecanismo 
tiene un peso de 10 Ib. Determine el ángulo para 
equilibrio. El resorte está inextendido en 0= 0 o . In¬ 
vestigue la estabilidad en la posición de equilibrio. 


4 n 



Prub. 105 
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* 1136. Los miembros uniformes AB y BC tienen un 
peso de 20 Ib cada uno. Determine el ángulo A para 
equilibrio. El resorte inextendido mide 6 in. Investi¬ 
gue la estabilidad en la posición de equilibrio. 


11.38. El resorte de la balanza tiene, in exten di do, 
una longitud a. Determine el ángulo Apara equilibrio 
cuando la plataforma sopona vm peso W r Desprecie 
el peso de los miembros. ¿Quó valor de IKse requeri¬ 
ría para mantener la balanza en equilibrio neutro 
cuando d- 0 o ? 




Prob. 1136 


ttrob.11.36 


11.37. La viga uniforme tiene un peso W„ Determine 
el ángulo Apara equilibrio. El resorte no comprimido 
está en la posición A = 9Q° t Desprecie el peso de jas 
ruedas. 


1139. La barra uniforme/!/? pesa 10 Ib, Si el resorte 
conectado está inextendido cuando 6= 90°, determi¬ 
ne el ángulo para equilibrio. Investigue la estabilidad 
de la barra cuando esLá en posición de equilibrio. 
Note que el resorte está siempre en posición vertical, 
porque el extremo de la barra está sujeto a una rueda 
que se mueve libremente por el plano horizontal. 



Prob. 1137 



Frob, 1139 
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* J L40. Oída uno de los dos resortes inextendidos tie¬ 
ne una longitud de 500 mm, Determine ia masa re¬ 
querida para mantener los resortes en la posición de 
equilibrio mostrada, es decir,)' = 1 m. 



11,42, El resorte sujeto al mecanismo tiene longitud 
indeformada cuando 8=90°. Determine la posición 
para equilibrio e investigue la estabilidad del meca¬ 
nismo en esta posición. El disco está articulado a la 
estructura en B y tiene masa de 20 kg. Desprecie el 
peso de los eslabones. 



11,41, Si cada uno de los tres eslabones del mecanis¬ 
mo tiene peso W, determíne el ángulo para equili¬ 
brio, El resorte, que es siempre vertical, está sin de¬ 
formar cuando 0= 0*. 


11.43. Determine el ángulo Apara equilibrio del peso 
de 10 Ib. El resorte está sin deformar cuando 6 = 0\ 
Investigue la estabilidad en la posición de equilibrio. 
Desprecie el peso del eslabón. 




Prob. 11.41 


Prob.11,43 
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* 11.44. La barra soporta un peso de 500 Ib en su extre- 11.46. Las barras pesan 8 Ib cada una. Determine el 

mo. Si los resortes están originalmente indeformados ángulo Apara equilibrio e investigue la estabilidad en 

cuando la barra está en posición vertical y la posición de equilibrio. La longitud del resorte in- 
k\ = 300 Ib/ft, ki = 500 Ib/ít, investigue la estabilidad deformado es 1 ft. 
de la barra cuando está en la posición de equilibrio. 




Prob. 11.44 


Prob. 11.46 


11.45. La barra doblada pesa 5 lb/ft. En su punto me¬ 
dio A se ha puesto un pivote de tamaño despreciable 
para obtener el equilibrio mostrado. Determine la 
longitud L de sus segmentos verticales de modo que 
se mantenga en equilibrio neutro. Desprecie el grue¬ 
so de la barra. 


11.47. Dos barras uniformes, cada una de peso W, es¬ 
tán articuladas en un extremo. Si se colocan sobre 
una superficie cilindrica lisa, demuestre que el ángu¬ 
lo 0 para equilibrio debe satisfacer la ecuación 
eos 8 _ a 
sen 3 6 2r 


T 

L 

1 




Prob. 11.45 


Prob. 11.47 
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* 11*48. E) cono homogéneo tiene una cavidad cónica 
interior como se muestra. Determine la profundidad 
d de la cavidad en términos de h, de modo que el co¬ 
no se equilibre sobre el pivote y permanezca en equi¬ 
librio neutro. 



Priib, 11.48 

1 i.49. El bloque hemisférico tiene una cavidad cóni¬ 
ca como se muestra. Determine la profundidad d de 
la cavidad en términos do r, de manera que el bloque 
esté balanceado sobre el pivote y permanezca en 
equilibrio neutro. 



11.51. Un bloque homogéneo descansa sobre la su¬ 
perficie cilindrica como se muestra. Deduzca la rela¬ 
ción entre cí radio del cilindro, r, y la dimensión del 
bloque, b , para equilibrio estable. (Sugerencia: esta¬ 
blezca la función de energía potencial para un ángulo 
pequeño ; esto es, aproxime sen 0=0, y 
eos 6* 1 - &I2.) 


—j 



Profa.11.5! 


* i 1.52* Se han unido el bloque rectangular y la pieza 
semicilíndriea. Si el bloque pesa 8 Ib y el medio cilin¬ 
dro pesa 2 Ib, investigue la estabilidad cuando la pie¬ 
za compuesta está en reposo en la posición de equili¬ 
brio . Considere que/í = 4 in. 


Prob, 11.49 

11.50. El hemisferio está pegado al cono circular rec¬ 
to. Si las dos piezas tienen la misma densidad p, de¬ 
termíne la altura h del cono si la configuración debe 
estar en equilibrio neutro en la posición mostrada. 




Prub.li.52 
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i L53. El semicilindro de 2 Ib soporta un bloque con 
peso específico y- 80 Ib/l't 3 . Determine la altura h deí 
bloque que producirá equilibrio neutro en la posición 
que se muestra. El bloque tiene 10 in de largo. 


11.54, Los dos bloques pesan 10 ib cada uno y se sus¬ 
penden de los resortes como se muestra. Determine 
el estiramiento de ios resortes, *i y X 2 , cuando ios blo¬ 
ques están en equilibrio. Los resortes están sin defor¬ 
mación cuando x\ =xi = Q. 




Prob.ü.53 



Prob. 11.54 


PROBLEMAS DE REPASO 


11.55. Determine el ángulo & para equilibrio de la ba¬ 
rra uniforme de 7 kg AC. Debido al rodillo de guía 
en B , el resorte permanece vertical y está sin defor¬ 
mar cuando 0=0°. Use el principio de trabajo vir¬ 
tual. 


* 11.56. El aparato se usa para ejercicio muscular. 
Consta de cuatro barras articuladas, de longitud L 
cada una, y un resorte de rigidez A: y longitud indefor¬ 
mada a (<21 ), Si se aplican las fuerzas horizontales F 
y “P en las agarraderas de modo que decrezca lenta¬ 
mente, determine el ángulo 0en que la magnitud de 
P es máxima. Use el principio de trabajo virtual. 



Prob. 11.55 


Prob, 11.56 
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11.57. Si una fuerza P = 40 N se aplica perpendicular- 
mente a la manija de Ja prensa, determíne la fuerza 
vertical de compresión desarrollada en C; 8=60°. 
Use el principio del trabajo virtual. 


11,59. Determine la fuerza desarrollada en el resorte 
y requerida para mantener la barra de 10 Ib en equili¬ 
brio cuando 8= 35 c . Use el principio del trabajo vir¬ 
tual 




Prob. 1L57 


Proh* 11.59 


11,58, En la prensa que se muestra, se necesitan n 
vueltas de la flecha cnA para producir una vuelta del 
engrane B . Determine la compresión desarrollada en 
C si se aplica una carga P a la manija. El paso del tor¬ 
nillo S es p. Use el principio del trabajo virtual 


*11.60. La barra uniforme AB tiene un peso de 10 Ib. 
Si el resorte DC está sin deformar cuando 8 = 0°, de¬ 
termíne el ángulo é?pani equilibrio usando el princi¬ 
pio del trabajo virtual El resorte permanece siempre 
horizontal debido al rodillo guia en D. 


11.61. Resuelva el problema 11.60 usando el princi¬ 
pio de la energía potencial Investigue la estabilidad 
de Ja barra cuando está en posición de equilibrio. 




Prob* 11.58 


Probs* 11,60/11-61 
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PROBLEMAS DE REPASO 563 


11.62. Los miembros de 4 ft del mecanismo están ar¬ 
ticulados en sus puntos medios. Si en C y E actúan 
fuerzas verticales como se muestra, determine el án¬ 
gulo 6 para equilibrio. El resorte está sin deformar 
cuando 0 = 45°. Desprecie el peso de los miembros. 
Use el principio del trabajo virtual. 


*11.64. Una lata uniforme que tiene un peso W, se en¬ 
cuentra colgada mediante la cuerda. Suponiendo que 
el muro es liso, determine e! ángulo 0 entre la cuerda 
y el muro cuando se da el equilibrio. ¿El equilibrio 
de la lata es estable? 



Prab. 11.62 



Prob, 11.64 


U.63, Si la barra uniforme tiene peso determine 
el ángulo d para equilibrio. El resorte está indefor- 
mado cuando 6 = 0 o . Desprecie el peso de las ruedas. 
Use el principio de la energía potencial. 
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Expresiones matemáticas 


Fórmula cuadrática 


Si ax 2 + bx + c = 0, entonces x - 


~b± Jb 2 -4ac 
2a 


Funciones hiperbólicas 

L e'-e- x t ^ ^ senhx 

senh x = —~—, cosh x = —~—, tanh x = —¡—- 
2 ’ 2 ’ coshx 


Identidades trigonométricas 

sen 2 0+ eos 2 0=1 


sen (0± <£) = sen 0cos <2> ± eos 0sen# 
sen 20= 2 sen 0cos 0 
eos (0± <P) = eos 0cos # ± sen 0sen 
eos 20= eos 2 0- sen 2 0 


eos 0 


= ±/ 


1 + eos 20 


, sen 0 




eos 20 


tan 0= 


sen 0 

eos 0 


1 + tan 2 0= sec 2 0 1 + cot 2 0 = esc 2 0 


Desarrollos en series de potencias 

W 

senx=*-3j- + 3 í - 7T +... 
x 2 x 4 x 6 

cosx= 1_ 2 [ + 4 T~ gT + ••• 

v-3 x 5 

senhx=x + 3[ + 37 + ••• 

X ^ 

coshjc - 1 + 2Í * 4Í + 
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566 A EXPRESIONES MATEM/i 


Derivadas 


*(“ ’ n “ * 


di 1 . du 


(sen u) = eos u ^ 


du 


cl (cot«) = -esc 2 u (senh «) = cosh u ^ 


dx 


du d 


du 


-fe (uv) = u-^ + v-%; ^{cos h) = -sen u -57 77 (sec ¡<) = lan u sec u — ^ (cosh u) = senh « 


dx dx dx 


dx dx 


dx dx 


dx 


d (u 

ai 


v 

\ 


du dv 
1 dx: 11 dx 


d , A . , du 

(tan u) = sec 2 u 


Integrales 

C, n*-l 


n + l 
dx _ i 


f -— 7 - = j- tufa + bx) + C 

J a+ bx o 

r dx ^ _1 

J a + bx 2 2J-ba 


fa 


J~a -x/^b 


f££ri-áa^' c 


+ c 

a > 0, b < 0 


|" Ja + bx dx^^'t (a + bx? + C 

(ViVoTE* dx - -W-3bx)y + bx j^ + c 
J 15b- 

J-vW 


+ bx dv - 


2(8g : - 12abx + 15 b'x-) J (a l fav) J 

105 b - 1 


+ C 

^| + C * 
fl >0 


p^a : - .t- <ír “ ~ x^a 1 - X a + a 2 sen~ l + 

J.r^¿ 7 2 -x 2 dr = -i-X 2 ) 3 + C 
de — | 

+ “ x ^a 2 -x 2 + ¿7 2 sen* 1 —1 + C> > 0 

o ü 

J ^x 1 ± a 2 dx = 

^ j~ * <r 2 ±a 2 ± a 2 In {x + ^x 2 ± a 2 ) j + C 


¿i , j £/« 

^ (CSC U) = -CSC w cot u ^ 


JV * 2 ± o 2 dx = | ^(JT 2 ± o 2 ) 3 + C 
J"x 2 '•'a 2 ±a 2 dx = ^ ^(jc 2 ± a 2 )- 1 

±£v?ur_ £_(,♦/?!PT»c 


£¿f 2^ ¿J + ¿>x 


p flX 

J /a^Ñbx 

f^==/ÍCT +c 

J /jt3 ± fl 2 

f y ~ = 4=: ín [ + fec + cv 2 + 

J ^¿1 + />X + CX" ve 


x/F + 


1 -i 

j— sen 
v-c 


2/F 
-2cx - ¿ 


- 4#c j 


+ C, c > 0 
+ C, c < 0 


J* sen x ífr « -cosx + C 
Jcosxííx- senx + C 

J i jc 

x eos (ax) dx - — eos (ax) + — sen (ax) + C 
a*- a 

Jx 2 eos (#r) dx = — eos (a.v) + A ^ 3 ~~ ^ sen (ax) + C 
Je^dr-V' + C 
J* v i? 11 dr - ^t( ü. v - 1) + C 
J senh x í/x - cosh x + C 
J cosh x í£v = senh x + C 
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Análisis numérico y computacional 


En ocasiones, la aplicación de las leyes de la mecánica conducirá 
a un sistema de ecuaciones para el cual es difícil, y a veces impo¬ 
sible, obtener una solución en forma cerrada, Al encontrar esta 
situación, los ingenieros usarán a menudo un método numérico 
que la mayoría de las veces puede programarse en una micro- 
computadora o en una calculadora de bolsillo “programahle”. 
Aquí presentaremos, brevemente, un programa de computadora 
para resolver un sistema de ecuaciones lineales y tres métodos 
numéricos que pueden usarse para resolver una ecuación trigo¬ 
nométrica o trascendente, evaluar una integral definida y resol¬ 
ver una ecuación diferencial ordinaria. La aplicación de cada 
método se explicará con un ejemplo y se ofrecerá un programa 
de computadora escrito en Microsoft BASIC, diseñado para tra¬ 
bajar en casi todas las computadoras personales.* Para conocer 
mejor el tema de la precisión de ios métodos y de los errores in¬ 
herentes que se pueden desarrollar en ellos, deberá consultarse 
un texto de análisis numérico. 

B.l Ecuaciones algebraicas lineales 


La aplicación de las ecuaciones de equilibrio estático o las ecua¬ 
ciones del movimiento requiere que se resuelva un sistema de 
ecuaciones algebraicas lineales. El programa de computadora 


* Otros tipos similares de programas pueden ser diseñados o comparados pa 
ra calculadoras de bolsillo programabas. 
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I PEINT"Linear system of 
Z DIK AílOfllí 

3 INPUT"Input number of 

4 PRINT 

5 PRINT"A coeffieients" 
í FOR I M TO N 

7 FQR J * 1 TO N 

9 PRINT "A^jl 

R IÍJPUT") * N , A(I.J) 

10 NEXT J 

II NEXT I 

12 PRINT 

13 PRINT-B coeffícients" 

14 POR I * 1 TO N 

15 PRINT"BÍ H iI; 

ifi INPUT")-“ P AÍI.N+1Í 
17 NE3CT I 
IB GOStfB 25 
19 PRINT 


■ Ejemplo B.l 


equEitions": PRINT 
equa tio ns í 11 , N 


20 PRINT 4 Unknowns" 

21 FOH 1 = 1 TO N 

22 PRINT “X(";Ií"l- 4, fAEI,K+U 

23 NEXT I 

24 ENE 

25 REhí Subioutine Guassian 
2G POR H=1 TO N 

27 NP'M 

26 BG=ABS{AÍM,H1 í 

29 FOR I-M TO N 

30 IF ABS I < = BG THEN 33 

31 BG-ABS lAÍIp MU 

32 NP=I 

33 NEXT I 

34 IF NP C M THEN 40 

35 FQR I*M TO N*1 
30 TE-A (Wp I) 

37 A(M,lj«A<NP,T& 

36 ACNP,IÍ«TE 


39 NÉKT I 

4Ü FOR I-K*l TO ti 

41 PC=AÍI,M>/AÍM,M) 

42 FOR J - M*1 TO KM 

43 A(I,J) FC*A(M,J) 

44 NEXT 
4b NEXT I 

46 NEJÍT M 

47 AtNpN+l) =AlN,N+U/AÍN r N> 

48 FOR I-N-l TO 1 5TEP 1 

49 SH^Ü 

50 FOR J*I+1 TO N 

bl 5M°5H*A{X f J) 'AUp^ll 

52 NEXT J 

53 (AÍIpN-HlíAÍIpN^rl) -SM) /A(I f U 

54 NEXT I 

55 KETURN 


Fig. B.l 


que aparece en la figura B.l puede usarse con este fin. Se basa 
en el método de eliminación de Gauss y puede resolver a lo más 
10 ecuaciones con 10 incógnitas. Para hacerlo, las ecuaciones se 
escribirán primero en el formato siguiente: 

AuXi +AííXi + ••• +At*Xn = B i 

AhX\ + A 22 X 2 + • • • + Aí„x„ - B 2 


At*i + A?2 + - +AA = B » 

Los coeficientes U A ” y “B" “son llamados” al correr el programa. 
La información de salida presenta ios valores de la incógnitas 
Xj ,..., x„, 


Resuelva las dos ecuaciones 

Ix, +x 2 = 4 
2x, -x 2 = 10 


SOLUCIÓN 

Al empezar a correr el programa, llama el número de 
ecuaciones (2); luego, los coeficientes A en la sucesión/! u = 3, 
A n »1, A 21 - 2, A 22 = -1; y, finalmente, los coeficientes B, = 4, 
B 2 - 10. La información de salida aparece como 

Incógnitas 

X (1) = 2.8 Resp. 

X (2) * -4.4 Resp. 
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B.2 Regla de Simpson 


La regla de Simpson es un método numérico que sirve para de¬ 
terminar el área bajo una curva que se da como gráfica o por su 
ecuación explícita y = /£x). Asimismo, puede usarse para calcular 
una integral definida para la función} 1 =f{x). Para hacerlo, es ne¬ 
cesario subdividir el área en un número par de bandas o interva¬ 
los de ancho h. La curva entre tres ordenadas consecutivas se 
aproxima por una parábola, y el área total o integral definida se 
determina de la fórmula 



El programa de computadora para esta ecuación se encuen¬ 
tra en la figura B.2. Para usarlo es necesario especificar, en pri¬ 
mer lugar, la función (en el renglón 6 del programa). Los límites 
superior e inferior de la integral y el número de intervalos son 
llamados al ejecutarse el programa. El valor de la integral se da 
como información de salida. 

1 PRINT 11 Simpson' s tule" e FRINT 

2 PRINT M TG execute thís program : H ;FRINT 

3 FRINT" 1- Modífy Eight-hand sida of che aguation given be leu, 

A FRINT* 2 Type RUN 6*: PRINT: EDIT 6 

£ DEF FNF 

7 PRINT!IWFUT" Entei Lower Limit = H ( A 
e INPUT 4 * Entei Uppet Liroit - 

9 INFUT" Entei NuitibeE íevení oZ Inteivals * ",,N4 

10 H-ÍBAS/Ni; AR = FNFtA) iX“A+H 

IL POR Tü N* 

12 K<2M2 JÍ + Z^INTÍJí/a) 1 

13 AR^ÁR^'FNFtXl 
Id X *X + H: NEXT J% 

15 AR=H*ÍAR'FWFÍB)j /l 

16 PRINT" Integral - ^AK 

1? Eran 


Flg. B.2 
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■ Ejemplo B.2 


Evaluar la integral definida 
J 5 lnx<it 

SOLUCIÓN 

El intervalo x 0 = 2 a ;t 6 = 5 se divide en seis partes iguales 
(n = 6) cada una con longitud h = (5- 2)/6 = 0.5. Se calcula 
y = flx) = lnjcen cada punto de subdivisión. 


n 


y n 

0 

2 

0.693 

1 

2.5 

0.916 

2 

3 

1.099 

3 

3.5 

1.253 

4 

4 

1.386 

5 

4.5 

1.504 

6 

5 

1.609 


Así, la ecuación B.l viene a ser 

Injerir- ^[0.693 + 4(0.916 + 1.253 + 1.504) 

+ 2(1.099 + 1.386) + 1.609] 

- 3.66 Resp. 

Esta respuesta es equivalente a la respuesta exacta a tres ci¬ 
fras significativas. Obviamente, la precisión a un mayor nú¬ 
mero de cifras significativas puede ser mejorada por elección 
de un intervalo más corto que h (o aumentando n). 

Usando el programa de computadora, especificamos pri¬ 
mero la función In x y renglón 6 en la figura B.2. Durante la 
ejecución, el programa requiere en información de entrada 
que se den los límites de integración 2 y 5 y el número de in¬ 
tervalos n ~ 6. La información de salida aparece como 

Integral = 3.66082 Resp. 
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B.3 El método de la secante 


El método de la secante se usa para encontrar las raíces reales 
de una ecuación trigonométrica o trascendente f(x) - 0. El méto¬ 
do se llama de la secante porque la fórmula que utiliza es la de la 
pendiente de la recta secante o la gráfica dey=J{x). Esta pen¬ 
diente es \}{x„)-j\x, t -1)] !(x„ ~x n , 1 ), y la fórmula del método de 
la secante es 

(B - 2 > 

Para su aplicación, es necesario proporcionar dos valores de in¬ 
tento, x Q y x lt y de ahí evaluar x 2i a partir de la ecuación B.2 
(/i = 1). Entonces se vuelve a 3plicar la ecuación B.2 con jc, y el 
valor calculado de x 2 > y se obtiene(n - 2), etcétera, hasta el va¬ 
lor x ni ¡ - x n . Se ve que esto ocurrirá si x n se aproxima a la raíz de 
la ecuación f(x) = 0, pues el término correctivo a la derecha de la 
ecuación B.2 tiende a cero. En particular, cuanto mayor es la 
pendiente, tanto menor la corrección de x n y por tanto más rápi¬ 
damente se encontrará la solución de la ecuación. Por otro lado, 
si la pendiente es muy pequeña en la vecindad de la raíz, el mé¬ 
todo conduce a correcciones considerablemente grandes para x n 
y la convergencia a la raíz es lenta y puede incluso haber diver¬ 
gencia. En tales casos se utilizarán otros métodos numéricos. 

En la figura B.3 aparece un programa de computadora basa¬ 
do en la ecuación B.2. Debemos primeramente especificar la 
función en e! renglón 7 del programa. Al ejecutarse el programa 
se introducen dos primeros valores conjeturados, y x u para 
empezar la aproximación. La información de salida específica el 
valor de la raíz. Si no se le puede determinar, se hará el enuncia¬ 
do correspondiente. 

1 PRItrr 1 'Secan t niethcd 1 *tPRIWT 

2 PRINT 1 ' To ejecute this pzogísffl : HI ¡PRIWT 

3 PlítNT" U Modify ríght harid eide o£ the equation givsn be lew," 
i PRINT* 1 th* píetiS RETURN key, « 

5 PRJNT" 2 ) Type RUS 1 iK 

6 PKINTiEDIT 1 

7 DEF FNFW>*.5*SIN<XI '2‘COS 00*1,3 

8 IHPUT 1 ' Enter point #1 -*\X 

9 XWPOT^Enter point #2 =",¡£1 

10 IF X-Xl THEN 14 

11 EP".OOOQ1:TL=2E-20 

12 rFHFHFpEO'FMFftEll ./(XI-XI 
12 1F AB5 ÍFP) >TL THEM 15 

Ifl PRINT k ROOt can fíat be foutld. 11 : END 

15 0**FNFfXU /FP 

16 IF ABEÍDXfSEP THEN 19 

1 ^ PRI(íT "Roofc = IH íXI ¡" Punction evalúated at thia ioot = M ;FNFÍX1> 
lft END 

19 X=X1;X1DX 

20 GOTO 12 


Fie. B 3 
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■ Ejemplo B.3 


Determine la raíz de la ecuación 

flx) = 0.5 senje-2 cosí + 1.30 = 0 


SOLUCIÓN 

Como primeros valores de conjetura tomamos x 0 = 45° y 
= 30®. Al aplicar la ecuación B.2, 


*2 


30®-{-0.1821) 


(30°-45°) 

(-0.1821-0.2393) 


= 36.48® 


Si se usa este valor en la ecuación B.2, junto conx, = 30°, tene¬ 
mos 


x,= 36.48® -(0.0108) 


36.48° - 30° 


(-0.0108 + 0.1821) 


= 36.89® 


Si se repite el proceso con este valor = 36.48°, se obtiene 


x« = 36.89°-(0.0005) 


~ 36.89°-36.48° ~ 

(0,0005 + 0.0108) 


= 36.87® 


Así* = 36.9® es apropiado a tres cifras significativas. 

Si el problema se resuelve usando el programa de compu¬ 
tadora, se especifica primero la función, renglón 7 figura B.3. 
Durante la ejecución, el primero y el segundo valores 
conjeturados deben darse en radianes. Si se eligen estos 
valores como 0.8 rad y 0.5 rad, el resultado aparece como 

Raíz = 0.6435022. 

Función evaluada en esta raíz * 1.66893E-0.6. 


El resultado convertido de radianes a grados es, por tanto, 

x = 36.9° Resp. 
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B.4 El método de Runge - Kutta 


El método de Runge-Kutta se usa para resolver una ecuación di¬ 
ferencial ordinaria. Consiste en aplicar un conjunto de fórmulas 
que se usan para encontrar valores específicos de y para valores 
correspondientes de incremento h en x. Las fórmulas dadas en 
forma general son como sigue: 

Ecuación de primer orden. Para integrar x =f[t, x) paso por paso, 
use 


x¡tj - x¡ + + 2k, + 2k¡ + kj) 

donde 




ki = hf 
*»-*/ 



*4 = + h,x¡ + *,) 


(B.3) 


(B.4) 


Ecuación de segundo orden. Para integrar.? ~J\l,x, x) use 


x M ~x¡ + h |~ x¡ + ^ (*, + k 2 + A-,) 
=*¡ + £ (*i + 2Ar, + 3A'j + A.,) 


(B.5) 


donde 


k 2 = */j í / + f. x / + §M, + yJ 

k 3 = hfí í; + x¡ + jXj + |a, X, + 1 (B.6) 

( h \ 

*4 =*/ 1/ + A, X¡ +hXj + 2*2, X¡ + *3 

Para aplicar estas ecuaciones, se empieza con valores iniciales 
t¡ = t Q y x¡ = x 0 . También, x,=x 0 para la ecuación de segundo or¬ 
den. Eligiendo un incremento h para f u , se calculan las cuatro 
constantes k y sustituyen en la ecuación B.3 ó B.5 para calcular 
=Xj,i i , 1 =x„ correspondientes a /,„ = /, = í 0 +/t. Repitiendo es¬ 
te proceso y usando /„ x„ y h, se calculan valores para x 2 , x, y 
f 2 = fi + h, etcétera. 
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En las figuras B.4 y B.5 aparecen programas de computado¬ 
ra que resuelven ecuaciones diferenciales ordinarias de primero 
y segundo orden, respectivamente, por este método» Para usar 
estos programas debemos especificar la función x=JU,x) o 
x = Jlt f x 7 x} en el renglón 7, y durante la ejecución del programa, 
se introducen los valores iniciales 4 x& (para ecuación de se¬ 
gundo orden), el tiempo final 4 y la magnitud del paso h. La in¬ 
formación de salida de tos valores de f, jc, y x para cada incremen¬ 
to de tiempo hasta alcanzar 4 

1 mNT" JHmge Kutta rtethod fot l-at ordeí E>if Eeiential Equation*': prínt 

2 PRINT M To secute chis piogratti í*íPRINT 

I PRINT* II rtodify right batid síde of the equaxíon gív©n beiow,” 

4 PRÍNT H then Presa retURN bey" 

5 PK1HT- 2} Tjfpe RON 7" 

6 PRINT 3 EDIT 7 

7 DEF FNFíTfX! "5*T*K 

a CLS: PRINT" Jnitifll Condi t ions * 1 : PRINT 

9 INFUT"Iíiput C - N J 

10 INFUT" X - 

II INPÜT N Final t = MI 

12 iNPtrp'acep sí*e - - h H:PRINT 

13 PRINT ih t X * 

14 IF T>-T1*H THEN 23 

15 PRIMT U£INa"f¡fgtftflf . 

16 Ki^K*FNF(T í Xl 

17 K2-H-FNF(T^,5*H # X-.5*K1Í 
10 K3*H*FNFÍTt.5-H,X*>5K3Í 
19 (Í4‘H*FNPÍT*H,X*1Q) 

10 T-T^K 

21 lt-líaxi»«2*I{2+iC3^3+K4i M 

22 COTO 14 
21 EMC 

He- B.4 


1 PRINT" Runge-Kutta inethod for 2'nd oidor Differenti3 1 Equatíon": FHtNT 

2 PRINT 11 To eKecute thiñ prograin : ,h : PRINT 

3 PRINT 11 U Modify right hartd stde oC the eqüation given beloWj “ 
i PRINT" then Press RETürN fcey" 

5 PRINT" 2) Type HCN 7** 

6 PRINTíRDlT 7 

7 DEF FNFÍThXhXD)» 

0 INPUT»Input t * M 
9" INPUT x - H ,X 

10 INPUT" dx/dt = *»)£P 

11 INPUT rt Final t - ”*Tl 

12 INPLT M step si 2 © - *,H: PRINT 

13 PRINT 11 t k dx/dt lf 

14 IF E>=T1*H THEN 24 

15 PRINT USrNG“it#(tPífa , 0«Alf ^ 4I rTíXrXOí 

16 Kl»H*FNF<T ( X P £Df 

17 K2=H*FNF¡T* + 5*R J R-,$ í H*XI> r XD* 

Ifl K3*H*FNF<t’‘.5*H t X’-,5*H*XD* .5'KIK XE>,S*K2> 

19 M*H*FHF<T*H t X*H'Xb* , 5*H*K2 P Xl>JO ) 

20 T=T*H 

21 X*XtXD^H* l'Kl+K2»KR) /* 

22 XD^XD*H*XD*HMKl*K2*K3+fO^K4j /6 
22 COTO 14 

24 END 

Fig.B.5 
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I Ejemplo B.4 

Resuelva la ecuación diferencial i = 5/ +jr. Obtenga los 
resultados para dos pasos usando incrementos de tiempo de 
h = 0.02 s. En í 0 = 0,jr o = 0. 

SOLUCIÓN 

Esta es una ecuación de primer orden, de modo que se 
aplican las ecuaciones B.3 y B.4. De este modo, para („ - 0, 
Xt, =0, h = 0.02, tenemos 

A, = 0.02[0 + 0] = 0 
k 2 = 0.02[5(0.1) + 0] = 0.001 
Aj = 0.02[5(0.01) + 0.0005] = 0.00101 
A 4 = 0.02(5(0.02) + 0.00101] = 0.00202 
*, = 0 + 1(0 + 2 ( 0 . 001 ] + 2 ( 0 . 00101 ) + 0 . 00202 ] « 0.00101 

Usando los valores í, - 0 + 0.02 = 0.02 y x¡ = 0.00101 con 
h = 0.02, el valor para ¿2 se calcula ahora a partir de las ecua¬ 
ciones B.3 y B.4. 

A x = 0.02(5(0.02) + 0.00101] = 0.00202 

A, = 0.02(5(0.03) + 0.00202] = 0.00304 

Aj = 0.02(5(0.03) + 0.00253] = 0.00305 

A 4 - 0.02(5(0.04 + 0.00406] = 0.00408 

x 2 - 0.001 +1(0.00202 + 2(0.00304) + 2(0.00305) + 0.00408] 

*2 “ 0.00405 Rcsp. 

Para resolver este problema usando el programa de com¬ 
putadora en la figura B.4, la función se especifica primero en 
el renglón 7 y, durante la ejecución del programa, se introdu¬ 
cen los datos í 0 = 0, jf B = 0, t n - 0.04, y /, = 0.02. Los resultados 
aparecen como 


/ x 

0.00000 0.00000 

0.02000 0.00101 

0.04000 0.00405 Resp, 
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Respuestas 


Capítulo 1 

L—1. (a) 3.46 m, (b) 45,6 $, (c) 5560 N, ( d ) 4520 kg 
1-2. 86.5 km/h, 24.6 m/s 
1-3. 1.59 Mg 

1-5. (ti) Gg/m, (b) kN/$, (c) mm * kg 

1-6. (¿0 km/s P {b) mm, (c) Gs/kg, {d ) mm ■ N 

1-7* (a) 0.431 g, ( b) 35.3 kN s (c) 5.32 m 

1-9. la) 8.53 km/kg% (b) 135 m 2 ■ kg 3 

1-10. 26.9 ' kg/N 

1-11. (a) 15.9 mm/s, (£) 3.69 Mm ■ s/kg, 

(c) 1,14 km ■ kg 

1-13. (a) 27,5 kWm\ ( b ) 0,508 mm/s, (c) L13 kN ■ m 
1-14. 8.33 Mg/m 3 

1-15. (a) 2.04 g, ib) Í5.3 Mg, (c) 6.12 Gg 
1-17. (a) 3.65 Cg T (b) 35.8 MN, (c) 5.89 MN, 
id) 3.65 Gg 
1-18. 2.7 i Mg/m 3 

1- 19. 1040 1b 

Capítulo 2 

2- 1. 320 Ib, 176° 

2-2. 474 Ib, 75.4° 

2-3, 464 N p 78.6 a 
2-5. 218 N, 66.6° 

2-6. (F,) u = 129 N, {F { )u = 183 N 
2-7. (FaJy — 77.6 N, (F 2 ) w = 150 N 
2-9. 458 Ib, 10,9° 

2—10. 43.9°, 561 Ib 
2-11. F Á ^\A\ kN. F* = 2.73 kN 
2-13. F aC = 131 Ib, F* = 199 Ib 
2-14. 53.5°, 621 ib 
2-15. 323 Ib, 38.3° 

2-17. (a) F x = 490 N, F» = 669 N, (¿) F w — 179 N, 

F> = 490 N 


2-1». 485 N, 24.6° 

2-19» F aC = 366 N, F Sa - 448 N 
2-21. F* = 2Fscn 6 
2-22. 62.7° 

2-23. 240 N, óL3 a 

2-25. F c = 4.51 kN, f B = 5.96 kN 

2-26. 70° ^¡, F b = 3.42 kN, F fi = 9.40 kN 

2-27, F t ^ (-640Í - 480j) N, F 2 = {5631 - 325j} N 

2-29, Ft — ¡20i 4- 34.6j} ib. F z = {47.0¡ - 17. lj} Ib 

2-30. 69.2 Ib. 14.7° 

2-31. F t = {9.64Í + ILSjjkN. F 2 = {-241 + 10]} kN, 

F, - {3L2i - 18j} kN 

2-33. F u = 27,4 ib, F lv * 75,2 Ib, F a , = 39.0 Ib, 

F 2v = 22,5 Ib 
2-34. 464 N, 78,6° 

2-35. 222 N t 4,26 a 

2-37. F a = 1.41 kN, F R = 2.73 kN| 

2-38, F c — 4 r 5! kN. F ff = 5,96 kN 
2-39. 40 cosec 9 Ib 
2-41. 84,3 Ib, 37,2° 

2-42. 407 Ib, 20r 
2-43. 103 a , 881 Ib 
2-45. 63.7% F 3 = 1.20 f, 

2 - 46 , 68.6% 960 N 

2-47, 839 N, 14.8 a 

2-49. F fl = 311 N, F a — 439 N 

2-50. 60°, F a = 520 N, F fí - 300 N 

2-51. 11.3 kN 

2-53. F, = {30.61 - 25.7j} N, 

F 2 = {—23.0i 4 I9,3j + 52,Ok} N f 

F* - {7.661 - 6.43j + 52.Ok) N, F R = 52.9 N, 

a = 81,7% 0 = 97.0% y = 10.9° 

J-54, F, = {-25-01 + 43,3j} Ib, F 2 ^ {-90.0J + 120k} Jb p 
Fj = {74.5j — 43.0k} Ib, 

Fjp = {— 25-Oi + 27.8 j + 77.0k} Ib, F R = 85.6 Ib, 
a = [07% 0 = 71 J% y = 25,9° 
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2-55. F = {289 i + 225j - 26 lk) Ib 

2-57. 581 N. a = 72.5°, 0 = 83.4“, y = 18.8 o - 

2-58. 166 N. o = 97.5°. 0 = 63.7°. y - 27.5° 

2-59. o, = 36.9°, 0i = 90°. y 3 = 53.!“, a* = 69.3°. 

P* = 52.2°. y, =45° 

2-61. a = 52.2°, 0 = 52.2°. y = 120° 

2-62. F = {13.71 + 37.6j + 30k} N 
2-63. 50 N, a = 74.1°, 0 = 41.3°. y = 53.1° 

2-65. F = {2001 + 283j + 200k}lb 
2-66. F, = 6 kN, F v = 6 kN, F r = 8.49 kN 
2-67. F = 2.02kN, F, = 0.523 kN 
2-69. 180 N. «j = 147°, 0 1 = 119". y. = 75.0° 

2-70. o = 73.4°, 0 <= 64.6°, y = 31.0° 

2-71. r M = {21 - 7j - 5k) m, r A * = 8.83 ro. a = 76.9°. 

0 = 142", y = 124° 

2-73. 7.55 m, a = 105°, 0 = 22.0°. y = 74.6° 

2-74. r * {4i - 2j + 3k} m. r = 5.39 m. a = 42.0\ 

0= 112". y = 56.1° 

2-75. r = {9.481 - l.24j + 2.30k! m. r = 9.83 m, 
a = 15.4", 0 = 97.2", y = 76.5" 

2-77. 6.40 fl 
2-78. 19.0 m 

2-79. y = 16.7 ft. 2 = 50.2 fl 
2-81. 284 fl 

2-82. r ,iu = 1.5 m, r Bl} = 1.5*, r rD = 1.73 m 
2-83. F = {-21 + Ij + 2k} kN, a = 132°. 0 = 70.5", 
y = 48.2" 

2-85, F = {3661 + 294j - I72k| Ib, o = 43.0". 0 = 53.9". 
y= 110° 

2-87. F = {29.7 i + 35.4j - B0.0k}lb, a = 71.3", 0 = 67.5", 
y = 150" 

2-89. F, = {75.51 - 43.6j - I22k] Ib. 

Fj = {26.8i + 33.5j - 90.4k} Ib. F* = 236 Ib, 

« = 64.3°, 0 = 92.5°. y= 154" 

2-90. 10.0 fl. F = {- 19.II - 14.9} + 43.7k} Ib, o = 112°. 

0 = 107°, y = 29.0" 

2-91. Fi = {—3.791 + II.4k} Ib, 

F 3 = {-6.651 - 11 8j + l l.Bk} Ib, F„ = 28.1 Ib. 
o = 112", 0 = US", y = 34.2" 

2-93. F c = {—3241 - I30j + 195k} N. 

F s = {-3241 + I30j + I95k| N. 

F £ = {—1941 + 291 k} N 
2-94. F„ = {-1.461 + 5,82k¡ kN. 

F c = {0.8571 + 0.857j + 4.85k) kN, 

F# = {0.9701 - 1.68j 4- 7.76k} kN. Fu = L8.5 kN, 
a = 88.8°, 0 = 92.6". y = 2.81° 

2-95. x= 1.96 m, y = 2.34 m, 704 N 
2-98. 85.9" 

2-99. r 2 = {0.1431 + 0.214j - 0.0714k} m 
2-101, n = {2.581 - 1.61J - 0.645 k} fl 
2-102. 2.67 m 
2-103. 3.87 m 

2-105. Fm = 49.0 N, Fp rr = 63.2 N 
2-106. F| = 18-3 Ib. Fpt, = 35.6 Ib 
2-107. F„ c = 26.5 Ib, F BA = 66.4 Ib 


2-109. 143° 

2-110. 34.2" 

2-111. F„ = 47.8 Ib. Fie = 45.5 Ib 
2-113. (F,) ao = 18.5 N, <F,>„ 0 = 21.3 N 
2-114. 5.43 Ib 
2-115. 100" 

2-117. F* = {285j - 93,0k} N, 

Fe = {1591+ I83j - 59.7k( N 
2-118. F| « {201 + 34.6j} Ib, F 3 = {-42.41 + 42.4}} Ib. 

F„ = 80.3 fb. 0 = 106' 

2-119. 80.3 Ib. 106" 

2-121. .1 = 7.65 ft, y = 4.24 fl, 1 = 3.76 fl 
2-122. x = 8.67 ft, y = 1.89 fl 

2-123. 0.667 kN 
2-125. 50.3", 369 N 
2-126. 90° 


Capítulo 3 

3-1. F| = 259 N, Fj = 366 N 

3-2. 21.8°, 3,23 kN 

3-3, 73.9°, 180 Ib 

3-5. F| = 3.59 kN, F 3 = 0,536 kN 

3-6. Fp = 4.90 kN. F„ = 3.46 kN 

3-7. 968 Ib 

3-9. F Áa = 46.7 Ib. F ÁC = 30.5 Ib 
3-10. F AB = F AC = F = 1,32 kJb 
3-11. F AC = 267 N, F ab = 98,6 N 
3-13. 106 Ib 
3-14. 240 Ib 
3-15. 43.0' 

3-17. x AB = 0.467 m, = 0.793 m, x AD ~ 0.490 m 
3-18. 3.40 0 

3-19. F af = 589 N. F ac = 736 N, F AB = 441 N. 

Fee — 589 N, F ra = 441 N 
3-21. T b = 0.0104 Ib. W = 0.012 Ib, 0 = 14 1°, 

T a = 0.0159 Ib 
3-23. T = OJlFcosec tí 
3-25. 53.1 Ib 
3-26. 9.30 Ib 

3-27. F flo = 171 N, Fg C = 145 N 
3-29. 2.45 m 

3-30. 8 = 90", (F AC )m* = 160 Ib, tí = 120°, 

(F Aa )™* = 160 Ib 

3-31. F, = 0, F 3 = 0, Fi = 200 Ib 
3-33. F, = 2.83 kN, F 3 =’ l . 10 kN. F 3 = 3.46 kN 
3-34. F| - 400 Ib. F 2 = 280 Ib, F 3 = 357 Ib 
3-35. F| = 5.10 kN, Fi = 11.8 kN, F 3 = 3.92 kN 
3-37. F, = 0, Fj = 3! i Ib, F, = 238 Ib 
3-38. F ad = 118 N. F ab - 78.5 N, F AC - 39.2 N 
3-39. F co = 625 Ib, F„ = F CA = 198 Ib 
3-41. F AO = F ac = 104 N, F ab = 220 N 
3-42. F ab = F ac = 16.6 kN. F AO = 55.2 kN 
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3-43. F ÁO = 510 N, F ac = 130 N. F = 1.60 kN 

3-45. F A b = 0.980 kN, F AC = 0.463 kN. F ÁP = I 55 kN 

3-46. F AB —1.21 kN. F AC = 0.278 kN. F w = 1.64 kN 

3-47. T~ 1.79(1 Q* J ) Ib 

3-49. Fas = 359 Ib. F AC = F AD = 254 Ib 

3-50. F AÚ = 469 Ib. F ac = F ad = 331 ib 

3-51. 88.8 Ib 

3-53. F m — 21.5 Ib. F DB = 14.0 Ib. F nc = 17.6 Ib 
3-54. 40.2“ 

3-55. F¡ = 9.60 kN. F, = 1.83 kN 
3-57. F = 0.850(10' J ) N 


Capítulo 4 

4-5. 3.15 kN m J, 

4-6. 858 Ib ín J 
4-7. 1.17 klb • ín J 
4-9. 4.47 kN • m i, 

4-10. 14.5 Ib - ft J 
4-11. 39.2° 

4-13. 11.2 klb ■ ft J 
4-14. 6.16 klb- ft I 
4-15. 66.1 N 

4-17. M a — 80 eos 6 + 320 senil 
4-18. 1.90 N mJ, 

4-19. M F = {538 eos 0 + 75 sen 8} Ib fl 
4-21. Mo = {67.8Í - I7.0j + 84.8k) Ib ■ ft 
4-22. M P = {I53Í — 29.7j + 174k) Ib ■ ft 
4-23. (Mp) 0 = {- I60i + 200j + 510k} N - m 
4-25. M* = {3601 + 240j} N • m 
4-26. M, = {-52i + 24j - 36k} N - m, 

Mj = {—34i + 34j - 68k( N ■ m. 147 N - ra. a = 126°, 

0 = 66,7“. y = 135° 

4-27. M, = {-36¡ - 36k) N m, 

M 2 - {—42i - I4j - 68k} N • m, 131 N ■ m. a = 127", 
(3 = 96.1”. 7 = 143“ 

4-29. M„ = {-16.01 - 32. lk} N - m 
4-30. (M*)* = {36i - 78j} Ib - in , 

(M R ) B = {36i + I92j + 90k}Ib - in . 

<M*)c = {-3961 + I92j - 222k) Ib • in 
4-31. 165 Ib ■ ft, a = 91.3“. (3 = 62.5“, y = 152” 

4-33. M c = {-226i - 22ój - 226k} Ib - ft 

4-34. Mo = í— 1.77» - I.IOJ] kN ■ ra 

4-35. M a = {-5.391 + 13. lj + 11.4k) N - ra 

4-37. c = 2 in , b = 5 in 

4-38. z = 3 m, jr=2ra 

4-39. y = 2 m. x — 3 m, d = 3.63 ni 

4-41. z = 3 m. y = 1 m, d = 1.15 ra 

4-42. M d „ = {2l8j + I63k) N ■ m 

4-43. (M*)„„ = {-41.31 - 44. 7j + I3.8k} kN ■ m 

4-45. = {26. li - 15.lj} Ib ■ ft 

4-46. M, = -72 N • m, M, = 12 N - m. M, = —52 N ■ m 

4-47. M„ a = {-17.31 - 13.0j| N m 


4-49. 62 Ib • in 

4-50. 44.4 Ib • ft 

4-51. 3.75 N • m 

4-53. M» = {0.828j} N • m 

4-54. M v = {87.4j} N • m 

4-55. M. = {- 15.9k} N • m 

4-57. 19.8 Ib 

4-58. 14.8 N • m 

4-59. 20.2 N 

4-61. 21.9 kN • ra J, 

4-62. 3.12 klb - fí t 

4-63. 67.5 Ib 

4-65. 27.7 Ib 

4-66. 28.9 Ib • ft 

4-67. 0.909 klb 

4-69. 139 Ib 

4-70. 830 N 

4-71. 5.54 ft 

4-73. Mu = 39.6 Ib - fl 'i 

4-74. 9 .69 kN • m J 

4-75. M c = {56¡ - 15j + 57k) kN • m 

4-77. 78.1 N • ra. a = 48.3”, (3 = 50.2”, y = 67.4“ 

4-78. M c = {-501 + 60j} Ib • ft. M c = 78.1 Ib • ft 

4-79. M* = {-12.11 - iOj - I7.3k} N • m 

4-81. F = 3 Ib. P = 4 Ib 

4-82. 22.6° 204 Ib - fl J 

4-83. 30° ^ 9 , 2.46 kN tu J 

4-85. 1.19 kN, 85.9° OT, 21.6 kN • m j, 

4-86. 17.3 N, 60° 42.0 N-m{ 

4-87. 17.3 N, 60° ^ti. 14.0 N ■ m f 
4-89. 52.1 Ib. 20.9° 60.9 ft 

4-90. 52.1 Ib. 20.9° 23.3 ft 

4-91. 73.8 Ib, 59,0° 'íe, 5.66 ft 
4-93. 60 N 

4-94. 29.9 Ib. 78.4° ¿Lo, 214 Ib ■ in (, 

4-95. 26.4 Ib. 85.7" ¿e, 205 Ib - in {, 

4-97 . 342 H. 43.0° (5P r , 99.5 NmJ 
4-9B. 464 Ib. 45.1° '=9*. 1595 Ih ft J 
4-99. 464 Ib. 45.1° -ífl. 832 Ib ■ ft J 
4-101. 1 10 Ib. 67.5° oír. 5.95 ft 
4-102. 1 ¡0 Ib. 67.5° *?=-. 705 Ib ■ fl ^ 

4-103. 26.6°, 8.94 kN. 4.5 ra 
4-105. 219 Ib. 79.5” 1.19 klb ■ ft {, 

4-106. 219 Ib. 79.5° 1.39 tíb . ft J 

4-107. 98.5 Ib, 24.0“ ¿o, 390 Ib ■ ft J 
4-109. 98.5 Ib. 24.0° ¿0, 6.0 ft 
4-110. 4.5 kN 2.22 m 
4-111. F = {5C1¡ - 30j + 80k) N. 

M . 0 = {41 Oí + 230j - 170k} N ■ m 
4-113. F = { 8 ¡ + 6 j + 8 kl kN, 

M*„ * {- 10i + I 8 j - 56k} kN • m 
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4-114. F = {81 + 6j + 8k} kN. 

— {—46¡ + 66j - 5ók} kN • ni 
4-115. F* = {-80t - 80j + 40k| Ib. 

M K p = 1-24Í1Í + 720j + 960k} Ib • ft 
4 - 117 . F c = 600 N. F„ = 500 N 
4 - 118 . 140 kN ]. v = 7.14 m. a = 5.71 m 
4 - 119 . 40 Ib t* 0.5 fl 

4-121. Fg = 495 N. Mg = 1.54 kN • m. t = 1.16 m, 
y = 2.06 m 

4-122. Fg = 108 Ib. Mg = 624 Ib • ft. a = 8.69 ft. 

V = 0.414 ft 

4-123. F* = {1411 + lOOj + )59k) N. 

Mjk) = {1221 - I83k) N • m 
4-125. 1.95 klb • ft J 
4-126. 27 kN. 2.11 m 
4-127. 13.25 Ib. 0.340 a la derecha 
4-129. 13.5klb. 6.0 ft 
4-130. 3.25 klb. 67.2* <£T. 3.86 ft 
4-131. 3 .90 klb t. 11.3 ft 
4-133. 18.0 klb i. 11.7 ft 
4-134. 162 Ib 6.80 ft 
4-135. h = 9.0 ft. <i = 7.50 ft 
4-137. 30 kN {. 4.10 m 
4-138. 667 Ib {. 1.67 klb • ft 
4-139. 107 kN 1.60 «i 
4-141. 1.87klb. 3.66 ft 
4-142. 195 Ib. 60.6° 3.21 ft 

4-143. 46.9 kN. 7.11 m 

4-145. |Af,)„ = 3.96 kib ■ fl {,. = 4.80 klb - ft ^ 

\Ms) e = 1.30 Idb ■ ft M m = 10.1 klb • fl S, 

4-146. M(u = {-3.39Í + 2.54j - 2.54k} N ■ m 
4-147. M,X- - (-4.61 i - 3.46j}N • ni 
4-149. M,J = {- 128i + I28j - 257k} N - ni 
4-150. M„ = {—37.6Í + 90.7j — 155k} N • m 
4-151. 10.75 klb 99.5 klb - fl J, 

4-153. Fg = {-40j — 40k| N, (M*), = (-12j + I2k( N ■ ni 
4-154. F* = {-28.3j - 68.3k}N. 

(M,b = {-20.5j + 8.49k> N - m 


Capitulo 5 

5-11. Ng = 592 N. Fg = 92.3 N 
5-13. T = 830 N. A, = 498 N, A, = 709 N 
5-14. F B = 100 Ib. A, = 100 Ib. A, = 20 Ib 
5-15. \ B = 2.14 klb. A, = 1.29 klb. A, = 1.49 klb 
5-17. Ng = 23.7 Ib. N B = 12.2 Ib. N c = 5.77 Ib 
5-18. A, = 0. A, = 3.83 kN. fl,. = 1 1.2 kN 
5-19. A, = 0. A, = 200 N, B, = 400 N 
5-21. A, = 42 N, A r = 10.5 N. fl, = 10.5 N 
5-22. A, = O. A, = 6.75 kN. Mg = 46.25 kN • m 
5-23. Fg = 105 Ib. fl, = 97.4 Ib. B. = 269 Ib 
5-25. 1.69 kN. 1.69 kN 

5-26. Tac = 16.4 kN. A, = 13.1 kN, A, = 14.6 kN 

5-27. F, D - 41.6 kN. A x = 41.6 kN. A, = 8 kN 


5-29. Ng = 110 klb. A, = 95.3 klb. A, = 5.0 klb 

5-30. A s = 4.00 kN. A,. = 8.7] kN. N„ = 78.2 kN 

5-31. N Á = N a = 49.1 N. N c = iV 0 = 42.5 N 

5-33. (a) N e = 1.16klb. N„ = 2.19klb, (b) 4,74 klb 

5-34. Ng = 41.6 klb. N e = 105 klb 

5-35. Ttc = 76.8 kN, A, = 62 9 kN. A, = 65.6 kN 

5-37. A, = 33.3 Ib. fl, = 33.3 Ib. B, = 100 Ib 

5-38. Fg = 533 N. Ng — 667 N 

5-39. (o) 1.64 kN. (6) 213 N 

5-41. T = 8.83 kN. A , = 4.41 kN. A, = 9.61 kN 

5-42. F bc = 3.76klb. A, = 3.26 klb. A, = 3.12 klb 

5-43. Tac = I 83 kN. A, = 1.10 kN. A, = 314 N 

5-46. A, = 4.61 Ib. A t = fl, = 43.3 Ib 

5-47. F A = 432 Ib. F B = 0. F c = 432 Ib 

5-49. 6 = cos-'KÍ. + VL- + 128r-)/16c] 

5-50. ivi = 3,22 kN/m. ns = i ,63 kN¿m 
5-51. P = F Á = 0.01 N 
5-53. Tüt ® 342 Ib, F* = 223 Ib 
5-54. 12,8° 

5-55. 6.70 Ib 
5-57. tí - 3á/4 

5-58. ff = lan^' lícoi 4t - col tf¡) 

5-59. F a = (H//2)V(4/ 2 - 3d 2 )í(l 2 - d 2 ) 

5-61. 11.2 íb/ft 
5-62. 20.4 a 
5-63, 24,1 a 

5—65. F a = A- = 125 Ib. M A = 206 Ib * ft 
5-66. — —8 Ib. A, - 4 Ib. A- = Ü. (M Á ) y = 44 ib fu 

(M A ); = -32 Ib ft 

5_67. N c = 375 Ib. N A = N a - 1S7.5 Ib 
5-69. F de - 21 ,3 klb . F BC = F AC = 8,89 klb 
5-70, F c = 147 N, F a = 81,8 N, F A = 164 N 
5-71. A y = 0, A v = 5 kN, A ; - 16,7 kN. F B = 16.7 kN 
5-73. A, = 0, F = 34,6 N, B- - 129 N, A_-- -66,0 N. 

B\ = 95,0 N. A, t = 75.0 N 
5-74. = 25,5 Ib. A v = 18.75 Ib, fí T - 22.6 Ib, 

B y = 18,75 Ib. B . = 50 Ib. C x = 32.1 ib 
5—75. P = 75 Ib. B r = 75 Ib. By = 112 Ib, A k = 0. 

A., = 37.5 Ib, A ; = 75 tb 

5-77. A v = 168 Ib, A- = 368 1b t 8 X - ^358 lb t 
B\ = -168 Ib. C r = 358 Ib, C s = -168 tb 
5—78. A x = -56.6 Ib, A = = 28,3 Ib. B v - -283 Ib* 

B : = 72,4 Ib, C y ^ 28.3 Ib, C. = 15.9 Ib 
5-79, Tcd - 115 N, A v ^ 80 N. A z = 0 S fí, = -30 N, 
B y = “40 N. B; - 0 

5-81. A r = -1933 N, A v = -867 N s B } — 467 N. 

£f : = 667 N, C, = 2433 N, C- - -867 N 
5-82. ^ = F cd = 70.2 Ib, Aje = 37.5 Ib, A, = 0. 

A : = 37,5 Ib 

5-83. F bc = H5 Ib, A, = 130 Ib, A v - - 10 Ib, 

M Ax = -300 tb ■ ft, = 0, = -720 Ib - fl 

5-85* far = 47.5 Ib, A x - - 12,5 Ib, A v = 5.0 Ib, A t = 0, 
Wa v “ -60 Ib ■ ft. Af A; = -37,5 Ib * fl 
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5-86. F U c = 209 Ib, A } . = 80 Ib, A. = -130 Ib, 
ltí Al = -780 Ib : fl, M Ay = -480 Ib ■ ti, 

M ÁZ = -.160 Ib ■ ft 

5-87. T ot - = 721 Ib, T bc = 2,16 klb, A, = -309 it¡, 

A y = 1.55 klb, A.. = -1.21 klb 
5-89. 1.02“ 

5-90. 2.50 kN/m 

5-91. P = HK) Ib. B. = 40 Ib, fl, = -35.7 Ib, A.,. = 136 Ib, 
flj, = 0. A. = 40 Ib 

5-93. »>, = 62.7 Iblfl, k'í = 91.1 Iblfl 

5-94. A, = 6.0 klb . A, = 5.92 klb, fl v = 3.58 klb 

5-95. A t = 7.36 klb, B, = 0.5 klb, B, = 16.6 klb 

5-97, T= 1.01 kN, F a = 982 N 

5-98. Fbc = 186 N, A, = 161 N, A, = 457 N 

5-99. fl, = 1.28 kN. A, = 0, A, = l .82 kN 


Capitulo 6 

6 - 1 . F bc = 374 Ib (C), F BÁ = 143 Ib (T), F C a = 264 Ib (T> 
6-2. Fu = 1.18 klb (C), F ac = 833 Ib (T), Fbc = 373(C) 

6-3. F üe = 0. F oc = 16.5 klb (C), F AB = 4.21 klb {C), 

Faz = 4.33 klb (T), F cs = 7.81 klb (T), 

F cb = 2.33 klb <C). Fbe = 3.50 klb (T) 

6-5. F cb = 3.0 kN (T), F co = 2.60 kN (C), 

P DE = 2.60 kN (C). F db = 2 kN (T), F be = 2 kN (C), 

F ba = 5 kN (T) 

6-6. F CB = 507 N (T), Feo = 439 N (C), F D¡¡ = 439 N (C), 

F D b = 303 N (T), F„ f = 826 N <C), F^ = 1.36 kN (T) 

6-7. F ff = 0, Feo = 13.1 kN (C), F df = 5.21 kN (T), 

Fue = 4.17 kN (C), Fbc = 3 kN (C), F BA = 8 kN (C), 
Fca = 1.46 kN <C), F cf = 3.12 kN (C), 

F fa = 4.17.kN (T) 

6-9. F ÍC = 9.01 kN (C), Feo - 7.50 kN.(T), 

F dc = 5 kN (C), Foa = 7.50 kN (T), F„ = 4.51 kN (T). 
F C e = 13-5 kN <C) 

6—10. Fqc — F fe — 0, Feo — Feo — 0. 

Fcb = F m = 4.24 kN (C), 

Fab = 3.0 kN (T), F 0l , = F fo = 4.24 kN (C). 

F cb = F ea = 4 kN <Q 

6 - 11 . F co = 400 Ib CO, Fcb = 346 Ib (C). F„ D = 0. 

Fba = 346 Ib (C). F da = 400 Ib (C), F Dt = 800 Ib (T). 

Fae = 200 16 (T) 

6-13. Fab = F^ = 667 Ib (C), F^„ = F £F = 533 Ib (T), 

Fbc = F D c = 0. F„ c = F üc = 667 Ib (O, 

F cc = F f c ■= 0, F cf = 533 Ib <T) 

6-14. F ce = 0, Fba = A Al kN (C), F BC = 2.0 kN <C), 

Fca = fcc = 5.66 kN (C) 

6-15, F ec = 1,20 F (T), F ed = 0, 

Fab = Fau = F = 0.373 P (C), F fl c = 0.373 P (C), 

Fos = 0.333 P (T), Fbc = 0-373 P (C) 

6-17. F a b = 10.6 kN (O, Fv# = 7.50 kN (T), 

F £f = 10.6 kN (T), F ed = 7,50 kN (C), 

Fbc = 7.50 kN (C), F BH = 7.50 kN (T), 

Ffg = 7.50 kN (T), F rn = 2.50 kN (C) 

F IIC ~ 3.54 kN (C), F ltG = 10.0 kN (T), 

Fnc = 3.54 kN (T), Fue =10.0 kN (C), 

Fcc = 2.50 kN (T) 


6-18. F*, = 4.04 klb(C), F A0 = 3.75 klb (T), 

Fef =12.1 klb (C). F eo = 7.75 klb (T), F„, = 0. 

F^ = 3.75 klb (T), F df = 0, F DC = 7.75 kip (T), 

Fec = 4.04 klb (C>, F Fn - 8.08 klb (C>, 

F wc = 2,15 klb (C), Fm - 0.8 klb (T), 

Fe, = 0.269 klb (T), 

Fcc = 1.40 klb <T), F a = 5.92 klb (C) 

6-19. F fg ~ 10.1 klb (C), F fb — 8.53 klb (T), 

Faj = 7.26 klb (C). F AB = 4.53 klb (T). 

F G h = 10.1 klb (O, F ge = 3 klb (C), F, c = 0, 

Fu = 7,26 klb (C), F JB = 2 klb (C), 

FgH = 3.84 klb (T), F eü = 6.13 klb (T>, 

F b , = 2.15 klb (T), F sc = 3.73 klb (T), 

F„u = 4.50 klb (C), F h/ = 7.23 klb (C), 

Fui = 5.10 klb (T). Fue = 3,73 klb (T) 

6-21. F fc = 1.39 klb (T), Fgb = 19.0 klb (C), 

Feo = 16-7 klb (T) 

6-22. Fffc = 15 kN (C), F HC = 7.07 kN (T), F oc = 0 
6-23. F cf = 10 kN (C), F ac = 7.89 kN (T) 

6-25. F of = 12,5 kN (C), F co = 6.67 kN (T), F ((c = 0 
6-26. F D b = 2.26 kN (T>, F CE = 4.53 kN (C), 

Feo = 400 N (C) 

6-27. F fb = 4.50 klb (C), F co = 1.41 klb <C), 

F C e = 2.0 klb (T) 

6-29. Fbc = 3-25 kN (C), F CH = 1.92 kN (T) 

6-30. Fbe = l .0 klb (T), F sr = 2.24 klb (C), F fb = 0 
6-31. Feo = 671 N (C), F KJ = 800 N (T), F CJ - 283 N |C> 
6-33. F ac = F AB = F ca = F DÍ = 0, F, c = 6,88 kN (C). 

F cc = 11.0 kN (T) 

6-34. F bc = F A b = F co - F D e = 0 , Fje = 10.62 kN (Cl. 

Foe = 6.38 kN (T) 

6-35. F bc = 10.4 kN (C), F wc = 2.24 kN (T), 

Ffj C = 9.15 kN (T) 

6-37. Feo = 2.62 klb (T), F KJ = 3.02 klb (C), F M = 0 
6-38. F cf - 7,83 kN (C), F co = 1.80 kN (C) 

6-39. F D e = 3.38 klb (C), Fj, = 3.38 klb (T). 

Fuo = 0.944 klb (C) 

6-41. F ab = 6,46 kN (T), F AC = Fad = 1.50 kN (C), 

Fbc = Fbd = F = 3.70 kN (C), F aí = 4,80 kN (T) 
6-42. F bd =731 Ib (C), F ec = 250 Ib (T), F BA = 167 Ib (T), 
Fao = 786 Ib (T), Fac = 391 Ib (C), Feo = 0 
6-43. F ac = F BC = 400 N (C), F cu - 566 N IT). 

F bd = 283 N (T). F AB = 0, F AD = 283 N (T) 

6-45. Fba = 175 N (C), F kc = 79.1 N (T). F b „ = 25 N (T), 
Foa = 175 N (C>, F„c = 79,1 N (T), F ca = 335 N <C) 
6-46. Ffa = 0, F n , = F fe = F = 1.73 kN (T), 

Fea = 9.37 kN (C). F t:B = 7.79 kN (T). 

Feo = 1.73 kN <T), F„a = 9.37 kN (C), 

F 0 c = 7-79 kN fT). F A c = Fab = 5.20 kN (T), 

F bc = 2.60 kN (C) 

6-47. F- = 2 kN, E y = 6.93 kN. F v = 3.46 kN, 

A^ = 0, A y = 3.46 kN. A.. = 2 kN, F co = 2.31 kN <T>, 
Fcb = 0, Fce = 1.15 kN (C), F uí - = 4.16 kN (C). 

Fob = 0, F 0 e = 3.46 kN (T), F Bf = 4.16 kN (T), 

F ba = 3,46 kN (C), Fea = 2.31 kN (C), 

F £ b = 0, F fa = 115 kN (T) 

6-49. Fe = 220 Ib, F A = 434 Ib, II = 64.0“ 

6-50. A, = 300 N, A y = 300 N, C, = 300 N C r = 300 N 
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6-51. B, = -24,0 Ib, B 3 = 74,0 Ib. 

Á x = 74,0 Ib, A y = [24 Ib. C* = 74.0 Ib, C y ^ , J Ib 
6-53, - 576 N, F A8 = 360 N* D, = 360 N* 

D y — 450 N t 4Í/J-450N - m 
6—54, F fíC = 297 Ib, D y = 210 Ib, D r = 60 Ib 
6—55* Ay = 2 kN. B % = 0,B y = 12 kN, M B = 32 kN * m 
6—57. B v = 1,34 klb, A y = 1.02 klb a E x = Ü, £ v = 240 Ib, 

M e = L2Ü klb - fl 

6-58* T Att = 357 Ib, Np = 70 Ib, C* * C y = 0 

6-59, F 4fl = 8.60 MN* F c = 978 MN 

6-61* C x = 1600 Ib, C Y = 800 Ib* D x = 800 16, D y ~ 800 Ib 

6-62. B x = L&70 Ib. & y — 800 Ib, D ± = 800 ib, D y = 800 Ib 

6-63. 667 N 

6-65. F dh = 10.2 kN, E x = 6.13 kN, E y = L3.1 kN, 

Fab = 4.60 kN, C s = 3,98 kN, C y = 771 kN 
6-66* jV = 10 Ib 
6-67* 36,0 Ib 
6-69. 5,45 Ib 

6-70. C y = 285 Ib, C x = 326 Ib, A x = 176 Ib. A y = 135 Ib 
6-71. D, = 50 Ib, D y = 50 Ib, B s = 112 Ib, A r = 62.5 Ib, 

By = 117 Ib, Ay = 167 Ib 
6-73. C, = 15 íb. C y = 100 ib 

6-74. D x = 300 íb, D y = 300 Ib* E y = 600 ib, B y = 300 Ib, 

E , = 225 Ib, B f = 75 Ib 
6-75. F AB = 171 klb, Fe = 278 klb 
6-77. B x *= 2.06 kN, Ay - 0 T A, - 2,06 kN, F c = 2.43 kN 
6-78, F a = 258 Ib, f B = 142 Ib 
6-79. C t = 197 Ib* C y = 25,6 ib* B x = 305 Ib, fi ¥ = 0, 

A t = 206 Ib, A y = 25.6 Ib 
6-81. ty c = 0.812ÍV, N c = 0.544W' 

6-82. T= 147 N, 0 - 14,6° 

6-83. Nft = 40 Ib, N c = 1 Ló Ib, D t — l Ló Ib, D y = 40 Ib 
6-85. 170 1b m 
6-86. Fd£ = W coi 0 
6-87* 850 N 

6-89. M = [{IPLsen 2Q)i($en<t>)]\cos{<f> - 8)} 

6_90. M = f(4Pí.sen 2 0V(sen<£)][cos(0 - 0)] 

6-91. G, = 333 Ib, C v = 250 Ib, F x ~G r ~ 333 Ib, 

F y = Gy = 250 Ib 

6-93. (a) 8 = taires coi $), {b) 16.1° 

6-94. F AB = 1,56 kN. (M £ ) y - 0, E t = 0, E y = 0, 

{M e ) x = 0.5 kN ■ m 

6^95. 4 r = 0, A, ^ 172 N, A v = 115 N, C t = 47.3 N, 

Cy = 61,9 N, Cj = 125 N, (M c )v = -429 N m. 

(Me), - 0 

6-97. F Dt = 270 ib, B x = -30 Ib, B y = - 13,3 Ib, fí, = 0 

6-98. F u , - Fef - Foe - 227 Ib 

6-99. = 1.5 kN, A x = 0, F ÜE ^ 5.30 kN, A y = 0, 

C x = -275 kN* C y = 3.0 kN, C, - 275 kN 
6—101 * P = [kLt(2 un 8 «n 6)5(2 - esc 6) 

6-102. F aI> ** 990 Ib (C), Fm = 700 ib (T), F DB = 495 Ib (C), 
Fnc = I 48 klb (C). Fes = l *05 Wb (T> 

6-103* F Hf> = 7.07 kN {C) T F co = 50 kN (T), f GP = 5 kN (T) 


6-105. A y = 250 N, B t = 1.40 kN, C v = 1.70 kN, 

Ci = 500 N* A x = 1,40 kN 

6-106. F ad = 2.41 klb (T), F aC = Fab = F = 1 72 klb (C) 
6-107. B y = 449 Ib, A x = 92.3 ib, A y = 186 Ib. 

Aí 4 - 359 Ib ■ ft 

6-109* F - 25 Ib, F = 333 Ib, T = 33,33 Ib, P = 11.11b 

6- 110. F bc = 17 9 kN (C), F C q “ 8 kN (T), F BD = F BE = 0. 

F Ait = 17,9 kN (C). F de = 8 kN (T), 

Fae= SkN (T) 

Capitulo 7 

7— 1. N c = 0, V c - 1,0 klb, M t ' — 56 klb * ft, N D = 0, 

V p = LO klb , M/j= 48 klb * ft 
7-2. N r = 0* V B = 100 Ib, M b = 750 ib ■ in * N D = 0* 

= 75 Ib, = 750 Ib - in 
7-3. T d = 0. T c = 200 N ■ m, 7^ - 200 N ■ m, 

T Á - IDO N ■ m 

7-5. ^ 0. V 3 ^ 288 lb r M s - 1,15 klb ft 

7-6. Ne ”0, Ve — 11.8 kN* M c = 35,4 kN ■ m 
7-7* N p = 750 N* Vp = 250 N, Mp ~ 125 N ■ m 
7_9, = 0, V c = 12 kN, M c = 24 kN m 

7—10* N c = 80 Ib, = 0, M c = 480 Ib ■ in, 

7-11. N c = 45,0 klb. V c = 0, M c = 9.00 klb ‘ fl 
7-13. N c = 0, V c = 2.01 klb. M c = 15.0 klb ■ ft, Np = 0* 
V D = 1.11 klb, M D ^ 3.77 klb ■ fl 
7-14* N c = 20 kN, V c = 70.6 kN. Me = 292 kN - m 
7-15. Ne = 4 klb, V c - LO klb, M c - 14.0 klb ft. 

Np — 4 klb, V ü = i ,75 klb, M D = 5.0 klb - ft 
7-17. V A - 0, N a = 5 kN* M a = OJ kN ■ m, -0* 

= 7,5 kN* M b = 0.2 kN * m 

7-18. N c = 2.49 klb, V c = 2,49 klb* M c = 4 97 klb - ft. 

Np = 0 f V D = 2.49 klb. Mp = J6.5 klb • ft 
7-19. Np = 220 N* V D = 220 N; M D = 54.9 N - m. 

N E = 80,4 N* V E - O, M E ” 112 N ’ m 
7-21, N c = 280 Ib, V c = 50 Ib, Me *= 150 íb - ft 
7-22, N t j = 800 N, = 0. M 0 « 1200 N - m 
7-23. N f = 0, V>» 150 Ib, = 600 Ib ■ ft, N E = 0, 

V E = 230 Ib. M e = 387 Ib ■ fl 
7-2S. V a = 496 Ib, N B = 59.8 Ib, M B = 480 Ib - ft, 

N c = 495 Ib, V c = 70.7 Ib, M c = 1.59 klb ■ ft 
7-26. N = P sen B, V = P co$ 6, M = Pr sen 0 
7-27. 1.69 klb, 10.0 klb ■ ft 
7-29. ( M c ), = -900 ¡b ■ ft, (M c ), = “260 Ib ■ ft. 

(Air).. = 1000 Ib ■ ft, (Nc), = -50 Ib, (V c ) y = 50U Ib. 
{V c ) : = -170 Ib 

7-30. (M c ), = 20 Ib ■ ft, (Me), = 72 Ib ■ ft, 

(Me), = -178 Ib • ft, (Fe),- 104 Ib. (Nc\ - 0, 

(V c ) f = 10 Ib 

7-31. (M d ) x = 49.2 kN ■ m. (M D ) r = 87.0 kN - m, 

(W D ) r = 26,2 kN • m, (V 0 ), = 116 kN, 

(W D )r = -65.6kN, (Fd)= = 0 
7-33. -300 Ib. {—300x} ¡b - ft, 300 Ib. 

M = {3O0.t - 900{ Ib ■ ft 
7-34. 1200 Ib. {1200*} !b ■ ft, 400 Ib, 

M - {400* + 9600} Ib - ft. -400 Ib, 
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M = {28.800 - 400.i} Ib ■ ft, -12» Ib, 

M = {57,600 - 12004 Ib ■ fl 
7-35. V = -IMqIL, M - ~(2M 0 IL)x, V - -1M 0 !L, 

M = M 0 - (2M 0 IL)x, V = -2M„IL, 

M = 2M 0 - (2M 0 /L)x 

7-37. 0.75 kN, {0,754 kN ■ m, V = {3.75 - 1.54 kN, 

M = {3.75* - Q.75* 1 - 3) kN • m 

7-38. V = {—2* + 2.51 kN, M = {2.5jt - * 3 } kN ■ m, 

V = {-7,5} kN. M = {-7.5* + 75} kN - m 
7-39. V = {250 - 300*} N, M = {250* - I50.ir} N ■ m, 

V = {550 - 600*} N. 

M = {-300* 3 + 550* - 150} N • m 
7-41. V = (m'/2)(3£ - 2*}, M = (w/2)(3¿* - *= - 21*) 

7-42. V = {360 - 3.33*=} Ib, M = {360* -1.1 l,v J } fb ■ fl 
7-43. V = {-50* ! - 650} N, M = {-I6.7* 3 - 6504 N • m, 
V= (-300.V + 2100} N. 

M = {— I50*c- + 2100* - 7350} N - tn 
7-45. V = {3000 - 41.7* 1 } Ib, 

« = {—13.9* 3 + 3000* - 18000} Ib ■ ft, 

V = {41,7* 3 - 1000* + 6000} Ib, 

M = {-13.9(12 -*)4 Ib - ft 

7-46. y = {-0.417*4 kJb. « = {-0.139* 5 - 15} klb . ft, 

V = {-5* + 55} klb, 

M = {-2.5* 3 + 55* - 285} klb ■ ft, 

V= {0.417(22 -*)4 klb. 

« = {-0.130(22 -*) 3 - 15} klb ■ ft 
7-47. V ~ (yhl/2d)x*, M = -{yhtíbü )* 3 
7-49. a = LI2 
7-50. a ~ LI2 
7-51. a = 0.414/. 

7-53. Véase Prob. 7.34 
7-54. Véase Prob. 7.37 
7-55. Véase Prob. 7.38 
7-57. Véase Prob, 7,43 
7-58. Véase Prob, 7.45 

7-59. * = 0, (''= 8klb,« = 0;* = 10ft. K=ü, M= 43klb• ft 

7-61. * = 0, y--20 klb. Ai = 0; jt = 15 ft, K=-115 klb. 

«=- 1062.5 klb-ft 

7-62. * = 0, F-S klb,« = 0; * = 10 ft, V- 0, « = 43 klb • ft 
7-63 '”0. P=-20klb, «-0;*- 15 6, P=-ll5klb, 

' « = - 1062.3 klb -fl 

7-65. * « 0, V = 0, M = 0; * = 12, V = 0, M = 2700 
7-66. * = 0. V = 48, « = 0; * = 5. V = -12, « = 60 
7-67. * = 0, V = 1.52, M = 0; * = 800, V = -1.98, 

M = 0.395 

7-69. * = 0, V = 0, « = 0; * = 6 + , V = 800, M = -1200 
7-70. * = 0, V = 0, M = 0; * = 6\ V = 9. M = -36 
7-71. * = 0, V ~ wLI 3, M = 0; * = i, + , V= wL! 2, 

M = — h ¿ j /6 

7-73. * **0, V= 1,10, M - —10.4; * = 12, V = 0.4, M = 0 
7-74. * = 0, V = 4, M = 0; * = 10.97, V = 0, « = 25.2 
7-75. * = 0, V = -0.45, M ** 0; * = 6, V = -0.75, 

Af = -3,30 
7-77. 5.65 ft 

7-78. y B = 8,67 fl, y D = 7.04 ft 
7-79. 658 Ib, 6.44 ft 


7-81. 84.0 1b 

7-82. 2.43 m.Tnufi. = T cn = 157 N 

7-83. T as = 83.0 Ib, T r ,¡ = 88.1 )b, T flC = 46.7 Ib. 20.2 ft 

7-85. 184 kN 
7-86. 1,36 kN/m 

7-87. y. = {0.0:.85jr l + 0.577*} m. T m „ = 5.20 kN 

7-89, T a = 61.7 klb, Tg = 36,5 klb, T c = 50.7 klb 

7-90. h/L = 0.141 

7-91. 82.1 m, Tmi = 3.22 kN 

7-93. 55.6 ft. h = 10.6 ft 

7-95. 46.3 ft. 75.2 Ib 

7-97. 292 Ib 

7-98. 326 ft 

7-99. 5.14 ft 

7-101. 76.7 Ib 

7-102. 10.4 ft 

7-103. 8.07 m 

7-105. I ~ 238 ft. h - 93,8 ft 

7 - 106 . * = 0. V = 0, M = 24; *= 3, -12, « = 12 

7-107. N c = 0, V c = 108 Ib, M c = 433 Ib ■ ft 
7-109. * = 0, V = 52.8, « = 0; * = 4.36, V = 0, M = 153 
7-110. * = 0, V - 0. « = 0; * « 18, V = 0, Af = 0 
7 - 111 . N d = 6.08 kN, V 0 = 2.60 kN, M 0 = 13.0 kN • m 
7 - 113 . V D = «„ = 0 , No *= F co = 86.6 Ib, N F . = 0 , 

V e = 28.9 Ib, « E = 86.6 Ib • ft 

7- 114, * = 0, V = 2.5, M = 0; *= 1.25, V = 0, M = 1.56 

Capitulo 8 

8- 1. 344 Ib. ^aO.70 
8-2. P = 224 Ib 

8-3. 76,4 Ibspsl44!b 

8-5. el carrete no permanecerá en equilibrio 

8-6. p.» 0.127 

8-7. 6.67 in 

8-9. 34.8 Ib. 1121b 

8-10. 45°. 1 

8-11. 0= tan - ‘[(1 - 

8-13. S = tan' 1 n 

8-14. 21.7 Ib 

8-15. 20 Ib 

8-17. 6.97 kN. 15.3 kN 
8-18. 1,25 kN, 6.89 kN 
8-19. 27.0 Ib, 0.171 
8-21. 2.21 klb ■ ft 

8-22. puede empujar la cómoda hada la izquierda 
8-23. puede jalar la cómoda hacia la derecha 
8-25. 377 Ib 
8-26. 33.8° 

8-27. 1.10 ft 

8-29. U7 kN 

8-30. = 0,415 

8-31. no puede mover el huacal 
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8-33. 21.8°, P = 72:0 Ib = 769.4 Ib 
8-34. la bicicleta se mueve hacia adelante 
8-35. 26.6° 

8-37. 318 ib, 360 íb 
8-38. 33.4° 

8-39. 33 4° 

8-41. resbala en B 
8-42. 40,2 N 

8-43, Ú= tan-'K fiLfa) - t¿] 

8-45. 46,4 a 
8-46. 79,3 N 
8-47. 0.576 in 

8—49. P = Asenta + 6). 0 - 0 

8-50. 0,344 

8-51, 0.601 

8-53. 32,3 klb 

8-54. 1.90 kN 

8-55. 4.05 klb 

8-57. P' - 4.96 klb. P - 8,16 klb 
8-58. Jas cuñas se autotraban 
8-59. 7.32 kN 
8-61. 22.6° 

8-62. 25.3° 

8-63. 4.83 kN 
8-65. 29,7 Ib - in . 112 Ib 
8-66. 1,98 kN 
8-67. 2.02 N * m 
8-69. I 35 N 
8-70. 21,8 kN 
8-71. 76.1 Ib'ft 
8-73, 31.0 N * m 
8-74. 5,69 Ib ■ m 
8-75, 880 N. 352 N ■ m 
8-77. 4,53 N ■ m 
8-78. 72.7 N 

8-79, N = {T l ípi)(^- l) + M 
8-81. T Á = 1.95 kN. T B = 0.759 kN 
8-82. 1.31 kN, 0.372 kN 
8-83. (a) 4.60 kN. (b) 16.2 kN 
8-85. es posible para B jalar a A 
8-86. 22.9 N <P< 151 N 
8-87, 8.28 ft 
8-89. 2.49 kN 
8-90, 12.7 Ib 

8-91. F a8 - F fí - 15.4 |b t F aC = F c = 5,47 Ib 
8-93, 77.8 Ib 
8-94. 300 N 
8-95, 63,5° 

8-97- 38,2* 

8-98, 78.7 Ib 
8-99. 15,8 Ib - 0 
8-101, 36,3 Ib ■ fL 


8-102. 1,62 klb 

8-103, M = IfxPRB eos B 

8-105, M = IfiPR 

8-106, M = -hiiPR 

8-107, 905 Ib ■ in 

8-109.0.0455 N * m, 68.2' 

8-110, 826 N 

8-111, 814 N 

8-113. 0.0407 

8-114, 13.8 1b 

8-115. 29,01b 

8-117. 0,129 

8-118. 18,9 N 

8-119, 1.35 mm 

8—121, 486 tb 

8-123. 131 N 

8-125, 2.25 kN 

8-126, 78,8 Ib 

8-127, 9Ü.9 Ib 

8-129, 0,277 

8-130. 36.6 N 

8-131. 12 Ib ■ ft 

8-133, 1.88 Ib 

8-134. 35,0° 

8-135, 0.833 
8-137, 32.5* 


Capítulo 9 
9-1. i .6 m 

9-2. x = --^ n ^ , x = {2\/ltTT)a, í = T rña 
8 

9-3. x = 0, y = 1.82 ft 
9-S. 1.15 m 

9-6. 0.546 m. O, = 0, 0„ = 7.06 N. 3.85 N ■ m 

9-7. 0.620 ft. A, = 0, A, * 1.Í6 Ib, 0.720 Ib • ft 

9-9 x = (2/3)e, y = (m/3)a 

9-10. x = (2/7)a, y = (2/5)o 

9-11. ! = [(!+ rt)/2(2 + n)]o, y = [<I + n)/(l + 2n))h 

9-13. x — 1.61 in., y = 1.33 in. 

9-14. x — 1.08 ín , y = 0.541 in 
9-15. x = (5/8)o. y = (2kl5)a 
9-17. x = ( 2 a sen a)/3a,y = 0 
9-18. x = (4/3ir)a, y = (4/3ir)í> 

9-19. x = (ir/2)a, y = (ir/8)a 

9-21. je = 0.4 fl, y = 1.0 ft 

9-22. x = 0.914 m, y = 0.357 m 

9-23. x= 1.26 m, y = 0.143 m 

9-25. (4/5)8 

9-26. 0.833 ft 

9-27. 1.33 fl 

9-29. 84.7 mm 

9-30. 2.5 fl 
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9-101. 2.02 klb 

9-102. 133 Ib. y = 7.50 ft. x = 0 

9-103. 42.7 kN, y = 2.40 m, x = 0. C- = B. = 12.8 kN. 

Aí- 17.1 KN 
9-105. 14.8 lb/ft 2 
9-106. irw 0 r 

9-107. O, — wr, O y = wr, M 0 = wr 2 

9-109. F„, = (l/2)w 0 r, Fr, = {ir/4)w 0 r. M KO = (l/2)iv 0 r 2 

9-110. F r , = (t r/4)w 0 r. F„ r = ( \!2)w„r . M RO = (tt!4)w 0 ^ 

9-111. F = (4ab/n 2 )p 0 , x - al 2. y = b/2 

9-113. at a = 0.5 ft, F = 2.94 Ib, at a = 1 ft. F = 16.6 Ib 

9-114. 6.93 kN, -0.125 m 

9-115. 90.5 mm 

9-117. x = ib. y = 2/r 

9-118. z = 0.422 m, I = y = 0 

9-119. i= 1.30 ni. y =2.30 m 

9-121. x = 112 mm, y = 112 mm, z — 136 mm 

9-122. x = 3.30 in , y = 3.30 ¡n 

9-123. x “ -0.262 ¡n , y = 0.262 in 


9-31. ? = 8 a 
9-33. i = fet 
9-34. 2 = \la 
9-35. 2 kg, 5 m 

9-37. I = 1.29 ft, y = 2.14 ft. i = -0.286 ft 
9-38. x = 0, y = 1.63 in 
9-39. I = 124 mm, y = 0 
9-41. 1= 2.85 in., y = 5.33'in 
9-42. x = 2.43 m. y = 1.31 m 
9-43. 179 mm 
9-45. 1.55 in 
9-46. 95 mm 
9-47. 87.5 mm 
9-49. -0.262a 
9-50. r = 2.5 in , y = 4 in 
9-51. y = (b : c + 3abc + 3aV)/3(a t b)(2a + b ), 
i = 6(6 + 3a)/3(2a + 6) 

9-53. y = A(2a + 6)/3(a + 6) 

9-54. x= 1.82 m, y = 1.28 m 
9-5S. 142 mm 

9-57. I = 2.11 in , y = 2.11 in 
9-58. x = 2.73 in , y = 1.42 in 
9-59. 0.206 m 

9-61. 7.18 ft, B y = 2633 Ib, A y = 667 Ib 
9-62. 4.28 ft. B r = 620 Ib, A, = 830 Ib 
9-63. 2.48 ft. 38.9° 

9-65. z = 52.5 mm, x = y = 0 
9-66. 2.95 in 

9-67. y = 58.1 mm, x = z = 0 
9-69. í=¡a 
9-70. 323 mm 

9-71. 6 — (a 3 i a 2 Va 2 — 7rr ! )/-nr 2 
9-73. 4.71. m 3 
9-74. 6.77 Ib 

9—75. /I — 8Trac, P - 2iTca~ 

9-77. 3.56(I0 3 ) ft 2 . 22.K10) 3 ft 5 

9-78. 29.3 klb 

9-79. 2.26 

9-81. 1.04 Ib 

9-82. 0.377 Ib 

9-83. 22.7(10" 3 ) m 3 

9-85. 7I.6(10- J ) m 2 

9-86. 274 m 2 

9-87. A = 3.33 ft 2 , y= 1.2 ft, V = 25.1 ft 3 

9-89. A = 0.941 m 2 , y = 0.569 tn, V = 3.36 m 3 

9-90. 1.41 MN, 4 m 

9-91. 157 kN, 235 kN, 4.22 m 

9-93. A r = 2.51 MN. B, = 2.20 MN, B, = 859 kN 

9-94. F* = 488 klb. F, = 260 klb 

9-95. 4.92 klb. 24.0° 

9-97. 4.0 klb 

9-98. 13.8 klb. 61.4 klb 

9-99. 40.0klb. 8.0 ft 


Capítulo 10 

10-1. 356 in 4 
10-2. /, = A6A 3 
10-3. t y = AA6 3 
10-5. 0.165 in 4 

10-6. /„ = 2.13 in 4 , ly = 4.57 in 4 

10-7. {Jo), = 25K10) 3 mm 4 , (J 0 ), = 172O0) 3 mm 4 , 68.4% 

10-9. 0.167 in 4 

10-10. 0.3 in 4 

10-11. /, ira6 3 /4 

10-13. I, = jrr 4 /l6 

10-14. 8.94 mm 

10-15. 0.571 in 4 

10-17. 2.13 ft 4 

10-18. 0.610 ft 4 

10-19. 0.305 m 4 

10-21. 0.628 m 4 

10-22. I5.400) 6 mm 4 

10-23. 3.35 0 0 3 ) in 4 

10-25. 74.7 mm 

10-26. 59.4 mm 

10-27. f, = A 3 </ 3 /6(A 2 + d 2 ) 

10-29. /, = 141 in 4 . ly = 21.3 in 4 

10-30. 147(10) 6 mm 4 

10-31. y = 2 in . I ;r = 128 in 4 

10-33. /, = 246 in 4 . /,. = 61.5 in 4 

10-34. y = 1.29 in . fe = 6.74 in 4 

10-35. 86 in 4 

10-37. 0.187 d A 

10-38. 81 in 4 

10-39. 91.1 in 4 

10-41. y = 170 mm, /,■ = 722(10)“ mm 4 
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1(1-42. 9i.7(10) f ' mui" 

10-43. y = 2.20 in , I, = 57.9 in 4 

10-45. /,■ = 45. l(IO) s mm J , ly = 7.60(10) 6 tnm* 

10—46. I,‘ — , /, ■ — — nb + a 3 ) 

10-47. /,< — ^a-’fescn 3 8, ly = [{ab sen ti)!\2\(b- + o 3 eos 3 8) 
10-49. 8 ¡n 4 
10-50. I v = ftíi 3 fc ! 

10-SI. = ia J , iyy = -0,0165a“ 

10-53. 0.333 in 4 

10-54. 1.33 m 4 

10-55. /., v = «6 3 /i 3 /2(2 + 2n) 

10-57. /„ = (oVscn 3 6/12)(4a cas 8 + 3c) 

10-58. x = 85 nim, y = 35 mm, 1^ - -7.5U0) 4 ituti 11 
10-59. 98.4(10)* mm 4 

10-61. í = 44,1 mm, _v = 44.1 mm, » -6.26(10) 6 mm 4 
10-62. 0.740 in 4 
10-63. -36 in" 

10-65. I35(I0) 6 mm 4 

10-66. I„ = 274 in 4 , l„ = 572 in 4 . J atl = -258 in 4 

10-67. /„ = 101 in 4 , l u = 134 in 4 , l m = -28.6 in 4 

10-69. /„ = 15.8 in 4 . /„ = 25.8 in 4 

10-70. 10.5°, / mtó = U7(10 6 ) mm 4 , l m ,„ = 28.8(10*) mm 4 

10-71. -27.3“, l„, íx = 24.6U0) 6 mm 4 , l m ;„ - 2.56(IQ) 6 mm 4 

10-73. Imix — 194( i 0) 3 mm 4 . L, = 55.5(10) ! mm 4 , 29.9' 

10-74. I m& =117(10)* mm 4 , / rafn = 28.8II0) 6 mm 4 , i0.5“ 

10-75. / ma£ = 24.6(10)* mm 4 , U„ = 2.56(10)* mm 4 . 27.3“ 

1U-77. ! r = S ml- 

10-78. k x = a/V3 

10-79. I, = Imr- 

10-81. /, = é mr 2 

10-82. 2.25 slug • f(- 

10-83. 57.7 mm 

10-85. / r = U mh 1 

10 - 86 . / 1 — | mb~ 

10-87. i.58slug “fl- 
IO^. I.78 m. 4.45 kg ■ m- 
10-90. MÍUlug ■ ft : 

10-91- 282 dug^ ft“ 

10 - 93 * i 0 = k ma 3 

10-94* 0.203 m* 0.230 kg * m 2 

10-95* 34,2 kg ■ m 2 

10-97* l xy = h 2 b 2 

10-98* 0,667 in 4 

10-99. -110 Ín J 

10-101* = 0.752 in 4 , I n ^ - 0.206 in 4 

10-102. (rp/r 1 
10-103. / v = f 
10-105. I7.0{10) 6 mm 4 
10-106. 5.64 slug 4 ft 2 


Capítulo 11 

11-1. 51.0 N 
11-2, 512 N 
11-3, 75. l fl 
11-5. F ~ 2P eot tí 
11-6. P = WÍ2 coi tí 
11-7* 24.5 N 
11-9, 42.4° 

11-10, trabajo virtual, & = 90°, fuerza dd resorte, 6 * 11.5 a 
11-11*0°, 60° 

11-13* 37.8° 

H-14* 36.r 
11-15* 24*2* 

11-17* 27.4* 

11-18* lO.Slb/ft 
11-19, 26.0 N w 
11-21* 90°, 17*0“ 

11-22* 17*r 

11-23* P, = 11*5 Ib ,P 2 = 10 Ib 
II-25. = IV, = WLÍla 

11-26. 90°, í 1,5^ 

11-27. 24.2 a 
11-29. 10.8 Ib/ft 
11-30* Jt = 0 t y = 0 
11-31. 0*590 ft y —0.424 fl 
11-33, A = Ü*y = 0 
11-34* 64.8° 

11-35* 0 a , 60° 

11-37. 90°, 0=Wñ~' (W/lkí) 

11-38. 0 a , ú= QQs-t(Wf2kL), W = 2kL 

11-39* 90 a . 30 a 

11-41* W. 6 -sen -1 (4Wfka) 

11-42, 36*6° 

11-43. 90“ p 5.90° 

11-45* 8 in 
11-46. 0 a , 71.5° 

11-49* d = 0.45 Ir 
11-50* 5,20 ft 

11-51. r>|. Estable 
11-53. 1.35 tn 

11-54. X\ = 6.67 in p x 2 ~ 1.25 in 
11-55, 29.1 a 
11-57, 427 N 


11-59, 10.0 Ib 
11-61. 0°, 72,5° 

11-62. 16.6 a 

31-63. 0 a , tí = eos' 1 fi (WV2*f)l 
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Ecuaciones fundamentales de la estática 
Vector cartesiano 

A =A X I + AJ +A, k 

Magnitud 


A = -/A~ +Az+A; 


Dirección 


A A„ A, A, 
^•X-A'*A>*A k 

* eos ai + eos p] + eos jAc 
eos 2 a + eos 2 (5 + eos 2 y= i 


Producto escalar 


A • B =AB eos 6 

-AA+Aft+AA 


Producto vectorial 

C ■» A x B = 


i j k 

A, A y A t 

B, B y B t 


Vector cartesiano de posición 

r * (x 2 -x t )i + {y 2 -y ^ + (z z -z x )k 

Vector cartesiano de fuerza 

F = Fu = Fp' ) 

Momento de una fuerza 


M 0 = Fd 
M 0 = r x F s 


i j k 

r x r y r t 
F, F y F, 


Momento de una fuerza alrededor de un eje 
específico 

W, Uy Uy 

M„ = u ■ r X F - r x r y r ¿ 

F x Fy F x 

Simplificación de un sistemo de fuerzas y pares 

F« = IF 
(M«) 0 = IM o 


Equilibrio 

Panícula 

LF r = 0 XFy = 0 ,ZFy = 0 

Cuerpo rígido - dos dimensiones 

ZF X = 0, IFy ~ 0, IM 0 = 0 
Cueipo rígido - tres dimensiones 

LF X = 0, LF y = 0, LF, = 0 
SAÍf. = 0, LMy = 0, IMy. = 0 

Fricción 

Estática (máxima) F, = p/í 

Cinética F k = pj'é 

Centro de gravedad 

Partículas o partes discretas 

- E 7W 

r ‘^w 


Cuerpo 


7.1 


rdW 


¡dW 

Momentos de inercia de área y de masa 

/=J5 j íH I=jFdm 

Teorema del eje paralelo 


i=i*Aep 
Radio de giro 

*./T 


Trabajo virtual 


1 = 1 + md 2 


.si 

m 


6t/ = 0 
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Prefijos SI 


Múltiplo 

Forma exponencial 

Prefijo 

Símbolo en el SI 

1 000 000 000 

10 9 

g¡ga 

G 

1 000 000 

10 6 

mega 

M 

1000 

10 3 

kilo 

k 


Submúltiplo 


0.001 

1(H 

mili 

m 

0.000 001 

10- 6 

micro 

M 

0.000000 001 

ío - 9 

nano 

n 


Factores de conversión (FPS) a (SI) 

Cantidad Unidad de Igual a Unidad de 

medida (FPS) medida (SI) 

Fuerza Ib 4.4482 N 

Masa slug 14.5838 kg 

Longitud ft 0.3048 m 


Factores de conversión (FPS) 


1 ft - 12 in (pulgadas) 
1 m¡, (mília) = 5,280 ft 
1 klb (kilolibra) = 1,000 Ib 
1 ton = 2,000 Ib 
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Propiedades geométricas de elementos de línea y de área 
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de fuerzas* 16,29 
de pares, 140 
de vectores, 16 
Ángulo 

de fricción cinética, 370 
de fricción estática, 369 
de paso, 392 
de reposo, 370 
Ángulos directores, 41 
Ángulos directores coordenados, 41 
Apoyo de balanceador, 189 
Apoyo de pasador, 190 
Apoyo de pivote, 408 
Apoyo de rodillo, 189, 222 
Apoyo fijo, 190, 223 
Apoyos 

chumaceras, 223 
de collarín, 408 
de pivote, 408 
Armadura espacial, 273 
Armadura simple, 24 
Armaduras 

espaciales, 273 
planas, 246 
simples, 248 

Banda en V, 4% 

Bastidores, 278 
Bisagra, 223 
Brazo de palanca, 114 

Cable parabólico, 351 
Cables 

claro, 351 

flecha o pandeo, 351 
sometidos a cargas concentradas, 346 
sometido a carga distribuida, 349 
sometidos a su peso, 353 
Carga distribuida, 172,464 
Catenaria, 356 


Cálculos, 10 
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de un sistema de partículas, 423 
Centro de masa, 424-425 
Centro de presión, 4 66 
Centroide, 425 

de un área, 426 
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Cifras significativas, 9 
Círculo de Mohr, 505 
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de fricción cinética, 368 
de fricción estática, 367 
de resistencia al rodamiento, 413 
Cojinete de apoyo radial o de collarín, 408 
Componentes 

de fuerza, 18-19,28 
de un vector, 18,39 
Compresión, 247 
Compuesto(a) 

área, 443,490 
cuerpo, 442,518 
Construcción triangular, 17 
Cosenos directores, 42 
Cuerpo homogéneo, 426 
Cuerpo rígido, 3 
Cuña, 390 

Chumaceras, 223 

Densidad, 426 
Desplazamiento, 527 
virtual, 529 
Determinante, 110 
Diagrama 

de cuerpo libre, 78,188,221,224, 278, 311,373 

de fuerza cortante, 325 

de momento de flexión (llexionante), 325 
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Diagrama de cuerpo libre 
de un bastidor, 278 

de un cuerpo rígido, 188,224,278,311,373 
de una máquina, 278 
de una partícula, 78 
Diagrama de fuerza cortante, 325 
Diagrama de momentos, 325 

Diagramas de momento de flexión (ílexíonante), 325 
Dinámica, 1 

Ecuaciones algebraicas lineales, 567 
Ecuaciones de equilibrio 

para un cuerpo rígido, 185,201, 226 
para una partícula, 77-78 
Eje 

de simetría, 427, 498 
de un tontillo, 158 

Eje inclinado, momentos de inercia, 501 
Eje principal, 502 
Elemento de disco, 433 
Elementos diferencíales, 434 
discos, 433 

cilindros huecos (cáscaras), 434 
Energía potencial, 546 

criterios para el equilibrio, 548 
elástica, 547 
función, 547 
gra vi racional, 546 
Equilibrio 

condiciones necesarias, 77,187 
condiciones suficientes, 77,187 
de un cuerpo rígido, 185 
de una partícula, 77 
estable ,549-550 
inestable, 550 
neutro, 550 

Equilibrio inestable, 550 
Equilibrio neutro, 550 
Equipolente, 156 
Escalar, 15 
Eslabón, 189 
Estabilidad, 550 
Estática, 1 

Estática, definición, 1 
Estáticamente indeterminado, 228 
Expresiones matemáticas, 565 

Flecha o pandeo, 351 
Fluido, 465 
Freno de banda, 402 
Fricción, 365 

ángulos de, 369 
cinética, 367 
círculo de, 411 
de Coulomb, 366 
de cuña, 390 
de fluidos, 365 
de rodamiento, 413 
en bandas, 402 
en chumaceras, 411 
en seco, 366 
en tornillos, 392 
estática, 367 
problemas de, 370 


Fricción de banda, 402 
Fricción de Coulomb, 366 
Fricción fluida, 366 
Fuerza, 2 

activa, 101,533 
adición de, 18, 28 
axial, 311 

componente, 18, 28 
concentrada, 3 
concurrente, 157 
cortante, 311,325 
definición, 3 
distribuida, 172,464 
de compresión, 247 
conservativa, 545 
de fricción, 365-366 
de reacción, 80 
de tensión, 247 
externa, 149-150,186,192 
gravita clona 1,4 
interna, 186,192,531 
normal, 311,366 
paralela, 157 
resultante, 16,464 
Fuerza activa, 101,533 
Fuerza axial, 311 
Fuerza concentrada, 3 
Fuerza cortante, 311,325 
Fuerza de fricción cinética, 367 
Fuerza de fricción estática, 367 
Fuerza de fricción estática límite, 36S 
Fuerza gravítacional, 4 
Fuerza no conservativa, 546 
Fuerza de reacción, 80 
Fuerzas concurrentes, 157 
Fuerzas conservativas, 545 
Fuerzas externas, 186,192 
Fuerzas internas, 186,192,309,531 
Fundón de cargas, 172,464 
Función de momento de flexión, 325 

Galílei, Galileo, 2 
Gato, 393 

Grado de libertad, 531 
Guldinus, Paul, 455 

Homogeneidad dimensional, 9 

Joule, 528 

Kilogramo, 5 

Larguero, 246 
Ley 

de la gravitación, 4 
de los cosenos, 19 
de NewLon, 3 
de los senos, 19 
Ley conmutativa, 63,109 
Ley de los cosenos, 19 
Ley de los senos, 19 
Ley de Pascal, 465 
Ley del parnlelogramo, 16 
Ley distributiva, 66,109 
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Leyes Je Newum 

de la atracción graviincional, 4 
del movimiento, 3, 4 
Libra, 6 

Linca de acción de un vector. 16 
Línea de referencia, 546 
Longitud,! 

Magnitud de un vector, ió 
Masa, 2 
Máquinas, 278 
Mecánica, definición, 1 
Metro, 5 
Método 

de las secciones, 262,274 
de los nudos, 248, 274 
Método de Ja secante, 571 
Método de Runge-Kuita, 573 
Miembro de dos fuerzas, 210 
Miembro de fuerza cero, 255 
Miembro muítiforzado, 276 
Miembros de tres fuerzas, 210 
Mohr, O tío, 505 
Momento de inercia, 479 
áreas compuestos, 490 
círculo de Mohr, del, 505 
de masa, 513 

determinado por integración, 482,514 
polar, 480 
principal, 502 
producto de, 497 

Momento de inercia de masa, 513 
Momento de un par, 139 
Momento de una íuer/a, 111,113 

alrededor de un eje especificado, 129 
respecto a un punto, Ji], 113 
Momento de flexión o ílexionante, 310 
Momento polar de inercia, 480 
Momento de lorsión, 111 
Momentos de inercia principales, 502 
Movimiento inminente, 367 

Newton, 5 
Newton Isaac, 2 
Notación científica, 10 
Notación de ingeniería, 10 
Nudos, método de los, 248, 274 

Lappus, 455 
Partes), 139 

adición de. 140 
equivalentes, 140 
resultante, 140 
Pn rt ícula,3 

diagrama de cuerpo libre de una. 78 
equilibrio de una, 77 
Faso, 392 
Peso, 4 

Fe so específico, 425 
Fie, 6 

Finca de unión, 245 
Pelea, 7y 
Precisión, 9 
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